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Resumo. A representacdo da propagacdo de fissuras € desraat importancia para a
analise da seguranca estrutural de componentes mmxs® A analise numérica desse
fendbmeno é muitas vezes baseada nos conceitos ciniwke da Fratura Eléstica Linear
(MFEL), os quais estdo atualmente consolidadoseN@anto, a aplicacdo desses conceitos
em estruturas geometricamente complexas é aind@adlen Recentemente, as Analises
IsoGeométricas (AIG) tem se mostrado uma alteraapyomissora para a modelagem
mecanica de geometrias complexas. No presente ltr@bapresenta-se um estudo
comparativo envolvendo a formulacéo isoparamétdoaviétodo dos Elementos de Contorno
dual (MEC dual) e sua verséo isogeométrica paraaiacao dos Fatores de Intensidade de
Tensédo (FIT) em problemas tridimensionais. A foag@b isogeométrica é baseada em
superficies NURBS de ordens polinomiais quaisgderintegrais fortemente singulares e
hipersingulares séo avaliadas pelo método de Gaigge os FIT sdo determinados pela
técnica de correlacdo de deslocamentos. Para apragbes com fungdes base NURBS de
ordens polinomiais superiores a linear, a condigiocontinuidade de Hoélder € satisfeita em
qualquer ponto no interior da superficie. Isso ftesem uma redu¢do no niumero de pontos
de colocacado sobre as faces da fissura em comparacabordagem isoparamétrica com
elementos descontinuos. Problemas envolvendo disgle borda e interna sdo analisados
para estudar as respostas dos FIT. A formulacdgesmétrica apresenta resultados precisos
para os FIT utilizando menos graus de liberdaderelacédo a formulacdo convencional. No
entanto, as analises foram mais custosas em tedetsmpo de processamento.

Palavras-chave: Fatores de intensidade de tensdao, Método dos elesmele contorno dual,
Analises isogeométricas, Superficies NURBS
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Andlises dos fatores de intensidade de tensdo ebigmas tridimensionais por meio do método dos ei¢ns
de contorno dual nas suas versdes isoparamétrisageométrica

1 INTRODUCAO

A partir dos conceitos da mecanica da fratura ésipek avaliar com precisdo a
integridade mecéanico material de componentes asiigt Atualmente, 0os conceitos da
MFEL utilizados nas andlises de fratura ja se enaon bem consolidados na literatura
(Kanninen & Popelar, 1985). No entanto, sua ap#ioag estruturas que possuem geometria e
condicOes de contorno complexas apresenta ain@diaestais como: (i) garantir respostas
de FIT suficientemente precisas para que os par@snaue deles dependam sejam
precisamente avaliados, (i) garantir custo compateal adequado e (iii) criar modelos de
analise mecénica tridimensionais com topologia dergpcontendo superficies de fissuras de
maneira eficiente a partir de modelos geométrices GAD. Diversas técnicas foram
desenvolvidas nas ultimas décadas com o objetivexttair os FIT com precisdo e custo
computacional adequado, i.e., satisfazer (i) e (Wétodos baseados nas expansodes
assintoticas dos campos elasticos como as técdearrelacdo de deslocamentos e de
tensdes (Chan et al., 1970; Banks-Sills & Sherri886; Bank-Sills et al., 2005), utilizando
ou néo elementoguarter-points(Barsoum, 1974), foram os primeiros a serem utibzaem
problemas de fratura. Apesar de simples, tais métagresentam respostas pouco precisas e
necessitam de técnicas complementares para o apnranto dos resultados (Gupta et al.,
2017). Métodos baseados em energia como a intédRiee, 1968), o método da integral
iterativa (Moran & Shih, 1987), o método da intégta contorno (Stern et al., 1976) e o
método da funcdo de corte (Szabo & Babuska, 1988)nsetodos precisos e teoricamente
convergem na mesma taxa que a energia de defornj@ggda et al., 2017). No entanto,
esses métodos sdo custosos computacionalmenteeamparprecisdo no caso de superficies
de fissuras 3-D nado planares (Gonzalez et al., )2@18m de dificultarem o tratamento da
propagacao de fissuras de borda. Os desafiogii))séo portanto extensamente abordados na
literatura. Por outro lado, pouco foi discutido costacdo a criacdo de modelos de fratura a
partir de modelos geométricos de CAD. Formulac@aséricas baseadas no enriquecimento
dos campos de deslocamentos com func¢des descantommo a do Método dos Elementos
Finitos Estendidos (XFEM), permitem inserir e prggrafissuras em malhas volumétricas nao
coincidentes com as fissuras (Moes et al.,, 1999). edtanto, uma malha volumétrica
adequada para o problema nao fissurado deve secfda.

Uma maneira de solucionar o desafio (iii) passa pdllizacdo dos conceitos das
Andlises Isogeométricas (AlIG) (Hughes et al. 2005ftrell et al., 2009), nas quais as
mesmas fungdes base que descrevem a geometriaatiedosr CAD podem ser utilizadas
para aproximar os campos mecanicos. Conforme discei trabalhos que abordam as AIG
(Cottrell et al., 2006; Bazilevs et al., 2010), neempre € simples gerar malhas volumétricas
a partir de modelos geométricos do CAD. De fatorjacdo de um modelo de analise a partir
de um modelo geométrico CAD pode ser uma ardufatarelepender da complexibilidade
topologica do componente mecanico/estrutural (Hsiglteal. 2005). Como a grande maioria
dos modelos CAD tratam a descricdo geométrica delos6éa partir de superficies
paramétricas NURBS, formulacbes baseadas em imgeggacontorno sao particularmente
eficientes para o desenvolvimento de modelos isng&@os, uma vez que nesses casos é
necessario apenas a discretizacdo das superfRimpgon et al., 2012; Lian et al., 2013;
Scott et al., 2013). Dentre as formulacdes de eltmsede contorno para analises de fratura
destaca-se a formulacdo MEC dual apresentada pog ldoChen (1988) e Portela et al.
(1992) para problemas 2D e por Mi e Aliabadi (198&)a problemas 3D. Com o MEC dual é
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possivel modelar mecanicamente solidos fissuradmswma Unica regido, sendo necessario
discretizar apenas o contorno do problema e asrfftipe da fissura. Portanto € uma

formulacdo adequada para o contexto das Analisgedsnétricas (Peng et al., 2017a-b). No
presente trabalho apresenta-se um estudo compadaiormulacédo convencional do MEC

dual 3D com elementos isoparamétricos de Lagrardge iema formulacdo isogeométrica do

MEC dual com superficies NURBS para a avaliacdoFd®svia a técnica de correlacéo de

deslocamentos. Dois exemplos foram analisadosuneprisma com uma fissura de borda e
uma fissura circular e um meio infinito. Ao finab destudo, apontam-se as principais
potencialidades e dificuldades da formulacdo isoggoca em relagdo a formulacéo

convencional.

2 A MECANICA DA FRATURA ELASTICA LINEAR

A Mecanica da Fratura El4stica Linear (MFEL) éiefite em analises de propagacao de
fissuras e pode ser aplicada quando a zona desgmqgmosicionada a frente da fissura
apresenta pequenas dimensdes. As grandezas meada@iicedas sobre a frente das fissuras,
tais como a Taxa de Liberacdo de Ener@a,e os Fatores de Intensidade de Tenséao (FIT),
K, governam os problemas da MFEL. Os FIT sdo graxsdgae podem ser quantificadas em
regides onde os campos de tensdes apresentamasitdigdés e possibilitam a determinacdo
da energia disponivel para a propagacédo de fiss@sd-IT podem ser quantificados por
técnicas que tomam por base o comportamento asintips campos mecéanicos de tensdes
ou ainda de deslocamentos. Uma técnica simples.coraemente utilizada para a extracédo
dos FIT, é a técnica de correlagédo de deslocamé@ta et al., 1970), a qual foi adotada no
presente trabalho.

2.1 Técnica de correlacdo de deslocamentos

Para introduzir a técnica de correlacdo de deslenton, deve-se considerar um sistema
de coordenadas Cartesianas Ic{c@l X5 x3') e um sistema de coordenadas esféricas também

local (r,8,¢), ambos definidos para um ponto sobre frente darfisconforme a Figura 1.

M(r, 0,0)

. S
\ crack surface

Figura 1. Coordenadas locais definidas sobre a frémdas fissuras (Xiao & Yue, 2011)
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A solucdo assintética de William (William, 1956) r@aaos campos elasticos de
deslocamentos nas proximidades da frente da figsexpressa em funcao desses sistemas de
coordenadas locais.

Definindo as descontinuidades de deslocamelpt¢s)| = u (r,7.-77/2) -y (r,-7,-77/2 para

i=x,X,% € possivel expressar os FIT recorrendo-se a soldedWilliam, resultando
(Gupta et al., 2017):

<=2 P o) K =S [P (]+o(r)
Ky =8 P (r) +0(1

Em queG=E/(1+v) € o modulo de elasticidade transversal=e3-4 € a constante de

Kolosov para a condicdo de Estado Plano de Def@m@8EPD).E e v sdo o mddulo de
Young e o coeficiente de Poisson. Note que o edddo da Equacdo 1 é da orde:m(lr).

Portanto, em teoria, quanto menor o valor d@aior € a precisdo dos FIT. Por outro lado, os
erros NUMeEricos nas respostas das descontinuic"at(ie)ﬁ; também podem afetar a precisao

da técnica. Esses erros numéricos tendem a serarema medida que diminui devido ao
comportamento assintotico dos deslocamentos. Sasaim, a determinacdo de distanaias
otimas é um problema intrinseco da técnica quasdocéada a métodos numeéricos e sera
discutido mais a diante para as formulages conwealce isogeométrica do MEC dual.

(1)

3 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO DUAL

O Método dos Elementos de Contorno dual (MEC dpa&l)mite a analise de
problemas de valor de contorno de solidos conteugherficies de fissuras com uma Unica
regido (Portela et al. 1992). O método é baseadausw de duas equacdes integrais
linearmente independentes (equacdes integrais slecdenentos e de forcas de superficie)
para os pontos de colocacdo coincidentes sobracas bpostas de uma fissura conforme
ilustrado na Figura 2. Dessa maneira € possiveklabfissuras de maneira geometricamente
exata sem que o sistema de equacdes algebricamedimearmente dependente.

I

EI de deslocamentos para ¥
Ss ™~ 7Ty
s; ) 'm ¥

Elde forcas desuperficie para ¥

u 4
EI de deslocamentos para ¥

Figura 2. Colocacédo das equag®es integrais duais

CILAMCE 2017

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-Americano@gress on Computational Methods in Engineering
P.O. Faria, R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, W.J.S. Goméd. Noronha (Editores), ABMEC, Florianépolis, SC,
Brazil, November 5-8, 2017.



S.G.F. Cordeiro, E.D. Leonel

O método € particularmente eficiente para analigepropagacao de fissuras devido
as facilidades de remalhamento provindas da reddeddimensionalidade do problema.
Além disso, como as equacdes governantes da eltioa sdo satisfeitas no interior do
dominio, os campos mecanicos de deslocamentoséeteipodem ser obtidos com elevada
precisao nas proximidades da frente da fissura.

3.1 Equacg0es integrais duais

A imposicdo da equacdo integral de deslocamentosumnponto de colocacay "
pertencente a superfic&g* da fissura ilustrada na Figura 2b resulta em:

G (Y )u (Y)+g (Y‘)q(Y—)+/U(Y+,x) u(X) d&js Py, x)t(x) d )

Em que y; (Y*,x) e Tj (Y+,X) sdo as solucbes fundamentais de Kelvin para o0s
deslocamentos e as forcas de superficipé(ﬁ)uj (Y+) e q(v7)y (") s&o termos livres da

equacao integral que resultam da colocacdo em psitteétricosy "e Y~ e uj(X) e tj(x)
sdo os campos de deslocamentos e forcas de sigsdiice o0 contorno. Ja a equacéo integral

de forcas de superficie, deduzida em Hong e CHe88jla partir da diferenciacdo da equacgéo
integral de deslocamentos, imposta por colocacaomemonto fontey ~ resulta em:

%ti (Y‘)——;tj (Y*)+n (Y‘){sﬂj (Y~.X)y (X) ds=q (Y)i’ B (Y. X)a(x) d (3

Em que S (Y+,X) e Dyj (Y+,X) sdo nucleos integrais derivados das solugdes
fundamentais de Kelvin, sép(Y*) en (Y‘) 0S versores normais nos pontos de colocacéo e
Y2t (Y+) e -y (Y+) sdo os termos livres da equacéao integral (3),ah §fu existe para

pontos de colocacdoY e Y~ pertencam a contornos suaves. As integrais forteme
singularesf e hipersingulareﬁf podem ser regularizadas a partir do Método de @Gngg

(Guiggiani et al., 1992), o qual pode ser aplictdto para elementos isoparamétricos quanto
para elementos definidos sobre superficies NURBS.

3.2 Aproximacgdes com elementos polinomiais de Lagrange

As equacoOes integrais (2) e (3) sdo exatas, ourspauma aproximacao foi imposta
sobre o equacionamento analitico da elastoestltiear. No entanto, para solucionar os
problemas numericamente via MEC dual é necess#toetizar o contorno em elementos de
superficie. De acordo com a abordagem convencior@ntorno de um sélido tridimensional
pode ser discretizado com elementos de superficidriaterais ou triangulares de Lagrange.
Invocando o conceito de elementos isoparamétre®gquacdes integrais continuas podem
ser reescritas como equacgdes algébricas. Impondooparacdo as equacoes algébricas para
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cada um dos nés dos elementos obtém-se o sistenequades algébricasiu=Gt.
Impondo as condi¢des de contorno no sistema evebssilucionar o problema de valor de
contorno via MEC dual. E importante mencionar gaeapa equacao integral de forcas de

7

superficies (hipersingular) existir € necessarioe cas fungbes basen?(§,¢,) das
aproximagdes dos campos mecanicgéx) e t;(x) possuam continuidad€" sobre o

ponto de colocacdo. Isso implica na necessidadisdeetizar as superficies das fissuras com
elementos descontinuos, para os quais 0s pontdaEacao sao internos conforme ilustra a
Figura 3.
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Figura 3. Elementos descontinuos triangulares e qdslaterais de aproximagao linear e quadréatica

A utilizacdo de elementos descontinuos soluciongrablema da existéncia da
equacao integral hipersingular, i.e., satisfazralg@o de continuidade de Holder que garante
a existéncia da parte finita de Hadamard, porémeatamconsideravelmente o nimero de
pontos de colocagédo nas faces das fissuras. Rsaa &ais descontinuidades de deslocamento
nos contornos externos interceptados por fissumsbatda foram adotados elementos
descontinuos de aresta.

4 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO DUAL
ISOGEOMETRICO

A principal diferenca entre as formulacbes conwamais utilizando elementos de
contorno isoparamétricos e as formulagfes isogemagté o tipo de fungdes base utilizadas
para descrever a geometria e aproximar os campcéniees. Nas abordagens convencionais,
tanto a geometria quanto 0s campos mecanicos séeirapdos por elementos com fungdes

base polinomiais de Lagrangel” (&.¢,). Ja no caso de formulagdes isogeometricas, as
mesmas funcdes base utilizadas por programas CAB g¢escrever de maneira exata a
geometria também sao utilizadas para aproximaaogos mecanicos. Entre as tecnologias
CAD disponiveis, as superficies paramétricas NURBSacam-se como as mais difundidas
e, portanto foram utilizadas na formulacao isogddogdo MEC dual apresentada a seguir.
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4.1 B-splines e superficies NURBS

A partir de um vetor de coordenadas parameétricascentes, i.e., vetor de knots, é
possivel definir recursivamente as fungbes baseatiadasN; , () de uma curva B-spline,

sendop a ordem polinomial. As funcdes base de ordem0 sdo definidas como:

wole)= L meofé<dn

0 caso contrario

(4)

Para ordens polinomiais superiores a zero as fgnbase sédo definidas a partir da
formula recursiva de Cox-de Bo@Cox, 1971; de Boor, 1972).

f—fi Czi+p+1_€z
N. = 2 A o S
P (5) <zi+p_<zi +<zi+p+1_<zi+1

Parap=0 ou p=1 as funcdes base definidas por 4 e 5 resultamsqas polinbmios
de Lagrange utilizados nas formulagdes convengorNd entanto, pargp =2 as funcdes
base se diferem dos polinbmios de Lagrange. Aesbase das B-splines possuem diversas
propriedades matematicas atrativas para as andlisegricas. Entre essas se destacam a
particdo da unidade e o controle da continuidadefuAcdes base B-splines sdo continuas até
a p-k derivada sobre um valor de knot com multiplicidddeCom isso é possivel garantir

N p-1(¢) N+1p-1(¢) 5)

a continuidadec! interelementos para as superficies NURBS que alisam a face da
fissura. Portanto é possivel reduzir consideravelene nimero de pontos de colocacgao visto
gue elementos descontinuos ndo sdo mais necessarios

Dada uma rede de pontos de controle no espago ffsic Bjj, i=1,2,...,n, j=1,2,..,n,
ordens polinomiaip, q e vetores de knots ={&,&,...&u prg € H={m/12, . Ims g} €

possivel definir uma superficie B-splirg{&,7) a partir de um produto tensorial conforme a
Equacao 6.

3

Nip (E)Mjq(7)B; = anm Nj pq (€.77)B 6) (

1j=1 i=1j=1

S(¢.1)=

n
=

em queN; ,(¢) e M; (&) séo fungbes base univariadas de ordpns g correspondentes
aos vetores de knots e H, respectivamenteN; o4 (¢,7) sdo fungbes base bivariadas da
superficie S(¢,7). No caso de superficies B-spline, o dominio patdoee ou patch, é
definido pelo produtc{fl,g‘n+ p+l]><[/71,/7mq+1] Superficies NURBS podem ser descritas a

partir de uma combinacao linear de funcdes baselbantemente ao apresentado na Eq. 6
para as superficies B-spline.

n m

S(¢.1)=22 R (£1)B; 7 (

i=1j=1
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em que B; € a rede de controle da NURBS mg (¢,7) sd@o fungbes base bivariadas
polinomiais por parte racionalizadas definidas dipdas funcGes base univariadsg, (¢),
Mjp (&) e dos pesosy .
Nip (E)Mjq(7)
R](E'”): - m'vp( ) J,Q( ) J (8)
ZZNF,p(‘Z)Mi,q (”)aﬂ’

i=1j=1

4.2 Aproximagao dos campos mecanicos

Invocando o conceito isogeométrico, as funcbes Bag&r) sdo também utilizadas para
aproximar os campos mecanicos de deslocamentagasfde superficie. Definindo vetores
u; e t; em RS é possivel introduzir a aproximagdo numeérica pasacampos de
deslocamentos e de forcas de superficie.

n m n m
u(€m)=2 2R (& () =22 ] (¢ ) (9)
i=1j=1 i=1j=1
Devido ao carater local das fungBes baggé,7) € interessante definir como

elementos os intervalos entre knots sucessivoknois spans. Dessa maneira evita-se avaliar
integracBes numéricas de funcdes base que séo solteie 0s elementos. No caso de

superficies NURBS, o dominio dos elementos € dakdipielo produtgé; ,{iﬂ]x[nj Vi +1] que

pode ser mapeado para o espago Gaus&ianp-11x[-1j para efetuar a integragéo
numérica. Para um elemento as aproximacdes dososampcanicos podem ser escritas
localmente sobre os dominios de integrag@a[-11x[-1} como:

u®(é.) =bn2='1Rb(£($),n(ﬁ))ub t*(¢ ) =bn22|1%(£($) 0(7))t" (10)

Em quee € um elementc[é,gﬁﬂ]x[/yj v +1] sobre o qual a aproximacédo é descrita,
b=1...,nl, com nl=(p+1)(q+1), é a numeragdo local das funcdes basés.7) e os
vetoresu®e t? correspondem aos coeficientes e t; que multiplicam as fungdes base nao
nulas no dominic{é,gﬁﬂ]x[qj Vi +1]. O mapeamento do espago Gaussiano para 0 espago

paramétrico pode ser definido para um elemgmqﬂ]x[/yj v +1] como:

£=§ +($+1)_(5+12_5) p=n+(+ 1) 2 ) (11)
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4.3 Estratégias de colocacao

Para superficies NURBS que discretizam regifes ai@omo onde os campos de
deslocamentos e de forcas de superficies sdo wostins pontos de colocagdo podem ser
definidos sobre as abscissas de Greville. As aaxisle Greville (Greville, 1964) sao

definidas no espaco paramétr{oﬁ,fm p+1:| ><[/71,/7m+ q+1] da superficie NURBS como:

f. +{. +...+g. _ Ry +...4 1

gio: i+1 i+2 i+p ’ |:1,2,...,n ”j0:,7]+1 ,7]+2 ”J-lq
p q

Em quen e m correspondem ao numero de funcbes base univaragmRknots

=={&,&.. &neprt) € H={m12... e} Que definem a superficie. Deve-se mencionar que

, 1=1,2,...r (12)

0 numero de pontos de colocacdo definidos na EgqNEhm, é igual ao numero de fungdes

base bivariadag; (¢,7). Tal correspondéncia € imprescindivel para queUmeno de

equacOes algébricas geradas por colocacdo dasbegquiadegrais seja igual ao niamero de
incognitas dos problemas.

No caso das superficies NURBS que descrevem agdgssnas quais a equacao
integral hipersingular deve ser imposta, todos @stgs de colocacdo devem pertencer ao

interior do espaco paramétric{ofl,fmpﬂ]X[nl,nmml} para que a continuidade® seja

garantida. No entanto, alguns dos pontos de cdocagfinidos sobre as abscissas de
Greville localizam-se nos limites, ou arestas, dpago paramétrico. Para contornar esse
problema define-se o conceito deperficies NURBS descontinude maneira analoga ao
que foi proposto por Mi e Aliabadi (1992) para dsmeentos isoparamétrico. No caso das
superficies NURBS descontinuas, as funcdes baseas@dadas de maneira padrdo a partir
dos vetores de knots originais, ~# . Ja 0s pontos de colocagdo sao posicionados ssbhre a

abscissas de Greville de vetores de knots awsliare #*, definidos a partir dez e # de

tal forma que="x~ O=xH . As componentes dos vetores de knots auxiliareemoser
obtidas como:

& +0.1m 1<i<p+1 n7j +0.1o3 1< j<q+1
& =1& p+2<isn ) =4, q+2<j<m (13)
§-0da, n+l<isn+p+l n;=0.10, m+l< j<m+qg+l

em quea; ,a3 € a, ,a, Sao 0S knots spans iniciais e finais do vet@es ~ -

@ =01&pn=&) @37 0080 01=8) @37 Of1g 1) a7 OYmgrnng (14)
A Figura 4 ilustra a correspondéncia entre os estde knots originais e os vetores de
knots auxiliares para um dado patch descont{i®0,1,2,3,4,5,5}5{ 0,0,0,1,2,3,4,5)c de

ordensp=2 e q=2. Adotando ordeng=2 e q=2 é possivel garantir a continuidade
das funcdes base em todos os pontos de colocag@uperficies NURBS descontinuas. Para
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tratar as descontinuidades de deslocamento nosrnostexternos interceptados por fissuras
de borda foram adotados elementos descontinuagsta.a

n Nn

5 T,
4 4
3 3 ar=0,=0.1
2 5 a;=a,=0.1
1 £ 1 .
0 1%

0o 1 2 3 4 5 7 2 3 4 H

23] [24]
E= {040.0.0.00‘1.0:2.0,3,0.4.0.540.540.540} == {0.1.0.1.04 1.140.240.3.0,4044.9,4,9.4,9}

H ={0.0,0.0,0.0,1.0,2.0,3.0,4.0,5.0,5.0,5.0} H'={0.1,0.1,0.1,1.0,2.0,3.0,4.0,4.9,4.9,4.9}

() (4)

Figura 4. Superficie NURBS descontinua: (a) Patcltriginal (b) Patch auxiliar

5 EXEMPLOS NUMERICOS

Dois exemplos numéricos foram utilizados para alids cddigos computacionais
desenvolvidos. Os problemas foram analisados nuoamente utilizando as abordagens
isoparamétrica e isogeométrica. Ambos os exempims nsideradodenchmarksda
mecéanica da fratura elastica linear para os quaissa@ucdes analiticas dos FIT séao
conhecidas. Portanto, a partir dos mesmos foi pelssstudar o comportamento dos FIT,
extraidos a partir da técnica de correlacdo dedasientos, em funcéo da distancia

5.1 Fissura de borda

O primeiro exemplo envolve um prisma com uma figsieg borda conforme ilustra a
Figura 5. A tenséo de tracédo foi adotada como uajtée., o =1(unidades de tensao). As
dimensdes do problema sdo caracterizadas pelo coeno da fissura da=2,5 (unidades
de comprimento) e pelas relacbes dimensionais eqma$as na Figura 5. As constantes
elasticas adotadas foral=1000 (unidades de tensdo)le= 0O,Bara a abordagem com
elementos isoparamétricos o problema foi discrétizam trés distintas malhas de elementos
com aproximacgdao linear. Em ordem crescente deamaf@mto, as malhas: Linear M1, Linear
M2 e Linear M3 resultam 695, 1591 e 3895 pontosalecacdo, respectivamente. A Figura 6
apresenta as malhas dos modelos isoparamétricos.

Ja na abordagem isogeométrica o problema foi etigado em 13 superficies
NURBS néo aparadas bi quadraticas, ipe=,q= . N@vamente trés modelos foram criados e
foram denominados Refinamento 0, Refinamento 1fsm&eento 2, resultando 449, 1091 e
1707 pontos de colocacao. A Figura 7 apresentaamelos isogeométricos destacando os
pontos de colocacéo.
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(o}
e Tla=2
| W/a=3
- Hja=35
W
(o}

Linear M1 Linear M2 Linear M3

Figura 6. Malhas adotadas para os modelos isoparaini&os

Refinamento 0 Refinamento 1 Refinamento 2
Figura 7. Refinamentos adotados para os modelos ggomeétricos

Ja a Figura 8 apresenta os deslocamentos e a @ef@mo problema em escala 1:10
para o modelo isoparamétrico “Linear M2” e paraadaio isogeométricos “Refinamento 1”.
Note a semelhanca entre os campos obtidos com asbasordagens. Como o problema é

em modo |, somente a resposta normalizb(déax/ﬁ foi estudada. Os valores numeéricos
de K, foram calculados a partir da técnica de correlagéodeslocamentos. Portanto,
primeiramente foi estudado o comportamento do valemérico deK, em fung¢do da
distancia de extracap. A resposta analitica, assumindo um caso de ERDmparada aos
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resultados fornecidos pelos modelos numéricos. girki 9 apresenta o comportamento de
K, em fungdo der para os trés modelos isoparamétricos e para @s r@delos
isogeomeétricos. Note que para os modelos isoparnaogtas melhores respostas de FIT séo

obtidas para os pontos de colocacdo mais proximdeedte da fissura, i.e., menores valores
der.

Uy

(6) Refinamentol

Figura 8. Deslocamentos e deformada 1:10 para os delos “Linear M2” e “Refinamento 1”

Ja para os modelos isogeométricos, as melhoreestaspde FIT s&o obtidas para o
segundo ponto de colocagdo mais préximo da lintfeete da fissura. Resultado semelhante
€ reportado para elementos isoparamétricos queasdiCisilino & Aliabadi, 1999). Fixando
os referidos pontos de colocagao para a extraggid-idg a Figura 10 apresenta as respostas

normalizadaKl/a\/ﬁ ao longo espessung do soélido para os modelos isoparameétricos e
isogeomeétricos junto com a resposta de referénuiaE®D. Ja a tabela 1 apresenta um
comparativo do erro médio nas respostas }dlq/a\/ﬁ em X;=3,75 (unidades de
comprimento) para os modelos isoparamétricos emugtricos.

Para ambas as formulagbes do MEC dual as respds®sFIT parecem estar
convergindo para a solucéo analitica em EPD a npaiase refinam os modelos numéricos.
Para os modelos mais refinados, i.e., “Linear M3Refinamento 2" , os erros nos FIT s&o
pequenos o suficiente para garantir respostasspie@m analises de propagacao. Note, no
entanto, que o modelo isogeométrico “Refinamentpd®sui 1707 pontos de colocacao, que
corresponde a menos da metade dos 3895 pontadatmgdo do modelo “Linear M3”, o
gual utiliza elementos descontinuos para discretigaguperficies da fissura.
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Figura 10. Resultados dé; versus X3

Tabela 1. Respostas @g/o/ma para os modelos isoparamétricos e isogeométricos

Modelos isoparamétricos Erro médio Modelos isogeométricos Erro médio

Linear M1 3,14% Refinamento 0 6,19%
Linear M2 1,53% Refinamento 1 2,.54%
Linear M3 0,58% Refinamento 2 0,29%

5.2 Fissura circular em um meio infinito

O segundo problema refere-se a uma fissura circdaraior em um meio infinito,
submetida a uma tensédo remotaconforme ilustra a Figura 11.
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? c=1.0

Figura 11. Fissura circular em meio infinito.

A solucdo analitica para os FIT desse problemaesaptada em Murakami (1987) como
sendo:

K, =osin?(y)Nmr (27) K, =0 siy) coby) si@)Vm ( /z) /b 2v)
Ky =osin(y)cody) cod)Jmr ( or) £ 2v)( 4v)

Em quey é o angulo entre a direcdo da tensé@ a direcdo perpendicular ao plano da

fissura. Dois casogr =90, solicitacdo em modo | de fraturaye= 45°, solicitagio em modo

misto de fratura, foram estudados. O modulo detieldade e o coeficiente de Poisson
adotados para o problema forag=10 (unidades de tensdo)le= , & uma tensdo remota
unitaria, o = Junidades de tensao) foi aplicada. Para trataoblgma numericamente via o
MEC dual, inseriu-se a fissura circular de rais 0,1 (unidades de comprimento) no centro

de um bloco de dimensdes 10 x 5x 5 (unidades ohpigmento) no intuito de simular o meio
infinito.

(15)

Para as anéalises com elementos isoparamétricasjtoroo do bloco foi discretizado
com 320 elementos triangulares de aproximacéo rlimeaultando em 450 pontos de
colocacdo. Quatro diferentes malhas foram adotpdas discretizar a fissura, sendo as
mesmas denominadas: “Linear M1”, “Linear M2", “Quaiica M1” e “Quadratica M2", as
guais resultaram respectivamente em 480, 992, A Z&®8 pontos de colocacao. A Figura 12
ilustra, para as quatro malhas, os elementos di#suoos para a aproximacdo dos
deslocamentos e das for¢as de superficie sobsewadl

Ja nas analises isogeométricas o bloco € defirodegis patches bi quadraticos, i.e.,
p=qg=2. Considerando como descontinuos os dois patcliesainam as tensdes ndo nulas
resulta em 192 pontos de colocacdo sobre as stipsrfio bloco. A principio, cada face da
fissura foi definida com quatro patches bi quado&i um para cada quadrante da
circunferéncia, evitando assim problemas de assanelos pontos de colocagdo. No
mapeamento do espago paramétrico para o espago, fisdirecdol representa a direcéo
angular da circunferéncia ao passo que a direcéongéricas; representa a direcao radial.
Uma vez que a ordep= @ suficiente para descrever de maneira exataraajga circular
da linha de frente e que o comportamento assiot@ds deslocamentos ocorre na direcao
radial da fissura, o refinamento foi realizado el@o-se a ordem polinomial da direcao
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paramétricay. Quatro diferentes refinamentos foram adotados s oito patches da fissura
na analise de convergéncia: Refinamento @=@,q=2),Refinamento 1 p= 29=3
),Refinamento 2 p= 2q=4),Refinamento 3p= 29=5).

Linear M 1 Linear M2 Quadratico M 1 Quadratico M2
Figura 12. Malhas adotadas para os modelos isoparatnicos

Considerando como descontinuos os oitos patchfissdaa, os refinamentos 0, 1, 2 e
3 resultam, respectivamente, 72, 96, 120 e 144opate colocacdo. A Figura 13 apresenta 0s
pontos de colocagao sobre as faces da fissuraoparaatro refinamentos descritos na tabela
2.

RN

Refinamento 0 Refinamento 1 Refinamento 2 Refinamento 3
Figura 13. Refinamentos adotados para os modelo®geométricos

A convergéncia do problema foi estudada em ternogsresultados dos FIT, os quais
foram obtidos por meio da técnica de correlacdoddslocamentos. Primeiramente foi

considerado o casp=90". Nesse caso avaliou-se a precisdo da resposta den fungdo da
distancia de extracéo. Posteriormente foi estudada a solicitagio em nmoisgto, y =45,
onde foi possivel comparar as respostas dos tle Fl K, e K, .

Modo | (y=90¢"). O caso de solicitacdo em modoyis 90°, foi primeiramente estudado para
analisar a influéncia da distancra na extracdo dos FIT via a técnica de correlacdo de
deslocamentos. O grafico a esquerda da Figura tebeapa os resultados d& versusr

para os modelos isoparamétricos. A partir dessadig possivel perceber que no caso de
elementos de aproximagao linear os melhores ressitdeK, séo obtidos para os pontos de
colocacdo mais proximos da frente da fissura. J&asm de elementos quadraticos os
melhores resultados d€, sdo obtidos para os segundos pontos de colocag@apndximos

de r =0, semelhantemente ao observado para os modelosormsétricos do exemplo
anterior com funcbes base NURBS bi quadraticas. o gaéafico a direita da Figura 14
apresenta os resultados d& versusr para os modelos isogeométricos. A partir dos

resultados é possivel perceber que, a medida qoeekbmra o refinamento do problema, a
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distancia 6tima parece estar convergindo para uar gsgroximadamente igual @= 0,022&
(unidades de comprimento), que corresponde no eg@aameétrico & =0, 77E.

0,50

— Analitico 00 —Andlitico
-=-Linear M1 o Refinamento 0
0,451 - Linear M2 0,451 A Refinamento 1
o Quadratico M1 o Refinamento 2
o Refinamento 3

] o Quadratico M2
—_ 0’40 0'40< A
X
0,35 S ———) 'k_. | il ¥ AAAAAA“.“A&A"AAA .
A\E - PERRRAsAe
0,30 0301

0,25 T T T T
0,000 0,005 0,010 0,015 0,020 0,025

r

Kl

0,25 T T T T T
0005 0010 0015 0020 0025 0030 0035

r

Figura 14. Resultados d&, versusfr

Fixando as distancias definidas a partir da Fig. 14 apresentam-se néicgréla
Figura 15 os resultados d€ versusé para o casg =90°, sendod o angulo ilustrado na
Fig.11.

0450 — Andlitico 0,450

i A Linear M@ 0,425 0 Refinamento 0

0,400 o Quadratico M1 04001 A Refinamento 1
o Quadratico M2 ' o Refinamento 2

0,375 0.3754 o Refinamento 3

S L idabidaidabidaBidaR i dabddald ‘

0,325

0,300+

0,275 0,275

0,250 T T T T T T T 0,250 T T T T T T T

0 45 90 135 180 225 270 315 360 0 45 90 135 180 225 270 315 360
0 0

Figura 15. Resultados d&, versus 8

Modo misto (y = 45). Fixando as distancias 6timas definidas nas analises em modo
| foi possivel avaliar os valores dos FK,, K, e K,, para o caso de solicitagdo em modo

misto, y=45". Os resultados dos trés FR, K, e K, s&o apresentados em funcdo&ie

nos graficos da Figura 16 para os modelos isopdrao® A Tabela 3 apresenta os erros
medios das respostas numeéricas dos tréeFITK,, e K,, para os modelos isoparamétricos.
Conforme o esperado os melhores resultados sdovaliss para os elementos de contorno
de aproximacao quadratica uma vez que 0s mesmpsrpionam uma melhor aproximacao
para a geometria circular da fissura. Foi observada grande discrepancia de precisdo nas
respostas d&, e K,, ao elevar a ordem dos elementos de linear padrafica. Verificou-
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se ainda que a falta de precisdo dos elementazdiniaa avaliacdo dos FK, e K,, néo

decorre propriamente da resposta de deslocameatbdE® dual, mas sim da definicdo dos
sistemas de coordenadas locais sobre os pontosmita de frente da fissura. Grandes
discrepancias sédo observadas ao tentar definensast de coordenadas locais baseados nas
arestas retas dos elementos lineares que aproxamiamha de frete circular da fissura. Os
erros na definicdo dos sistemas de coordenadais le@a entdo propagados na rotacdo dos
deslocamentos e consecutivamente no calculo dos B&l no caso dos modelos
isogeomeétricos os resultados dos trés RIT K, e K,, séo apresentados em fungao&le
nos graficos da Figura 17 e os erros médios saesapiados na Tabela 4. Note que a
representacdo geometricamente exata dos sistemesoddenadas locais sobre a linha de
frente da fissura faz com que os erros médios d&s EIT K,, K, e K, sejam
aproximadamente iguais. Além disso, os erros mégiogximos dos FIT apresentados na

Tabela 4 sdo consideravelmente inferiores aos eqtos na Tabela 3 para os modelos
isoparamétricos.

0,20
0.2 — Andlitico — Andlitico
0,24 o Linear ML 0,154 o Linear ML
A Linear M2 010 A Linear M2
0221 e Quadratico M1 > o Quadratico ML
020] o Quadratico M2 3 0051 o Quadratico M2
z —
0,181 X 000
0y g o e A ey
0,16 0,054
0,14 0,104
0,12 0,154
0,10 T T T T T T T '0;20 T T T T T T T
0 45 90 135 180 225 270 315 360 0 45 90 135 180 25 270 315 34
0 0
0,20 —
—Analitico
0,154 o Linear M1
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0,104 e Quadratico M1

o Quadratico M2

0,05+

0,00+
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)

Figura 16. Resultados deK , K, e K, versus @: Modelos isoparamétricos
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Tabela 3. Respostas dg, K, e K,, para os modelos isoparamétricos

Modelos isoparamétricos Erro médio Kl Erro médio KIl  Erro médio KIllI

Linear M1 2,87% 15,87% 15,87%
Linear M2 2,50% 15,61% 15,61%
Quadratico M1 0,90% 0,90% 0,90%
Quadratico M2 0,67% 0,64% 0,64%
0,26
— Analitico
0244 o Refinamento 0
022] A Refinamento 1
' o Refinamento 2
0,20 » Refinamento 3

0,144

0,12
0,10 T T T T T T T -0,20 T T T T T T T
0 45 90 135 180 25 270 315 360 0 45 90 135 180 225 270 315 360
0 0
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0,104 o Refinamento 2|
0.054 o Refinamento 3
¥ 0,004
-0,05+
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-0,20 T T

0 45 90 135 180 225 270 315 360

0

Figura 17. ResultadosK, , K, e K, versus &: Modelos isogeométricos

Tabela 4. Respostas dg, K, e K,, para os modelos isogeométricos

Modelos isogeométricos Erro médio KI Erro médio KIl  Erro médio KillI
Refinamento O 1,78% 1,78% 1,78%
Refinamento 1 0,52% 0,52% 0,52%
Refinamento 3 0,44% 0,44% 0,44%
Refinamento 4 0,04% 0,04% 0,04%
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6 CONCLUSOES

Neste trabalho a formulacao tridimensional do ME@ldoi implementada considerando
as abordagens isoparamétrica (polindbmios de Lagjargisogeométrica (NURBS). O
objetivo do trabalho foi apresentar um comparagintre essas duas formulacdes na obtencao
dos FIT em problemas tridimensionais da mecaniciatdara via a técnica de correlagédo de
deslocamentos. Nos problemas estudados, os modsgigsomeétricos resultaram valores
precisos para os FIT com um nimero menor de palga®locacdo em relacdo aos modelos
isoparamétricos. No entanto, o tempo de procesdandesses modelos foi superior devido
ao esforco computacional relacionado a avaliacéorsera das funcdes base das NURBS.
Entre as principais vantagens da formulacdo isogeta em relacdo a formulacao
isoparamétrica podem ser citadas a reducao no plshegpontos de colocacao sobre as faces
da fissura e a possibilidade de integracdo complett® modelos CAD e modelos de analise
uma vez que sejam tratados os problemas relats/esperficies aparadas. Em contra partida,
0 custo computacional para a construcdo do sistEnemuacdes é mais elevado mesmo para
um menor numero de pontos de colocagdo. Além digsoaso de fissuras de borda, a maior
continuidade das funcdes base NURBS dificulta boetzdo de uma formulacéo para inserir
a descontinuidade no contorno interceptado pelerfioie da fissura.
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