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Resumo. Este trabalho apresenta a otimizac¢do de placas finas submetidas a carregamento
estdtico através de uma formulacdo hibrida para a andlise de deslocamentos. A andlise é
realizada através de uma combinacdo do método cldssico de elementos finitos para andlise
de placas finas (baseado na teoria de Kirchhoff) com um dominio gerado por NURBS (do
inglés, Non-Rational B-Splines). As NURBS possibilitam a modelagem com exatiddo de uma
quantidade muito maior de dominio que as fungoes polinomiais, isso é, sem que haja a ne-
cessidade de aproximar a fronteira dos dominios. Para exemplificar isso, pode-se destacar os
dominios circulares e elipsoidais. Assim, além das NURBS tornarem desnecessdria a utilizacdo
de um gerador de malhas, elas trazem vantagens na andlise, eliminando os erros provenien-
tes da aproximagdo da fronteira. Para o processo de otimizagdo utiliza-se o algoritmo PQS
(Programagdo Quadrdtica Sequencial) disponivel através da funcdo fmincom do software co-
mercial Matlab, onde a varidvel de projeto é a espessura dos elementos, a fun¢do objetivo é mi-
nimizar o volume (e por consequéncia o peso) da placa e as restricoes baseiam-se em um dado
deslocamento mdximo. Exemplos para validacdo do método de andlise e para demonstracdo
da otimizagdo sdo dados ao longo do texto.
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Otimizagdo de placas modeladas através de NURBS

1 INTRODUCAO

Desde a concep¢ao do Método dos Elementos Finitos, intimeros elementos foram desen-
volvidos para se modelar as mais diversas geometrias e os mais variados fendmenos. Sendo
assim, ha elementos especificos para cada tipo de problema.

Em relacdo a analise de placas, existem diversos elementos, como exemplo disso Hrabok &
Hrudey (1984) apresentam em seu artigo 88 tipos diferentes de elementos. Todos os elementos
apresentados por eles possuem fronteira definida polinomialmente pela interpolacdo de seus
nos, o que faz com que esses elementos mapeiem exatamente apenas os dominios que possuem
fronteira definida também por polindémios.

Hughes, Cottrell & Bazilevs (2005). apresenta uma evolucdo do Método dos Elementos
Finitos, chamado de Anélise Isogeométrica (em inglés, Isogeometric Analysis), que utiliza as
fungdes NURBS (Non Uniform Rational B-Splines) para mapearem o dominio e também como
fungdes base para construir o espaco solugdes das Equacdes Diferenciais Parciais. Pielg &
Tiller (1996) apresentam em seu livro a formulacdo das NURBS e a modelagem de dominios
convencionais por meio delas.

A grande vantagem do método isogeométrico € que as fungdes NURBS geram com exa-
tiddo dominios muito comuns no cotidiano que os polindmios ndo podem gerar, como por
exemplo, circulos e elipses, sem falar em dominios mais complexos. Sendo assim, ao invés de
usarmos um dominio aproximado, é possivel solucionar os problemas em um dominio definido
exatamente, o que trds muitas vantagens na solucao dos problemas além de garantir a con-
vergéncia da solugdo, como mostra Gomes & Gongalves (2017). A Fig. 1 mostra as diferencas
dos elementos definidos em um dominio aproximado composto por elementos quadrangulares e
em um dominio exato gerado por NURBS. Para uma referéncia, em portugués, sobre a Anélise
Isogeométrica (AIG) ver Gomes Filho (2016) e, em inglés, ver Cottrell, Hughes & Bazilevs
(2009).

Figura 1: Comparacio entre dominios modelados por elementos quadrilaterais (a esquerda) e elementos
gerados por NURBS (a direita).
Fonte: Autor.

A respeito da andlise de estruturas, Hughes, Cottrell & Bazilevs (2005) em seu trabalho
dedicam um capitulo ao assunto. Nesse capitulo sdo apresentadas as formulacdes para anélise de
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deslocamentos e tensoes para geometrias cldssicas da literatura. Como exemplo sdo abordados
a placa infinita com um furo circular, sélido cilindrico sujeito a pressdo interna, sélido em
forma de ferradura, casca cilindrica de extremidades restritas sujeitas a pressao interna, casca
hemisférica e o telhado cilindrico de Sordelis-Lo.

Kiendel et al (2009) e Kiendel et al (2010) em seus trabalhos apresentam uma formulagdo
voltada a andlise de cascas através de elementos de Kirchhoff-LLove, onde abordam de forma
ndo linear o problema de elasticidade.

Avaliando a formulagdo apresentada por Hughes, Cottrel & Bazilevs (2009), que ndo con-
sidera a flexdo apresentada nas placas, e a formulagao apresentada por Kiendel et al (2009), que
¢ de alto nivel de complexidade, buscou-se desenvolver uma formulagdo prépria que fosse sim-
ples, eficiente e compreendesse também a flexdo das placas. Dessa forma, desenvolveu-se uma
formulacao hibrida, combinando a utilizacdo das NURBS para a modelagem dos dominios, com
uma formulacdo relativamente simples para andlise de placas baseada na teoria de Kirchhoff
(apresentada em Logan (2011)). Vale ressaltar que ndo se utilizou o método isogeométrico,
apenas baseou-se na ideia do mesmo quanto a aplicacao das NURBS.

E comum, além de se desejar analisar estruturas, buscar-se por geometrias que resultem
em economia de material para o problema em andlise. Com isso, o processo de otimizac¢ao
tem ganhado cada vez mais destaque nos programas computacionais. Esse fato faz com que
as pesquisas nessa drea também tenha aumentado, principalmente nos ultimos 20 anos com a
grande evolucdo dos computares.

Meira (2000) desenvolveu uma formulagao para andlise de placas e cascas submetidas a car-
regamento dindmico no regime linear-elastico. Utilizou-se entdo o algoritmo PQS (Programacao
Quadrética Sequencial) no processo de otimizagdo e adotou-se como restrigdes valores limites
de deslocamentos, aceleragdes, frequéncias e/ou tensoes.

Espath (2009) em seu trabalho desenvolve a andlise estrutural e a otimizacdo de cascas
parametrizadas por meio de superficies NURBS. Utilizou-se o algoritmo PQS para a realiza¢do
da otimizag¢do de forma das cascas.

Ja Rocha (2013) realiza a otimizacao de cascas laminadas utilizando o algoritmo genético.
Nesse trabalho ndo utilizou-se a Andlise Isogeométrica, e sim um elemento de casca abatida
baseado na Teoria de Marguerre, considerando as ndo-linearidades geométricas e fisicas do
problema.

Alves & Vaz (2013) apresentam a formulagdo do problema de otimizag¢ao de placas sub-
metidas a carregamentos aleatorios (carregamento dindmico ndo deterministico) para placas
1sotrépicas e do tipo sanduiche, enquanto Alves (2016) apresenta comparacao entre otimizagao
de estruturas submetidas a carregamento dinamico por meio de método deterministico e proba-
bilistico aplicado a anélise de placas.

Nesse trabalho seré realizada a otimizagao da espessura dos elementos de placas através do
algoritmo PQS, visando a reducdo do volume da placa (e com isso também do peso) e tendo
como restricdo o deslocamento maximo.
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2 FORMULACAO

Nesta secdo serdao apresentados os conceitos basicos a respeito das NURBS, a formulacao
em elementos finitos utilizada para anédlise estatica de placas, seguidos pela formulacdo do
método hibrido.

2.1 B-splines, NURBS e a funcao geométrica

Como a definicdo das NURBS estd ligada a definicdo das b-splines, vamos comecar defi-
nindo a segunda. B-splines sdo fun¢des polinomiais definidas por partes. Sua defini¢do neces-
sita de dois elementos, que sdo o vetor de nds e o grau da curva. O vetor de nos € um conjunto
de numeros reais ndo decrescentes, geralmente definidode 0 a 1.

As fungdes base b-splines s@o definidas de forma recursiva em Eq. (1) e Eq. (2).

L, se u; < u < Uiy
Nio(u) = . (1)
0, caso contrario
U — Uy Ujrpr1 — U
Nip(u) = ———N, 1(u) + —————Niy1, 1(u) 2
Up+1 — Uy Uppit1l — Uit

onde p é o grau, u € a variavel e U = (u;, us, - - - u,,) € o vetor de nos.

As derivadas de primeira ordem das func¢des base b-splines sao dadas pela Eq. (3), enquanto
as derivadas de ordem superior sdo apresentadas na Eq. (4).

p p
——Nipa(u) - ————
Uitp — U Uitp+1 — Uit

Nip(u) = Niy1p-1(u) 3)

NE Dy NEY
N(k) (’LL) —p i,p—1 ( ) . z+1,p71( ) (4)
WUitp — Ui Uippt+1 — Uit

As NURBS siao razdes ponderadas entre b-splines, sendo assim, para definir funcdes base
NURBS também sdo necessarios os pesos respectivos a cada uma das funcoes base b-splines
que servirdo como base para a constru¢do. Entdo, sejam (wy, we, - - -, wy,) 0s pesos, as fungdes
base NURBS sao definidas na Eq. (5).

wz-Ni,p(u)
> i wiN;p(w)

Rip(u) = &)

De maneira anédloga, define-se as fungdes base NURBS bidimensionais, bastando apenas
ao invés de utilizar um conjunto de funcdes base b-splines, utilizar dois, conforme a Eq. (6).
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w;j Nip(w) Mjq(v)
Z?:l qun:l wrsNﬁp (U)Mqu (U)

As derivadas das fungdes NURBS em uma e duas dimensdes podem ser facilmente calcu-
ladas com as defini¢Ges até aqui apresentadas.

(6)

Rijpq(u,v) =

A ferramenta principal a ser usada na andlise isogeométrica € a funcdo geométrica, que
¢ responsavel pela parametrizacdao da superficie. Definidas as fun¢des base bidimensionais
NURBS, pode-se definir a fungio geométrica F' : R* — R?, que relaciona o dominio retangular,
chamado de paramétrico, com o dominio que forma a geometria do problema, chamado de
dominio geométrico. A func¢do geometria esta definida pela Eq. (7), onde F;; sdo chamados de
pontos de controle e sdo pontos pertencentes a R? caracteristicos da geometria a qual se deseja
modelar.

F(u,v) = > RijpPy 7

i=1,j=1

As derivadas da fun¢do geométrica também podem ser facilmente calculas. Para mais
detalhes sobre NURBS, inclusive sobre o processo de refinamento, ver Pielg e Tiller (1995).

2.2 Analise de placas por meio do método dos elementos finitos

Como dito anteriormente, dentre as tantas formulacdes de elementos de placa, optou-se
utilizar uma das mais simples. A formulacao escolhida € de um elemento retangular com quatro
noés, tendo cada um deles trés graus de liberdade, a saber, deslocamento transversal e duas
rotacdes no plano. Para mais detalhes sobre este elemento, ver Logan (2011).

Seja w o deslocamento transversal na direc¢do z, 0, e 0, as rotacdes sobre os eixos x € ¥,
respectivamente, tem-se que os deslocamentos de cada né podem ser escritos através do vetor
d=[wb, Qy]T. Sendo assim, se a placa é composta pelos nds ¢, 7, k e [ temos o seguinte vetor
deslocamentos , apresentado na Eq. (8).

d = [wi O, Oy, w; 913‘ ‘gyj Wy, Oy, Oy, w1 Oy, le]T (8)

Devido aos doze graus de liberdade do elemento, adota-se como equagdo para o desloca-
mento transversal do elemento um polindmio com doze termos, apresentado na Eq. (9), onde x
e y sdo as coordenadas na placa.

w=a —|—a2x—|—a3y+a4x2—|—a5xy—|—a6y2+a7x3+a8x2y+a9xy2—|—a10y3+a11x3y—|—a12xy3 9

Pode-se escrever as rotacoes em funcao do deslocamento w, como apresentado na Eq. (10)
e na Eq. (11), e assim também escrevé-las através de um polindmio, como nas Eq. (12) e Eq.
(13).
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0, = Z—Z (10)
= -2 (11
0, = as + asx + 2agy + asx? + 2a9zy + 3a10y® + anx® + 3a7y? (12)
W= —ag — 2a4T — azy — 3azx® — 2agxy — a9y2 — 3a11x2y — a12y3 (13)

Pode-se escrever a Eq. (9), a Eq. (12) e a Eq. (13) de forma matricial, como apresentado
na Eq. (14),

[ w
0. | =
Oy
1 =z vy 22 wxy v 22 2y xyr P 2y P 11"
0 01 0 =« 2 0 2 2zy 3y* 23 3ay? a,Q (14)
0 -1 0 -2z —y 0 =322 22y —y*> 0 —=32%y —93 :
- a12

ou por simplicidade, ¥ = Pa, onde P ¢ a matriz que depende de z e y.

A matriz dos coeficientes a ainda é desconhecida, porém conhecidos os deslocamentos
nodais do elemento é possivel calculd-la: basta escrever a Eq. (14) para cada um dos nds
e dessa forma teriamos o se sistema linear apresentado na Eq. (15), onde P; é a matriz P
calculada para o n6 .

P; a1
P; a
d=1|""’ > | =Ca (15)
P :
| B 1L Q12 i

Calculados os coeficientes a;, pode-se calcular os deslocamentos para quais ponto perten-
cente a placa em funcao dos deslocamentos nodais, através da Eq. (16).
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¥ =PC'd=Nd (16)
onde N = PC~! é chamada de matriz das funcdes de forma.

De maneira andloga, sabendo que as curvaturas podem ser escritas em func¢do de w como
ke = —0*w/02?, Ky = —0*w/JyY? € Ky = —0*w/Dxdx, pode-se escrever a Eq. (17),

000 -2 0 0 -6z -2y 0 0 —6ay O

a2
000 0 0 -2 0 0 -2z —6y 0 —6ay , (17)
000 0 -2 0 0 -4y —4y 0 —622 —6y° '

a2

ou de forma simplificada, K = Qa. Como anteriormente, pode-se calcular as curvaturas em
qualquer ponto em fun¢do dos deslocamentos nodais, como mostra a Eq. (18),

onde B = QC~' é chamada matriz de deformacio.

Conhecida a matriz B é possivel calcular a matriz de rigidez do elemento através da Eq.
(19), onde D € a matriz de elasticidade, apresentada na Eq. (20), £/ € o modulo de elasticidade,
v € o coeficiente de Poisson e ¢ € a espessura da placa.

K = / / BTBDd" (19)
; 1 v O
Et
D= ——" 20
12(1_1/2) v 1 0 (20)
00 1~

O vetor de cagas nodais devida a carga distribuida ¢ sobre a superficie do elemento € dado
pela Eq. (21), onde N, é a matriz das funcdes de forma tomada apenas a linha referente a
direcdo transversal.

F - / / NTq 0 1)
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2.3 Transformaciao do dominio através da funcao geométrica

Como dito anteriormente, a funcdo geométrica sera utilizada na modelagem dos dominios
em andlise, dispensando a utilizagdo de um gerador de malha. Para isso, serdo necessarios
ajustes na formulacdo do elemento apresentado anteriormente para adequé-lo a transformacgado
de dominio.

A ideia da formulacdo é fazer uma mudanca de varidveis através da funcdo geométrica
para que se possa calcular a solucao no dominio paramétrico, que € mais simples de realizar
a integragcdo por meios numéricos, e obter a solucdo referente ao dominio geométrico, que € o
dominio em andlise. A Fig. 2 apresenta essa transformacgdo entre dominios.

Qo Q

iy L

Figura 2: Transformacio através do funcao geométrica do dominio paramétrico (a esquerda) no dominio
geométrico (a direita).
Fonte: Gomes Filho (2016)

Pode-se fazer uma mudanca de varidvel em w (deslocamento transversal) utilizando a
fun¢do geométrica implicitamente. Sejam z e y as varidveis do dominio geométrico € u € v
as varidveis do dominio paramétrico, temos a seguinte transformacao, apresentada na Eq. (22).

w(z,y) = w(F(u,v)) (22)

Para fazer a mudanca de varidvel na integracdo do calculo da matriz de rigidez também ¢é
necessdrio calcular as derivadas de primeira e segunda ordem de w com relacdo a x e y, sendo
conhecidas essas derivadas nas dire¢des u e v. Utilizando a regra da cadeia e escrevendo de
forma matricial, temos a Eq. (23) para as derivadas de primeira ordem e a Eq. (24) para as de
segunda ordem.

-1

ow oz oy ow
ox _ ou  Ou ou (23)
ow oz oy ow
oy v Ov ov
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2w Oz dx  OyOy 0zdy Iyox Pw _ dwdz _ dwdy

Oz2 Ou Ou wOu Oudu Oudu Ou? Ox Ou? Oy Ou?

i 0x0z Oudy 0zdy Oyom Puw _ owdds _ owdy

Oy? _ Ovdv Ovdv Ovdv Ovdv ov? Ox Ov? Oy Ov? (24)
9w dde Oydy Owdy Oyoa Pu _ ow e duw 0%y

oxdy oudv Oudv Oudv Oudv Judv Ox Oudv Oy Oudv

o 0x0x Oydy 0zdy Oyow Pw _ ow s ow Oy

| Oyoz | | OvOu Ovdu Ovdou Ovdou | L Ovou Ox Ovou Oy Ovou |

Através das derivadas calculadas pela Eq. (23) e Eq. (24), calcula-se as matrizes B e IN
para se resolver o problema. Supondo que o dominio paramétrico seja [0, 1]2, o que € frequen-
temente ocorre, o calculo da matriz de rigidez se torna a Eq. (25).

1 1
K = / / BT DB|det(J)| dudv (25)
0 0

3 OTIMIZACAO

Um problema de otimizacao possui alguns conceitos basicos referentes a sua formulagao.
Esses sdo: varidveis de projeto, fungdo objetivo e as restri¢des. Dessa forma, um problema de
otimizacao pode ser escrito como na Eq. (26).

minimizar fun.obj.(vary,varg,- - vary,)
restry

sujeitoa ¢ : (26)
restr,,

As variaveis de projeto sdo os valores modificaveis durante o processo de otimizacio na
busca da solucdo 6tima, a funcdo objetivo € uma funcido que depende das varidveis de projeto
e a qual se busca obter o menor valor possivel dadas as restricdes do problema, e as restricoes
estdo relacionadas ao dominio possivel para solu¢do do problema e € importante que estejam
bem definidas para evitar grandes dreas de busca do algoritmo.

O problema aqui apresentado tem como objetivo minimizar o volume da placa, tendo como
variaveis de projeto as espessuras dos elementos e como restricdes o deslocamento maximo de
cada n6 da placa. Esse problema possui restricdes nao lineares, pois as espessuras sao elevadas
ao cubo na construcao da matriz de rigidez. A Eq. (27) descreve o problema.
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m
minimizar f(ty, -+ ,t,) = ZtiAi
i=1

p
‘wﬂ S dmax

o« . |wn ’ S dmafl?
sujeito a (27)
<t <t

tmin max

L tmzn S tm S tmam

onde ¢; e A; sdo, respectivamente a espessura e a drea do elemento 4, w; € o deslocamento do né
75 dmaz € 0 deslocamento transversal maximo permitido, t,,;, € .4, SA0 as espessuras minima
e maxima permitidas. Vale ressaltar que os deslocamentos sdo obtidos da solug¢dao do sistema
linear Kd = F'.

Optou-se por utilizar o algoritmo PQS disponivel na biblioteca de rotinas do programa de
computador Matlab® para a solucdo do problema de otimizacao.

4 RESULTADOS

Tendo em vista toda a teoria até aqui apresentada, verificam-se agora os resultados do
método de anélise de placas utilizando NURBS na modelagem do dominio. Para isso, compara-
se o método com resultados da teoria classica de andlise de placas, disponiveis em Timoshenko
& Woinowsky-Krieger (1959).

A formulagio do método de andlise foi implementada no programa de computador Matlab®,
visando a facilidade da utilizacao das diversas bibliotecas disponiveis.

Vale destacar que para todos os exemplos aqui apresentados foram utilizadas NURBS de
grau 2 na modelagem e que os pontos de controle dos retangulos foram distribuidos de forma
uniforme dentro da 4rea da placa, enquanto os pontos de controle do circulo foram obtidos de
Gomes & Gongalves (2017).

4.1 Placa Retangular Apoiada Submetida a Carga Pontual

Para uma carga pontual P no ponto de coordenada (u,v) de uma placa retangular de di-
mensdes a ¢ b apoiada em todos os lados, a deformada em um ponto (z,y) é dada pela Eq.
(28).
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Tabela 1: Comparacao de deformacio maxima para placa retangular apoiada submetida a carga concen-

trada (em metros).

Nedeelem. Upee (2X2)  Upmar (AX2)  Upae (10X2)
4 3.8298¢ — 6 5.4049¢ — 6 4.0911le — 6

16 2.7780e — 6 4.0022e — 6 4.3312e — 6

64 2.5947¢e — 6 3.7083e — 6 3.9413e — 6

256 2.5497e — 6 3.6360e — 6 3.7754e — 6

1024 2.5379¢ — 6 3.6163e — 6 3.7256e — 6

Valor Exato 2.5336e — 6 3.6088¢ — 6 3.7043e — 6

Ee3
onde D = m

Como exemplo, tomou-se trés placas diferentes em dimensdes 2 x 2m, 4 X 2m e 10 x 2m,
todas com espessura ¢ = 0.1m, médulo de elasticidade £ = 200G Pa, coeficiente de Poisson
v = (.3, apoiadas em todos os lados e submetidas a uma carga concentrada no seus centro de
valor P = —1kN, conforme mostra a Fig. 3. A Tabela 1 apresenta a deformada maxima obtida
pelos modelos analisados com diferentes nimeros de elementos. A Tabela 2 apresenta o erro
absoluto' para os mesmo modelos. A Fig. 4 apresenta a deformada transversal para placa 4 x 2
modelada com 64 elementos.

Figura 3: Modelo de placa retangular submetida a carga pontual para validacao da analise estatica.
Fonte: Autor.

4.2 Placa Retangular Apoiada Submetida a Carga Distribuida

Dada uma carga uniforme ¢ distribuida sobre toda uma placa retangular de dimensdes a e
b apoiada em todos os lados, a deformada em um ponto (z, y) é apresentada pela Eq. (29).

10 erro absoluto é dado por Erro(%) = [Uplaca = Uerato| 100%

Uezato
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Otimizagdo de placas modeladas através de NURBS

Tabela 2: Erro absoluto da deformacao maxima para placa retangular apoiada submetida a carga concen-
trada.

N° de elem. Erro(%)—2x2  Erro(%)—4x2 Erro(%)— 10x2

4 51.160 49.770 10.442
16 9.646 10.901 16.924
64 2.421 2.757 6.398
256 0.635 0.754 1.919
1024 0.170 0.208 0.575
2 -
15¢ =EE:
| =
05¢F EEEEEEEE
0
-1 0 1 2 3 4 5
x107°
0
0.2 -1
i 0
8 -0.2 -2
% —-0.4
-0.6 L 1 | 1 1 1 1
-1 0 1 2 3 4 5 -3

Figura 4: Deformada de placa retangular 4x2 sujeita a carga concentrada modelada por 64 elementos.
Fonte: Autor.

(29)

Como exemplo, utiliza-se os mesmo modelos apresentados na subse¢ao anterior, simples-
mente substituindo a carga pontual por uma carga uniformemente distribuida sobre toda placa
de valor ¢ = —1kN/m?, conforme mostra a Fig. 5. A Tabela 3 apresenta a deformada méxima
obtida pelos modelos analisados com diferentes nimeros de elementos. A Tabela 4 apresenta o
erro absoluto para os mesmo modelos. A Fig. 6 apresenta a deformada transversal para placa
4 x 2 modelada com 64 elementos.
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Tabela 3: Comparacio de deformacio maxima para placa retangular apoiada submetida a carga distribuida
(em metros).

Nedeelem. Upmar CX2)  Upae (AX2)  Upae (10X2)

4 5.4367e — 6 1.5547e —5 3.6480e — 5
16 3.8870e —6 9.7774e — 6 1.6237e — 5
64 3.6286e — 6 9.0591e — 6 1.1518e — 5

256 3.5686e — 6 8.8999¢ —6 1.1310e — 5
1024 3.5538¢ — 6 8.8612¢e —6 1.1326e — 5
Valor Exato 3.5489¢ — 6 8.8484e — 6 1,133le—5

Tabela 4: Erro absoluto da deformacao maxima para placa retangular apoiada submetida a carga dis-
tribuida

N° de elem. Erro(%)-2x2 Erro(%)-4x2 Erro(%)- 10x2

4 53.194 75.704 221.949
16 9.527 10.499 43.297
64 2.246 2.381 1.650
256 0.555 0.582 0.185

1024 0.138 0.145 0.044
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Figura 5: Modelo de placa retangular submetida carga distribuida para validacio da analise estatica.
Fonte: Autor.

2_
150 SR T
0.5 =
SEScacscasssascasoes
0
-1 0 1 2 3 4 5
x107°
0
oL -2
"P 4
S -05f
< -6
-1t
1 1 1 1 1 1 1 —8
-1 0 1 2 3 4 5

Figura 6: Deformada de placa retangular 4x2 sujeita a carga distribuida modelada por 64 elementos.
Fonte: Autor.

4.3 Placa Circular Submetida a Carga Pontual

Para uma placa circular apoiada nas bordas com uma carga concentrada P no seu centro e
raio R, a deformada em um ponto de distancia r do centro € dada pela Eq. (30).

P <3+y

w(r) = 67D (R* —1?) — 2r2ln5> (30)

1+v r

Para exemplificar, modelou-se uma placa circular de raio igual a 2m, espessura t = 0.1m,
E = 200G Pa, v = 0.3 submetida a uma carga concentrada no seu centro com valor P =
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Tabela 5: Comparacio de deformacao maxima para placa circular submetida a carga concentrada.

N° de elem. 4, apoiada (m) Erro Abs. (%)

4 1.4095e — 5 27.799
16 1.1860e — 5 7.535
64 1.1278e — 5 2.258
256 1.1102e — 5 0.662
1024 1.1048e — 5 0.172

Valor Exato 1.1029¢ — 5 -

—1kN, apoiada, conforme mostra a Fig. 7. O resultado da deformacdo maxima e do erro
absoluto estd apresentado na Tabela 5. A Fig. 8 apresenta a deformacao dessa placa.

Figura 7: Modelo de placa circular submetida a carga pontual para validacao da analise estatica.
Fonte: Autor.

4.4 Placa Circular Submetida a Carga Distribuida

Para uma placa circular engastada nas bordas submetida a uma carga uniformemente dis-
tribuida sobre toda sua extensdo ¢ e raio R a deformada em um ponto de distancia r do centro
¢ dada pela Eq. (31).

w(r) = s (B =) G31)

Como exemplo, tomou-se o mesmo exemplo da subse¢do anterior, porém substituindo a
carga pontual por uma carga uniformente distribuida de valor ¢ = —1kN/m?, conforme mostra
a Fig. 9. O resultado da deformacdo maxima e do erro absoluto estd apresentado na Tabela 6.
A Fig. 10 apresenta a deformacao dessa placa.

4.5 Otimizacao de Espessura

Como primeiro exemplo de otimizacao, definiu-se que a espessura deveria ser constante.
Adotou-se um modelo de 64 elementos para uma placa de 4m por 2m com todos os lados apoia-
dos, sujeita a um carregamento distribuido sobre toda sua drea de —10k/V, além do peso préprio
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Figura 8: Deformada de placa circular apoiada com raio 2m sujeita a carga concentrada modelada por 64
elementos.

Fonte: Autor.

Figura 9: Modelo de placa circular submetida a carga distribuida para validacao da analise estatica.
Fonte: Autor.

da placa. Adotou-se também E = 200G Pa, v = 0.3, p = 7800kg/m?, espessuras minima e
maxima iguais a 2cm e 15cm, respectivamente, e deslocamento maximo igual a 0.1cm. Como
resultado obteve-se uma espessura 6tima igual a 5.0071cm e um volume de 0.40057m?3.

Para o mesmo exemplo, permitiu-se agora que as espessuras dos 64 elementos fossem
variaveis de projeto. Adotou-se como valor inicial das varidveis de projeto a espessura Gtima
obtida anteriormente, isso é, 5.0071c¢m. Como resultado obteve-se um volume de 0.2734m?3,
que representa uma reducdo de 31.75%. As espessuras podem ser observadas na Fig. (11) onde
cada cor simboliza uma espessura diferente.

Para o terceiro exemplo, utilizou-se uma placa circular de raio igual a 3m, também mode-
lada por 64 elementos, engastada em toda a borda, com carga distribuida de —1kN, além do
peso proprio, e as mesmas caracteristicas do material anterior. As restri¢cdes adotadas foram:
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Tabela 6: Comparacio de deformagio maxima para placa circular submetida a carga distribuida.

N° de elem. ., engast. (m) Erro Abs.(%)

4 1.1458e — 5 16.059
16 1.1592¢ — 5 15.077
64 1.3287e — 5 2.659
256 1.3581e — 5 0.505
1024 1.3636e — 5 0.103

Valor Exato 1.3650e — 5 -
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Figura 10: Deformada de placa circular engastada com raio 2m sujeita a carga distribuida modelada por

64 elementos.
Fonte: Autor.

deslocamento maximo de 0.1cm, espessura minima de 5cm e maxima de 20cm, além de valor
inicial igual a espessura minima, isso €, 5¢cm.

Para a otimiza¢do com espessura constante, obteve-se uma espessura 6tima de 15.44cm
e um volume minimo igual a 4.3667m?, enquanto para o problema com espessuras variaveis,
obteve-se um volume minimo igual a 3.3094m3, representando uma redugio de 24.21%. A Fig.
(12) apresenta a distribuicdo das espessuras na placa circular.
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Figura 11: Distribuicao das espessuras dos elementos apo6s processo de otimizacao (espessuras em metros).
Fonte: Autor.
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Figura 12: Distribuicao das espessuras dos elementos apos processo de otimizacao (espessuras em metros).
Fonte: Autor.

5 CONCLUSOES E SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Dados os resultados obtidos da andlise estética, verificou-se a convergéncia dos resultados
do deslocamento maximo para o valor exato definido em literatura, sendo assim, em observacao
com os deslocamentos apresentados em figuras, percebe-se que o método € vélido. Além disso,
dos exemplos apresentados percebe-se que com apenas 64 elementos o erro € em geral, menor
do que 3%.

A respeito do processo de otimizacdo, percebe-se que mesmo para problemas com qua-
tro eixos de simetria, os resultados da distribuicdo de espessuras ao longo da placa nao sao
tao simétricos como esperado, vide os exemplos dados onde obteve-se apenas dois eixos de
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simetria. Isso indica possiveis minimos locais, para os quais necessita-se desenvolver outras
restricdes para vencé-los. Um exemplo de possivel solucdo € o agrupamento de elementos de
mesma espessura, o que também reduziria o tempo o custo computacional. Fica como trabalho
a busca por maneiras de contornar esse problema.
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