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Resumo. Este trabalho apresenta um estudo comparativo entre 0 método de bielas e tirantes
e resultados obtidos pela solu¢é@o analitica para vigas de concreto armado. A analise € feita
em regime linear elastico para ambos os materiais, ou seja, considerando o concreto no
Estadio | (n&o fissurado). 4 viga estudada possui armadura de tra¢do e se¢do do tipo “T”,
com carregamento distribuido devido ao peso proprio e cargas concentradas aplicadas a
distancias iguais dos apoios extremos. Para a criacdo do modelo de bielas e tirantes,
primeiramente foram calculadas as tensdes principais e suas direcdes em sec¢des ao longo de
todo o comprimento da viga estudada através do Circulo de Mohr. Em seguida, foram
determinadas as trajetorias de tensdes (curvas ortogonais cuja tangente em qualquer ponto
tem a direcdo das tensdes principais), possibilitando a orientacdo dos elementos que
desempenham o papel de bielas ou tirantes. Ao final do trabalho, é feita uma andlise
comparativa entre os resultados obtidos analiticamente e 0 modelo estudado em termos de
resultantes de compressao e tragao nas bielas e tirantes, respectivamente.
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1 INTRODUCAO

A avaliacdo do estado de tensdes em um elemento estrutural constitui um item de
fundamental importancia para o engenheiro estrutural. A partir do conhecimento dos valores
maximos de tensbes é possivel garantir um dimensionamento seguro e econdmico para a pec¢a
estrutural (Oliveira et al., 2002).

A analise da trajetdria de tensGes tem por objetivo identificar os caminhos percorridos
pelas forcas que fluem numa estrutura a partir do seu ponto de aplicacdo até o ponto onde
ocorre a reagéo.

Analisando o efeito combinado das tens6es normais e cisalhantes é possivel identificar as
trajetérias das tensdes principais, um conjunto de curvas ortogonais que modelam o
comportamento estrutural. Estes resultados, quando bem avaliados, traduzem perfeitamente o
comportamento da peca sob a acdo das cargas atuantes.

O presente trabalho teve como base um estudo que analisou, entre outros elementos,
faixas de lajes nervuradas (Teixeira, 2012). Embora no trabalho em questdo tenham sido
estudados também painéis de laje, serdo utilizados aqui apenas os dados dos elementos que,
devido as suas caracteristicas geométricas, foram ensaiados como vigas.

Para esses elementos foram calculadas as tensdes normais ao longo da altura da viga. O
valor dessas tensdes foi obtido através do uso de expressdes classicas da resisténcia dos
materiais, tais como as apresentadas em Hibbeler (2010).

A partir das tensdes encontradas ao longo de cada secéo, foi determinada a trajetoria das
tensdes. Com essa trajetoria foi definido o angulo de inclinacdo dos elementos a serem
considerados como bielas ou tirantes.

A ideia de modelar-se um elemento de concreto armado a partir de uma trelica surgiu
inicialmente com Ritter e Mdrsch (Morsch, 1948). Embora o modelo tenha sofrido pequenas
alteracdes, 0s conceitos basicos da teoria ainda continuam validos.

O CEB (1990) preconiza o uso de bielas e tirantes como solucgdo para projetos de dentes
Gerber e apoios de vigas. O ACI-318 (2006) também propde a utilizagcdo do método de bielas
e tirantes para dentes e para vigas, indicando as tensdes maximas a serem utilizadas nos
elementos comprimidos (bielas) e tracionados (tirantes). A NBR-6118 (ABNT, 2014) prevé a
utilizacdo do método de bielas e tirantes para dentes Gerber, seguindo a tendéncia das normas
internacionais ja mencionadas.

2 METODOLOGIA

O presente trabalho tem como objetivo calcular e tracar as trajetorias das tensdes
principais em uma viga com secdo transversal do tipo “T”. A partir das trajetorias, sera entdo
gerado um modelo de bielas e tirantes da viga estudada.

Nos calculos realizados neste estudo sdo admitidas as seguintes hipoteses
simplificadoras:

— 0s materiais sd0 homogéneos e obedecem a Lei de Hooke;
—aviga em estudo esta submetida a um estado plano de tensoes;
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— considerou-se como valido o principio de Saint-Venant, admitindo-se oy = 0, mesmo
nas proximidades do ponto de aplicacédo das cargas.

Tais consideracOes sdo utilizadas com a finalidade de calcular as tensdes atuantes
utilizando os conceitos basicos da Resisténcia dos Materiais (Hibbeler, 2010). Assim em uma
viga de secdo constante, sujeita a flexdo simples ndo pura, as tensdes normais (o) e
tangenciais (t) variam ao longo da altura da secdo e podem ser calculadas pelas seguintes
expressoes:

G(X, y) = ——M (X) y '

|
V)
(V=5 )

1)

onde:

M(x) — momento fletor a uma distancia x da extremidade esquerda;

y — distancia do CG (centro de gravidade) da se¢do ao ponto considerado;

V(x) — forca cortante a uma distancia x da extremidade esquerda;

Q(y) — momento estatico da area da se¢cdo homogénea situada acima da fibra de ordenada y
em relacdo a linha neutra;

bw (y) — largura da secdo na ordenada y;

| — momento de inércia da secdo, em relacdo a seu CG.

A viga sera considerada como isostatica (biapoiada) e sera discretizada em secdes
transversais obtendo-se, para cada uma, as tensées normais e cisalhantes.

2.1 Modelo de viga estudado

A viga estudada apresenta uma se¢do em formato de “T”, possuindo 17 cm de altura e 26
cm de largura da mesa. A se¢do transversal em questdo € inspirada na utilizada por Teixeira et
al. (2013), cujas dimens@es sdo apresentadas na Fig. 1.
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Figura 1. Detalhe da se¢éo da viga

A viga possui um comprimento total de 2,12 m, sendo carregada em dois pontos
equidistantes das extremidades. O peso préprio da viga € considerado como um carregamento
distribuido ao longo do comprimento. Os detalhes da vista lateral da viga sdo apresentados na
Fig. 2.
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Figura 2. Detalhe da vista lateral da viga e de seu carregamento

3 TRAJETORIAS DE TENSOES

Antes de tratar da determinacdo das tensdes e suas trajetdrias, € importante mencionar
que a metodologia de calculo empregada considerou os materiais ainda em sua fase elastica.
Isto significa que foi considerado o Estéadio I (concreto néo fissurado).

As tensBes normais foram calculadas considerando-se a hipotese de Euller-Bernoulli de
que as secOes permanecem planas apos a aplicacdo do carregamento.

3.1 Determinacéo das Propriedades Geométricas da Secao

Todas as propriedades geométricas foram determinadas utilizando as expressdes
classicas, tais como as propostas por Timoshenko & Gere (1983).

A primeira etapa da modelagem da viga em estudo no software MATLAB (Chapman,
2003) foi o calculo da area A da secdo transversal. A &rea foi determinada através da
expressao a seguir, avaliada numericamente:

A:jdA. )

O procedimento seguinte foi o célculo da posicdo do centroide, considerando a se¢do no
Estadio I. A coordenada do centroide foi obtida através da expressdo a seguir, que leva em
conta a contribuigdo de cada material:

E.[ ydA+E, [ ydA
A A

E, [dA+E, [ dA
A A

y= @)

onde:
E. — modulo de elasticidade do concreto segundo a expressdo 9600?/ f, +8 (CEB, 1990),
com fy de 25 MPa;
Es— mddulo de elasticidade do aco;
A. — area de concreto;
A — area de aco.
Em seguida, foram calculados o momento de inércia centroidal (I) e 0 momento de

estatico da secdo (Q) para cada valor de altura y. Estas propriedades foram definidas com a
utilizacdo das seguintes expressoes:
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Q=[ydA

| =[y’dA @

Uma vez definidas a area e as propriedades geométricas da secdo, foi possivel a
determinacdo do carregamento devido ao peso préprio e das tensdes atuantes, a serem
discutidas nos itens subsequentes.

3.2 Aplicacéo do Peso Proprio e das Cargas Concentradas

O carregamento devido ao peso proprio foi calculado de acordo com a variagdo da area
da secdo ao longo do comprimento total da viga. No modelo implementado no MATLAB foi
considerado o valor da densidade do concreto (25%x10° N/mm?) aplicado a cada milimetro da
secéo.

A partir do peso proprio foi definida a funcdo g(x), para a construcdo dos diagramas de
esforco cortante e momento fletor da viga. As cargas concentradas foram aplicadas com
intervalos de 500 N (0,5 kN). As Figs. 3 e 4 apresentam os diagramas de esforco cortante e
momento fletor, respectivamente, para cargas concentradas P de 500 N (ver Fig. 2 para o
esquema de carregamento).

08770
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01350
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Figura 3. Diagrama de esforgo cortante (kN) para cargas P de 0.5 kN
e peso préprio g de 0.45 KN/m

Figura 4. Diagrama de momento fletor (kNm) para cargas P de 0.5 kN
e peso proprio q de 0.45 kN/m

A partir dos diagramas foram calculadas as tensdes normais e cisalhantes em cada ponto
da secdo transversal através da Eq. (1). A partir dos valores de tensdes normais e cisalhantes
foi estabelecido, com o auxilio do software MATLAB, um campo de distribui¢do de tensbes
ox(X,y) e ty(Xy). As Figs. 5 e 6 apresentam a distribui¢do de tensdes em MPa para cargas
concentradas P de 500 N acrescidas do peso proprio da viga.
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Figura 5. Distribuigéo das tensdes normais G ao longo da viga em MPa
150 L L L L L L L L L L
100
50
0 r r r L r r L Ir L L
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

N =~ 2
-0.1 0 0.1

Figura 6. Distribuigéo das tensdes cisalhantes T,, ao longo da viga em MPa
Utilizando o circulo de Mohr e considerando que ndo ha tensdo normal na direcéo v,

chegou-se a distribuicdo das tensbes principais e seus respectivos angulos de orientacdo
(Chou & Pagano, 1992).

oy (x,y) = ox.y) | \/( ol y)jz +7(x,y)’,

2 2

7, (x,y) = ZEY) —\/(C’(XZ’ y)} rr(xy) (5)
4 2f(x,y)j

0.(x,y) = WY

(X, y)=tan (a(x,y)

A distribuicdo das tensBes principais o; € o, € apresentada nas figuras a seguir (Figs. 7
e 8). Os valores sdo expressos em MPa.
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Figura 7. Distribuigéo das tens@es principais 6, ao longo da viga em MPa
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Figura 8. Distribui¢do das tensdes principais G, ao longo da viga em MPa
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A partir das distribuicGes de o, e o, e seus respectivos angulos foi possivel construir uma
trajetéria de tensbes que posteriormente serviu de base para a elaboracdo de um modelo de
bielas e tirantes. Essa trajetdria de tensdes é mostrada na Fig. 9 para metade da viga devido a
simetria. As linhas em azul e vermelho representam tensdes de compressdo e tracdo,
respectivamente.
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Figura 9. Trajetdrias das tensdes principais ao longo da viga (compressao em azul, tracdo em vermelho)

4 MODELO DE BIELAS E TIRANTES

Para a utilizacdo do modelo de bielas e tirantes nas vigas em estudo, a secdo foi
decomposta em duas areas (o concreto sob compressdo e 0 aco sob tracdo), localizando-se
nelas o centroide e a posicao da forga resultante das tensdes, conforme a Fig. 10.
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Figura 10. Zona comprimida e resultante de compresséo

Considerando uma distribuicdo linear da tensdo de compressao no concreto, 0 ponto de
aplicacdo c da resultante de compressao pode ser obtido atraves da seguinte expressao:

I

Q
onde:
¢ — ponto de aplicacdo da resultante de compressdo no concreto medido a partir do centroide
da secdo;

I, — momento de inércia da area comprimida em relacdo ao centroide da se¢éo;
Q1 — momento estatico da area comprimida em relacdo ao centroide da sec¢éo.

A disténcia encontrada entre o centro de gravidade da armadura e o ponto de aplicacdo da
resultante de compressao no concreto foi de 13 cm. Essa foi, portanto, a altura adotada para a
trelica do modelo de bielas e tirantes, cuja configuragdo seguiu de acordo com a trajetdria
assumida pelas tensdes do modelo analitico.

O carregamento devido ao peso proprio foi aplicado de forma equivalente nos nés da
trelica, e a carga concentrada (P) foi considerada no exato ponto de aplicacdo. A trelica obtida
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é apresentada na figura a seguir (Fig. 11). Na figura é mostrada a situacdo obtida para cargas
concentradas P de 500 N cada.
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Figura 11. Modelo de bielas e tirantes

5 RESULTADOS

A Fig. 12 apresenta os valores obtidos para a resultante de compresséo no concreto (Rec)
em fungdo das cargas concentradas P aplicadas. Nessa comparacdo, verificou-se uma
adequacdo entre o modelo de bielas e tirantes e o analitico, com as duas formulagcGes variando
linearmente.

F * Bielas e tirantes €3 -
7 .
o Analitico 3
L x i
6 €3
L (} -
5 €3
al €3 i
P (kN) ¥
L & i
3 €3
L (% -
2 €3
L (% -
1
€3
0 &
0 10 20 30 40 50
RCC (KN)

Figura 12. Resultante de compresséo no concreto (R.) para os modelos de calculo estudados

A Fig. 13 apresenta os valores da resultante de tracdo no concreto (R¢) em funcdo das
cargas concentradas P. Nota-se que para valores de carga crescentes o resultado analitico
comeca a se distanciar do obtido por bielas e tirantes.

No caso do concreto ainda em fase linear, a forca no banzo inferior conta com as
contribuicdes do concreto e do aco e a forca em cada material tem de ser estimada, razédo pela
qual acredita-se que houve a discrepancia nos resultados.
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O comparativo entre as tensfes obtidas pelo método das bielas e tirantes e os modelos
analiticos foi feito nos pontos onde ocorreram as maiores tensdes, ou seja, no meio do vao
entre as cargas concentradas.

r * Bielas e tirantes * O

7 "
O Analitico % O

|- % O -
6 ¥ O

| ;K O -
5 % O

| * O -

P (kN) 4 % o
3l * O .
* O

| *O -

2
*0O

| yﬁo -

1
k)

0 ©

0 10 20 30 40 50
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Figura 13. Resultante de tragédo no concreto (R.;) para os modelos de célculo estudados

6 CONCLUSOES

Os modelos analiticos mostraram uma boa representacdo do comportamento das tensées
nas vigas, considerando o concreto ainda no Estadio | (ndo fissurado). As trajetérias de
tensdes obtidas ficaram de acordo com o que se estudou na literatura.

O modelo de bielas e tirantes apresentou resultados distantes dos encontrados
analiticamente para o caso da resultante de tracdo. Considerando que a viga ainda se
encontrava na fase elastica dos materiais, este comportamento era esperado. Para corrigir tal
problema, uma possivel solucdo seria construir um modelo de bielas e tirantes com dois
banzos inferiores independentes para reproduzir os dois materiais (concreto e ago).

O modelo de bielas e tirantes adequa-se melhor ao concreto em estadio ja fissurado, ja
gue neste caso ha apenas uma resultante de tracdo, mas deve-se levar em conta a mudanca do
centroide da secdo nesse caso. Além disso, a modelagem analitica torna-se mais complexa,
principalmente considerando-se que o0 concreto também deixa de apresentar um
comportamento linear a compressao.

Em trabalhos posteriores, proceder-se-a a modelagem do concreto armado ja na fase pos-
fissuracdo, procurando também comparar os resultados numéricos com os obtidos em ensaios
experimentais.
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