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Resumo. Neste trabalho, sdo comparados os modelos hibridos de elementos finitos e 0s
modelos mistos. No modelo misto, as variaveis de deslocamentos e tensdes sdo geradas dentro
do dominio do elemento finito de quatro n6s enquanto no modelo hibrido, uma variavel é gerada
dentro do dominio do elemento e a outra, no contorno do elemento. Mostra-se, portanto, a
construcdo de cada modelo e busca-se aplicar a analise plastica limite por meio da programacéo
matematica considerando o critério de Von Mises e Tresca, assumindo-se a hip6tese bésica de
plasticidade associada. Utiliza-se uma representacao poliédrica da superficie de escoamento,
estudando-se a convergéncia dos resultados em relacdo ao numero de planos adotados na
referida representacéo.

Exemplos numéricos s&o mostrados considerando diferentes malhas de elementos
finitos hibridos e mistos e os resultados obtidos sdo comparados com os existentes na literatura.

Palavras-chave: Elementos Finitos Hibridos e Mistos, Andlise Plastica Limite.
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Modelos hibridos versus modelos mistos de elementos finitos

1 INTRODUCAO

Neste trabalho, comparam-se as formulacdes dos modelos de elementos finitos hibridos e
mistos, considerando um elemento bilinear de quatro nés. Evidenciam-se as principais
diferencas nas formulacbes para a obtencdo dos campos de deslocamentos e tensdes, obtendo-
se as equacdes de equilibrio e compatibilidade. Apresentam-se as vantagens e desvantagems
de cada modelo e, como exemplo, busca-se a carga de colapso e 0 mecanismo de colapso
plastico em alguns problemas de estado plano de tensGes. Utilizam-se os teoremas estatico e
cinematico da analise plastica limite bem como as linearizacdes das superficies de plastificacao
de Tresca e de von Mises.

2 OS MODELOS MISTO E HIBRIDO

2.1 Condicdes estacionarias de principios variacionais empregados nas
formulacgdes de elementos finitos

A adocdo de elementos finitos hibridos e mistos, no presente trabalho, foi motivada pelo
fato das duas formulacGes satisfazerem, separadamente, as condi¢cdes de equilibrio,
compatibilidade e material, permitindo executar a analise plastica limite via programacao
matematica de forma direta. Ademais, o elemento finito hibrido quadrilatero de quatro nds deve
ser, provavelmente, o elemento finito mais preciso em uma ampla gama de problemas de tenséo
e deformacdo plana (Zienkiewicz & Taylor, 1995). Uma das vantagens da formulacéo hibrida
de elementos finitos é a possibilidade de utilizar malhas distorcidas e concavas, viabilizando a
modelagem de problemas com geometria irregular.

Mostra-se, resumidamente, os conceitos dos principios variacionais empregados para a
elasticidade linear, destacando-se as principais diferencas entre os modelos hibridos e mistos,
tendo por finalidade observar que quando estes modelos sdo aplicados a problemas discretos,
utilizando-se técnicas como elementos finitos, chega-se a resultados mais precisos tanto para
os deslocamentos quanto para os esforcos (Pian, 1964 e 1995).

Os principios variacionais da mecanica dos sélidos sdo comumente utilizados em modelos
de elementos finitos e deve-se atentar para o fato de que os principios variacionais hibridos e
mistos buscam pontos estacionarios de cada variavel primaria, os quais ndo sdo necessariamente
minimos e maximos. De fato, o funcional pode atingir o minimo com respeito a um conjunto
de variaveis e 0 maximo com respeito ao outro conjunto de variaveis (Felippa, 2000).

A seqguir, descreve-se um esquema de representacdo dos campos para 0S principios
variacionais. A representacdo apresentada estéa descrita no trabalho do professor Felippa (2000).

Campo Unitario

PRINCIPIOS VARIACIONAIS Misto

Campos Multiplos { o
Hibrido

Quando um funcional é definido usando somente uma variavel primaria, este funcional é

denominado de campo unitario. Os principios associados aos funcionais de campo unitario séo

comuns no modelo tradicional do método dos elementos finitos de deslocamentos, que emprega

em geral o campo dos deslocamentos como variavel primaria. O funcional pode também ser
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definido em termos do campo de tens6es, como variavel primaria, gerando entdo um modelo
de elementos finitos de tensBes. Os funcionais chamados de campo mdaltiplo tém varios campos
como variaveis primarias, isto €, mais de um campo esta sujeito a variagdes independentes.

Na literatura ha confusdes de nomenclatura sobre campos multiplos entre campos hibridos
e mistos. Campos multiplos nos modelos do método dos elementos finitos as vezes sao
chamados de hibridos. Para clarear a situacdo, o termo misto deve ser reservado para 0 caso em
que 0s campos primarios sdo campos internos e o termo hibrido deve ser usado quando o
funcional inclui um ou mais campos de superficie, além de campos internos estabelecidos
(Felippa, 2000).

Trés campos internos da elasticidade linear sdo candidatos para campos primarios:
(i) Deslocamentos (u i)
(ii) Deformacdes (sj)
(iii) Tensdes (o)

A determinacdo dos campos primarios da elasticidade pode ser feita a partir das sete
combinagdes listadas na tabela 1. Os funcionais correspondentes s&o denominados de
funcionais fundamentais da elasticidade: quatro deles ttm nomes identificados com modelos de
elementos finitos, o quinto funcional ndo é muito utilizado, o terceiro e 0 sexto ndo tém
aplicacdes na engenharia (Felippa, 2000).

Tabela 1. Funcionais fundamentais para a elasticidade linear (campos unitarios e mistos) (Felipa, 2000).

TIPO CAMPO PRIMARIO NOME
ENERGIA POTENCIAL
DESLOCAMENTOS TOTAL
] x ENERGIA POTENCIAL
CAMPO UNITARIO TENSOES TOTAL COMPLEMENTAR
DEFORMAGCOES

DESLOCAMENTOS E
TENSOES

DESLOCAMENTOS E

DOIS CAMPOS MISTOS DEFORMACOES

DEFORMACOES E
TENSOES

TRES CAMPOS MISTOS DESLOCAMENTOS,

TENSOES E DEFORMACOES

HELLINGER-REISSNER
(HR)

De VEUBEKE (dV)

HU-WASHIZU
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Modelos hibridos versus modelos mistos de elementos finitos

Na tabela 1, apresentam-se somente os tipos de funcionais de campo unitario ou misto,
cujas variaveis primarias sdo definidas no dominio do elemento. Funcionais hibridos tém um
ou mais campos primarios que sdo definidos so na interface ou contorno do elemento. Principios
variacionais hibridos representam uma importante extensdo dos principios classicos da
mecénica. Esta extensdo constitui uma tentativa de fortalecer os modelos de elementos finitos.
A tabela 2 seguinte descreve dois dos principais modelos hibridos de elementos finitos.

Tabela 2. Exemplos de funcionais hibridos para elementos finitos (Buzar, 2004).

Principio Campo primario no Campo primario no
. P Nome

Hibrido dominio do elemento contorno do elemento

Hibrido de N .
« Tensoes Deslocamentos Pian
tensao
Pian-Sumihara
Misto-Hibrido ~ Tensdes e deslocamentos Deslocamentos Pian-Tong

(diversos)

Elementos finitos baseados em funcionais hibridos, chamados de elementos hibridos,
foram apresentados pela primeira vez nos anos 60 (Pian, 1995). O primeiro elemento hibrido
desenvolvido ndo pdde tratar de problemas néo lineares e dinamicos. Entretanto, tais limitacdes
foram gradualmente superadas com o entendimento e evolugdo dos conceitos basicos.
Atualmente, os principios hibridos representam uma importante area de pesquisa na construcdo
de elementos finitos de alta performance, especialmente para problemas de placas e cascas
(Felippa, 2000).

De forma geral nos principios hibridos consideram-se dois campos distintos de variaveis
primarias, sendo o campo de deslocamentos no contorno e o de tensdes no interior do elemento.
Esta idéia tem levado a um melhor entendimento de um grande nimero de aplicacGes técnicas
em diversas areas da engenharia.

Os primeiros trabalhos foram desenvolvidos em dois contextos completamente
independentes:

(ii) Na area de mecéanica dos sélidos, Prager (1967) propds um tratamento
variacional de condi¢cdes de descontinuidade nos corpos elasticos
adicionando potenciais de interface. Esta extenséo foi realizada para
manusear tanto descontinuidades fisicas tais como tensdes,
descolamentos ou diferentes materiais de interface, quanto
descontinuidades de campos internos como, por exemplo, as variagfes
bruscas nos valores das tensdes em uma trinca.

(iii)Na area de elementos finitos, Pian (1964) construiu um elemento finito
supondo um campo continuo de tensdes no interior do elemento e um
campo de deslocamentos na superficie. Este tipo de elemento é agora
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conhecido como sendo um elemento hibrido de tensdes, representando
uma subclasse no conjunto dos elementos hibridos.

Nas décadas de 70 e 80 os principios variacionais hibridos foram aplicados a modelos
de elementos finitos, apresentando pouca evolugdo. Na década de 90, o assunto foi novamente
pesquisado devido ao grande interesse nos modelos de decomposicéo para diversas aplicagdes
como computagdo paralela massiva, sistema de identificagdo, deteccéo de dano, otimizagéo,
acoplagem de malhas e analise em multiescala. Todas essas aplicacfes tém em comum a
subdivisdo da geometria do modelo em subestruturas e subdominios separados por interface.
Funcionais hibridos fornecem uma forma geral e elegante de modelar essas interfaces (Buzar,
2004).

2.2  Modelos aperfeicoados de elementos finitos

O objetivo inicial de se construir os modelos hibridos para 0 método dos elementos finitos foi
a de resolver as seguintes dificuldades notadas em elementos finitos elaborados usando os
modelos de deslocamentos:

(i) Relaxaracontinuidade requerida: obter funcdes de forma para elementos
conformes no modelo de deslocamento de placas e cascas de Kirchhoff
é dificil porque o mesmo requer continuidade C1.

(if) Melhorar a solucdo de deslocamentos: com a evolucdo de elementos
conformes para placas e cascas, notou-se que as malhas grosseiras ou
irregulares ndo produzem bons resultados. O aparecimento de sobre
rigidez no elemento requer um tratamento especial, levando a um esforgo
computacional maior.

(iif) Melhorar a solugéo de tensdes: a sobre rigidez observada nos elementos
elaborados usando o modelo de deslocamentos também compromete a
precisdo dos resultados relativos aos esforcos.

Os trés objetivos descritos acima, no sentido de melhorar a performance dos elementos finitos
de deslocamentos, motivaram a utilizacdo dos elementos hibridos na analise linear elastica. A
extensdo para dinamica e analise nao linear ndo pode ser feita inicialmente por uma caréncia de
conhecimento em relacéo aos deslocamentos no interior do elemento, 0s quais s&o necessarios
para a obtencdo da matriz de massa e a matriz geométrica do elemento. Estas matrizes séo
obtidas mais facilmente adotando-se um campo de deslocamentos no interior do elemento, o
que pode levar a formulacdo de um elemento hibrido-misto.

Pode-se perguntar por que entdo ndo usar o principio variacional misto ao invés de
hibrido. Principios mistos sdo simples de entender e parecem dar resultados com boa precisao.
Sé que no caso de geometrias irregulares em problemas tridimensionais, os métodos mistos ndo
tem conseguido 0 sucesso dos métodos hibridos. Em recentes trabalhos, calculam-se as
componentes internas por intermédio de funcionais mistos como o de Hellinger-Reissner, e
utilizam-se funcionais hibridos para superficie (Felippa, 2000).

2.3 Elementos de tensao hibrido linear

Na figura 1, mostra-se a construcao de um elemento finito hibrido linear quadrilatero de
tensdo plana. O elemento tem espessura h, as propriedades do material sdo constantes e a

— -1
relacdo constitutiva ¢ = Co € expressa na forma flexibilidade, onde C=D" para simplificar
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a construcao do elemento deve-se assumir que o campo das forcas de corpo b seja nulo. O
elemento empregado nesse trabalho para formular o modelo hibrido de elementos finitos € o
elemento quadrilatero de tensdo plana baseado no elemento desenvolvido por Pian (1964). O
elemento é esquematizado na figura 1.

n Nay

Figura 1. Elemento quadriléatero bilinear e de contorno linear de tenséo plana (Felippa, 2000).

Na figura 1, mostra-se esquematicamente o elemento interno com a definicdo das
tensbes para o elemento bilinear de tensdo plana considerando altura constante. Pode-se
observar também o elemento de contorno definido na superficie do elemento. Note-se que, para
facilitar a visualizacdo, o elemento interior é mostrado esquematicamente separado dos
elementos de contorno.

O desenvolvimento de funcionais hibridos para a formulacdo dos modelos de elementos
finitos hibridos foram apresentados em detalhe, por exemplo, em Pian, 1964 e 1995. O
funcional utilizado na montagem do elemento hibrido é obtido pela soma de outros dois
funcionais, ou seja, o funcional no interior (dominio) e o potencial de interface (contorno). A
expressao (1) representa o funcional utilizado em elementos hibridos de tensdo (Felippa, 2000)
(Buzar, 2001; 2002 e 2004).

" 1 «
e (Uij,ui) =-U. +W, :—ELJ” Diiu dv +Lui0'ijnjd8 —IStuitidSt 1)

Onde ¢ (1) é o funcional de campo multiplo hibrido (o e Y); Uc é a energia

complementar em termos das tensfes; Wc é o trabalho potencial; o € o tensor de tensdes; D é
o tensor da relagdo constitutiva; u é o vetor de deslocamentos; V € o volume; S é a superficie;

St é a parte da superficie onde existem carregamentos e t¢ o vetor de forcas de superficie
prescritas.

O funcional apresentado na expressdo (1) empregado na construgéo do elemento finito
hibrido, considerado neste trabalho, utiliza para a interpolacao das tensdes a relacao

oc=Ya (2)

sendo ¥ a matriz que interpola as tensdes, e a sdo 0s parametros de tensdes.
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O funcional da expressdo (1) pode ser escrito para todo o dominio e contorno do
problema discretizado como

rd=a'Gu—-P'U (3)
onde G ¢ dado por

G=[wT @dl (4)
sendo U as taxas de deslocamentos no problema discretizado, P o vetor de cargas nodais e @

¢ a matriz das funcGes de forma para o elemento linear de contorno descrito na superficie do
elemento finito hibrido quadrilatero de tensdes planas.

d
Fazendo "¢ estacionario em relacéo aos deslocamentos, tem-se

" (5)
e _Ga—PT =0
ou
ou
Ga=P" (6)

A expressdo (6) é uma relacéo de equilibrio entre as cargas nodais P e os parametros de
tenséo a, sendo G uma matriz de equilibrio em termos dos parametros de tensdo, integrada no
contorno do elemento finito hibrido.

Uma das vantagens do elemento finito hibrido ¢ a possibilidade do uso de malhas com
elementos finitos de lados concavos, tendo angulos maiores que 180 graus entre os lados do
mesmo elemento finito. Esta distorcdo s6 é possivel pelo fato da matriz de equilibrio ser
independente do célculo das tensGes no dominio do elemento, pois o equilibrio se da no
contorno do elemento, produzindo uma matriz de rotacdo e ndo uma matriz de transformacéo
de coordenadas como ocorre com o elemento finito misto. Este fato simplifica a obtencéo do
comprimento real dos lados do elemento distorcido por meio do uso de cossenos diretores, 0
que viabiliza a utilizacdo dos elementos finitos com malhas distorcidas e céncavas para a
modelagem de problemas com a geometria irregular. Elementos finitos com malhas céncavas
sdo mostrados, adiante, no item exemplo de aplicagbes numéricas.

2.4  Elementos finitos mistos

O elemento finito hibrido emprega uma formulacdo na qual considera que as variaveis
primarias sdo as tensdes no dominio e os deslocamentos na superficie do elemento enquanto
gue no caso do elemento finito misto, as variaveis primarias sdo as tensdes e deslocamentos
definidos somente no dominio do problema. Ambas as formulagc6es possibilitam obter de forma
direta e separadamente as equacGes de equilibrio, compatibilidade e de material, permitindo a
construcdo dos modelos de programacdo matematica para o critério estatico e cinematico da
analise pléstica limite de forma direta. Em seguida, desenvolvem-se as equagdes de equilibrio
e de compatibilidade para o elemento finito misto atraves da utilizacdo do principio dos
trabalhos virtuais.
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O desenvolvimento do elemento finito misto parte do elemento bilinear de classe Co
empregado no modelo de deslocamento e pode ser melhor visualizado conforme a figura 2.
Pode-se representar os deslocamentos de qualquer ponto através do vetor de deslocamentos u
(ui, vi) dos nds dos elementos e de suas fungdes de forma ¢i. Para facilitar adota-se um sistema
de coordenadas &,  para definir a geometria do elemento, Essas coordenadas, denominadas de
naturais, estdo normalizadas de maneira que os elementos tenham os lados £=+1 e n==+1

como se mostra na referida figura, sendo x_ ey, as coordenadas do centro do elemento.

MYV
7

=
X,u

Figura 2. Elemento finito bilinear de quatro n6s (Buzar, 2004).

Considerando-se um corpo submetido a um estado de deformacéo plana e tendo em vista
que o presente trabalho trata-se de andlise limite, a cinematica do problema sera descrita em
termos de velocidades. Assim, o campo de velocidades pode ser escrito como

. [u
o

Adotando-se uma interpolacdo para o campo de velocidades pode-se escrever

Uu=® U (8)

u

onde ué o vetor de velocidades; @, é a matriz de fungBes de interpolacdo; e U € o vetor de
velocidades nodais para um elemento.

Considerando-se que o vetor de taxas de deformacdes em funcédo das velocidades nodais
seja,
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aDI .
_ui
X
é= %vi =%'B,U, =BU
i=1 ab qu) i=1 (9)
g+,
Nz X

onde B é a matriz de deformacao generalizada do elemento.

e definindo-se o0 campo de tensdes independentes da seguinte forma
o = O-y (10)

e adotando-se uma interpolacéo linear para o campo de tensdes
c=0_c (11)

onde o é o vetor de tensGes em um ponto qualquer no dominio do elemento; ®. é a matriz de
funcgdes de interpolacdo; e & € o vetor de tensBes nodais para um elemento.

Considerando-se um elemento de deformacdo plana no qual atuam cargas distribuidas
p nos lados do elemento e p nos nds do elemento, pode-se escrever o principio dos trabalhos

virtuais como

”AééTodA:HAéUT pdA+du' p (12)

substituindo-se (8), (9) e (11) em (12), obtém-se

j jAéﬁT B"®_GdA= ﬂAa‘GTcDI pdA+8u"p (13)
ou

UL BT @, dAp = ([, @lpdA+p (14)
Definindo-se

L=[[ BT®,dA (15)
e
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P=[[ ®lpdA+p (16)

a Eq. (14) se torna
P=Lo (17)
A matriz L na relagdo de equilibrio (17) é denominada matriz de equilibrio,

relacionando as tensdes nodais o com as cargas nodais P aplicadas, em um elemento de
deformacéo plana. Levando-se em conta a dualidade estatico-cinematica, pode-se escrever a

relacéo entre taxa de deformac&o nodal generalizada & e velocidade nodal U1 como
é=L"u (18)

As expressbes (17) e (18) representam a condicdo de equilibrio e a condi¢do de
compatibilidade, respectivamente, para um elemento finito misto.

3 RELACOES FUNDAMENTAIS DE PLASTICIDADE

A seguir descrevem-se as relagdes fundamentais de plasticidade representadas por
condicdes de resisténcia e leis de fluxo Plastico.

3.1 Condicdes de resisténcia

Adota-se neste trabalho para as condic¢fes de resisténcia os critérios de plastificacdo de
Tresca e de von Mises bem como as suas respectivas linearizacoes.

3.1.1 Critério de plastificacdo de Tresca

De acordo com este critério, a plastificacdo pode ocorrer quando for atingido o valor
extremo da tensdo de cisalhamento. Qualquer estado de tensdo localizado dentro da superficie
de escoamento é considerado como um estado de tensdo eldstico.

A representacdo matematica da superficie de escoamento de Tresca, escrita em funcdo das
tensdes nominais, €

(O'X—O'y)2+4l')2(y=0'§ (19)

No presente trabalho, a expressdo (19) é linearizada da mesma forma utilizada para
linearizar a superficie de Mohr-Coulomb, conforme descrito em Buzar (2004), tomando-se 0
angulo de atrito como ¢ = 0° e a coesdo como a tensdo de escoamento do material ¢ = co.

3.1.2 Critério de plastificacéo de von Mises

Este critério assume que o escoamento comeca quando a energia de distor¢do atinge um
valor igual a energia de distor¢do de escoamento em um ensaio de tracao simples. O critério foi
sugerido por von Mises em 1913 e é também conhecido como teorema da energia distorcional.

A superficie de escoamento de von Mises, escrita em funcdo das tensées nominais, é
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2 2 2 2
o, +o,—o,0, 131, =0, (20)

Para a linearizagdo da superficie de von Mises considera-se inicialmente um oitavo do
elipséide, utilizando-se 1, 2, 4 ou 9 planos. Usando estes planos como base e através de uma
matriz de sinais, geram-se sistemas de 8, 16, 32 e 72 planos, respectivamente, para o elipsoide
completo, conforme detalhado em Buzar (2004).

E possivel entdo definir as condicdes de resisténcia (19) e (20), nos pontos de controle de
desenvolvimento da plasticidade do sistema estrutural, utilizando-se uma representacédo
poliédrica da superficie de ruptura de forma linearizada, como

Al Bl Cl Dl
A2 BZ CZ ” < D2

y | =

Al'l Bn Cn Y D

n

Q Q

ou nNe<c’ (21)

N\

onde n é a matriz de normalidade e c* € 0 vetor das capacidades plasticas.

As condicOes de plastificagdo expressas em (21) séo funcdes do vetor de tensbes o.
Como no presente trabalho, adota-se uma formulacdo de elementos finitos hibridos, para que
seja possivel a montagem do problema de programacdo linear equivalente ao critério estatico e
cinematico, da andlise pléastica limite, é necessario substituir (2) em (21), chegando-se a

nN"Ya<o (22)

3.2  Leis de fluxo plastico

Devido a consideracdo de plasticidade associada e levando-se em conta a relacdo (22), as
leis de fluxo pléstico em termos de taxas de deformacdo (Maier, 1968), podem ser escritas

of (o)
oo

& =¢

(23)

& >0 (24)

onde £ é o vetor das taxas dos multiplicadores plasticos nos pontos de controle da plasticidade
e 0 sobrescrito p refere-se a parcela plastica do vetor das taxas de deformacédo generalizada.

Alternativamente, pode-se escrever as leis de fluxo plastico, para o elemento finito
hibrido, em uma forma linearizada como

" =¥Tng (25)
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£>0 (26)

4 ANALISE PLASTICA LIMITE

Com a linearizacdo do critério de escoamento, a analise plastica limite pode ser efetuada
pela solugdo de problemas duais de programacao linear (PL’s), associados aos teoremas estatico
e cinematico da plasticidade. Alternativamente, ela pode ser realizada através de um problema
de complementaridade linear (PCL), o que representa as condi¢des de Karush-Kuhn-Tucker
(KKT), necessarias ¢ suficientes para a obtenc¢do das solugdes 6timas dos PL’s duais (Smith,
1990). No presente trabalho, a anélise plastica limite é realizada por meio tanto do PL associado
ao teorema estatico quanto do associado ao teorema cinematico, conforme apresentado por
Sahlit (1992) e Mello & Sahlit (1993).

4.1 Teoremas estatico e cinematico da analise plastica limite

Os teoremas estatico e cinematico para os modelos hibrido e misto foram obtidos em
trabalhos anteriores dos autores Buzar (2002 e 2003), e séo sumarizados na tabela 3.

Tabela 3. Problemas de programacdo matematica linear (PLs) associados aos teoremas estatico e
cinematico para os modelos hibridos e mistos de elementos finitos (Buzar, 2004).

PLs OBJETIVO MODELO HIBRIDO MODELO MISTO
o Minimizar & —Plu & —Plu
O

s 2R [ R
uZJ ¥'n -G"|u]| |0 n -L" Ju| |0
O

* *

& 20 & 20

Maximizar

Sujeito a 0 nvlal<le
{PV —G}L}: P,

ESTATICO

CILAMCE 2015
XXXVI Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Ney Augusto Dumont (Editor), ABMEC, Rio de Janeiro, RJ, Brazil, November 22-25, 2015



M. A. R. Buzar, M. H. R. de Gregorio, L. S. P. Inojosa

Na tabela 3, mostram-se 0s problemas de programacdo matematica associados aos
critérios estatico e cinematico para os modelos de elementos finitos hibridos e mistos. Pode-se
observar que as diferencas nos Pls decorrem da teoria dos elementos finitos. A formulacdo do
elemento finito misto leva a uma matriz de equilibrio L, definida na Eq. (15), a partir de
integracdo no dominio. No caso do elemento finito hibrido a formulag&o leva a uma matriz de
equilibrio G, definida na Eq. 4, que é uma integral sobre o contorno do elemento finito. Além
disto podemos observar que o elemento finito misto envolve as incognitas de tensdes nominais
Ox Oy € Oxy. Ja 0 elemento finito hibrido trabalha com cinco parametros de tensdes au, oo, o3,
o e as. Na tabela 4 mostram-se as equacdes de equilibrio para os modelos hibrido e misto.

Tabela 4. Equacdes de equilibrio para os modelos hibridos e mistos (Buzar, 2004).

Modelo numérico Matriz de equilibrio Incognita Carga Equacdo de equilibrio
T
Finito misto L:” 82 YdA o p Lo—-P=0
A\ OX
Finito hibrido G= jr N @ dr o f Ga-f=0

A sequir, considera-se um exemplo numérico obtido aplicando modelos de elementos
finitos hibridos e mistos para problemas de programacdo matematica linear empregando-se
tanto o critério estatico quanto o critério cinematico.

5 EXEMPLO DE APLICACOES NUMERICAS

No presente trabalho, os problemas de programacéo linear associados aos teoremas
estatico e cinematico, obtidos por meio da representacdo poliédrica em hiperplanos das
superficies de ruptura de Tresca e de von Mises sdo resolvidos utilizando-se o software
comercial LINDO (Linear Interactive Discrete Optimizer), (Schrage, 1991), versdo 5.3 ou
alternativamente, o software MINOS. O c6digo computacional para elementos finitos hibridos
foi elaborado utilizando-se o software Visual Fortran (Compaq Visual Frotran, 1999). Vale
ressaltar que os resultados obtidos com a utilizacdo do teorema estatico sdao semelhantes aos
resultados obtidos com aplicacdo do teorema cinematico.

5.1 Chapa com furo circular no centro discretizada com malha distorcida
e concava

Neste exemplo, pretende-se obter o fator de carga de colapso e 0 mecanismo de colapso
plastico de uma chapa com furo central o que permite o emprego de elementos finitos hibridos
distorcidos para discretizacdo da chapa. Neste exemplo, pode-se enfatizar que o elemento finito
possui a cavidade concava, ndo podendo ser resolvido pelo elemento misto de quatro nés na
forma tradicional.
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O problema ¢ analisado por meio tanto do critério de plastificacdo de Tresca quanto do
de von Mises a chapa é submetida a carga distribuida de tragdo de 1KN/m, conforme figura 3.
Considera-se que a tenséo de escoamento seja o = 1 KPa e que o peso proprio seja desprezivel.
A solucdo analitica para o problema em questdo é fornecida em Kaliszky (1989) sendo igual a
0,60. No desenvolvimento da analise sdo utilizadas trés malhas de elementos finitos hibridos
com geometria distorcida e concava conforme figura 4.
TKN /m

A

2m

L4 4

1KN/m

Figura 3. Geometria e carregamento da chapa com furo central (Buzar, 2004).

Na figura 4, apresentam-se as trés malhas utilizadas para a discretiza¢ao do problema.

Figura 4. Discretizagdes adotadas para o elemento finito hibrido de quatro nés (Q4 Hibrido): malha Q4/1
com 52 néds e 36 elementos, (b) malha Q4/2 com 94 nds e 72 elementos, (c) malha Q4/3 com 102 nos e 76
elementos (Buzar, 2004).

Na figura 5, pode-se observar melhor a facilidade introduzida pelo elemento finito hibrido,
que permite a modelagem de geometrias curvas discretizadas com o emprego de poucos
elementos finitos com lados concavos.
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Figura 5. Detalhe da discretizacio adotada para o elemento finito hibrido de lados cdncavos (Buzar, 2004).

Na tabela 5 mostram-se 0s resultados obtidos com o programa de elementos finitos
hibridos para as trés malhas utilizando-se os critérios de Tresca e de von Mises. Os resultados
obtidos s&0 muito proximos aos valores de referéncia. E importante salientar a melhoria nos
resultados encontrados para a malha Q4/3 que tem somente 4 elementos a mais em relacdo a

malha Q4/2. Isto s é possivel pelo fato do elemento finito hibrido poder representar melhor a
geometria do problema conforme figura 4.

Tabela 5 - Fator de carga de colapso para o critério de plastificacdo de Tresca e von Mises em fun¢do da
malha em elementos finitos e do nimero de planos de lineariza¢do da superficie (Buzar, 2004).

8 Planos 16 Planos 32 Planos 72 Planos
Malha NN NE

Tresca Mises Tresca Mises Tresca Mises Tresca Mises

Q4/1 52 36 06753 04876 0,7092 0,5746 0,7161 0,6589 0,7176 0,6695
Q4/2 94 72 10,6206 0,4875 0,6569 0,5735 0,6649 0,6400 0,6663 0,6500

Q4/3 102 76 05944 04676 0,6272 0,5459 0,6240 0,6154 0,6355 0,6276

Vale ressaltar que os resultados indicados na tabela 5 para as malhas da figura 4, foram
obtidos somente com o emprego do elemento finito hibrido. Como as malhas da figura 4

apresentam concavidade em alguns elementos, a adocdo do elemento finito misto neste caso
produziria singularidade.
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Na figura 6 mostram-se 0os mecanismos de colapso da chapa, para as trés malhas
consideradas na solugdo do problema, obtido tanto pelo PL estatico quanto pelo PL cinematico
conforme tabela 5.

Figura 6. Mecanismo de colapso ilustrado com a biblioteca gréafica OpenGL para a chapa com furo
central discretizadas com as malhas: (a) Q4/1, (b) Q4/2, (c) Q4/3 (Buzar, 2004).

6 CONCLUSOES

Empregam-se neste trabalho os modelos de elementos finitos hibridos e mistos para
problemas de programacdo matematica linear adotando-se 0s teoremas estatico e cinematico da
andlise plastica limite. Ambas as formulagcdes matematicas e a implementacdo numérica dos
teoremas estatico e cinematico fornecem o fator de carga de colapso bem como o mecanismo
de colapso plastico. Adota-se para o elemento finito hibrido uma formulacéo que considera as
variaveis primarias de tensées no dominio e de deslocamentos no contorno do elemento finito
(Felippa, 2000). Para o elemento finito misto as variaveis primarias de tensdes e deslocamentos
sdo consideradas somente no dominio do elemento.

Na analise do problema de chapa sob tracdo mostra-se que ha convergéncia dos
resultados para o caso de linearizacdo da superficie de Tresca com menos planos que a
superficie de von Mises. No exemplo de chapa com furo central pode-se observar uma das
vantagens do elemento finito hibrido, que é a possibilidade do uso de malhas com elementos
finitos de lados concavos para a modelagem de problemas com a geometria irregular.

Observou-se, no mecanismo de colapso plastico da chapa, obtido com o programa de
elementos finitos hibridos, que a linha de ruptura tende a se definir mais nitidamente na medida
em que se aumenta a densidade de elementos na malha. Mesmo a malha com poucos elementos
jaindica, com razoavel preciséo, a regido onde ocorre a ruptura da chapa.
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