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Abstract. A compreensdo dos fendmenos envolvidos em processos de mudanga de fase (fusdo /
solidificagcdo) é de importancia fundamental em diversas dreas do conhecimento tais como na
engenharia e na metalurgia. No presente trabalho é apresentada uma formulagcdo do método
dos volumes finitos para problemas de transferéncia de calor com mudanca de fase considerando-
se a convecgdo natural na regido liquida do dominio. Sdo formuladas as equacdes do movi-
mento de Navier-Stokes para escoamentos incompressiveis acrescidas da equagdo da energia.
O tratamento do problema de mudanca de fase é feito pelo método da entalpia-porosidade onde
a condigdo de velocidade nula no sélido é tratada por termos fonte adicionais sendo o efeito
da convecgdo natural tratado por meio da aproximacdo de Boussinesq. Apresentam-se dife-
rentes algoritmos para tratamento do acoplamento pressdo-velocidade e das ndo-linearidades
presentes nas equagoes do movimento. Um codigo desenvolvido e implementado em lingua-
gem Python é verificado através da comparagdo de resultados encontrados na literatura com o
programa Phoenics.

Keywords: Mudanca de fase, Entalpia-porosidade, Volumes finitos, Transferéncia de calor
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Uma implementagdo para solugdo de problemas de mudanga de fase

1 INTRODUCAO

Problemas de fronteira livre (ou movel) s@o caracterizados pelo fato de que a forma e a
posicado de pelo menos uma parte fronteira do dominio sdo desconhecidas ao longo do tempo,
sendo necessdria sua determinacdo como parte da solucdo do problema. Nesta classe de pro-
blemas sdo encontrados os problemas de mudanca de fase. Neste trabalho, considera-se como
mudanca de fase a passagem de um material do seu estado liquido para solido (solidifica¢do)
e/ou a passagem do estado sélido para liquido (fusdo).

Problemas de mudanca de fase possuem aplicacdes praticas em diversas areas do conheci-
mento tais como na engenharia e metalurgia. Exemplos de aplicagdes incluem derretimento e
solidificacdo de rios, lagos e calotas polares, fundicdo e moldagem de equipamentos e pecas in-
dustriais, armazenamento de energia térmica, soldagens, crescimento de cristais, lingotamento
continuo entre outros (Alexiades et al., 2003, Rady et al., 1996, Sun et al., 2007, Odone et al.,
2013).

Varios fendmenos podem estar envolvidos quando um material se solidifica ou derrete. Um
processo de mudanca de fase pode envolver, além da transferéncia de calor, transporte de massa,
super resfriamento (redu¢ao da temperatura de um material abaixo de seu ponto de fusdo sem
que ocorra sua solidificagdo), liberacao ou absor¢ao de calor latente, efeitos de superficie entre
outros (Alexiades et al., 1993). Diante disso, a classe de problemas de mudanca de fase mais
simples e ponto de partida para o estudo de casos mais complexos é composta pelos proble-
mas de Stefan nos quais sdo levados em conta varias hipdteses simplificadoras permitindo que
solugcdes analiticas possam ser estabelecidas (Odone et al., 2013, Alexiades et al., 1993). Em
geral, nestes problemas considera-se apenas a condu¢@o como principal mecanismo de trans-
feréncia de calor, sendo formulados apenas em termos de um balanco de energia escrito na
forma da equacgdo de transferéncia de calor. Problemas mais gerais, envolvendo por exemplo
transporte de massa por convecgdo e efeitos gravitacionais, requerem a utilizacdo de equacoes
de movimento além da equagdo da energia, tornando suas formulacdes complexas e deman-
dando modelos computacionais para a sua solucao.

Os modelos numéricos para a solucdo de problemas de mudancga de fase podem ser clas-
sificados como: métodos de malha deformavel ou adaptativa e métodos de malha fixa (Real
et al., 2003). Nos métodos de malha adaptativa um conjunto de equacdes de conservacao €
empregado separadamente em cada fase. Condi¢des de continuidade do fluxo de calor e da
temperatura através da regido de transicao de fase devem ser consideradas. Para acompanhar
a forma e posicao da interface ao longo do tempo, a malha computacional empregada deve ser
adaptada a cada passo de tempo (Gartling, 1980). Por outro lado, nos métodos de malha fixa, um
unico conjunto de equacdes € aplicado em todo dominio computacional, tanto na fase liquida
quanto na fase sélida. A determinagdo da regido de transicao de fase pode ser aproximada por
meio do calor latente total presente em volume de controle (VC) computacional. Uma restri¢ao
que deve ser atendida nestes métodos é que as velocidades calculadas por meio das equagdes do
movimento sejam nulas nas regides do dominio ocupadas pelo material em estado solido (Rady
etal., 1996). Alguns métodos empregados para impor essa condi¢cao podem ser encontrados em
Morgan (1981), Gartling (1980), Voller et al. (1985, 1986, 1987) e Brent et al. (1988).

Um dos métodos mais utilizados para impor a condi¢do de velocidade nula nas regides
s6lidas € o método da entalpia-porosidade no qual o efeito do aumento gradual da viscosidade
com a solidificacdo do material € artificialmente obtido através de uma analogia com o fluxo
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em um meio poroso. Desta forma, a distribui¢do dessa porosidade ficticia é calculada a partir
da fracdo liquida do material ao longo do tempo. Sua implementacdo é feita por meio da
formulacdo de termos fonte baseados na lei de Darcy e na equacdo de Carman-Kozeny para
meios porosos que sao adicionados as equacdes do movimento (Voller et al., 1987). Outra
caracteristica deste método € a formulagcdo da equacdo da energia em termos da quantidade
termodinamica entalpia que, diferentemente da temperatura, permite distinguir a fase sélida da
fase liquida (Alexiades et al., 1993).

Neste trabalho, uma formulacdo para a solucdo de problemas de condugdo de calor com
mudanca de fase e convecc¢do no liquido baseada no método da entalpia-porosidade € apre-
sentada. As equacdes do modelo sdo discretizadas pelo método dos volumes finitos e para o
tratamento das ndo-linearidades e do acoplamento pressdo-velocidade presentes nas equacoes
do movimento sdo descritos e utilizados os algoritmos SIMPLE, SIMPLEC e SIMPLER. Os
termos difusivos sdo tratados por meio de diferencas centrais enquanto os termos convectivos
sao tratados por meio dos esquemas upwind e hibrido. O cédigo desenvolvido foi implementado
em Python e através da comparacgdo de seus resultados com solugdes de problemas de mudanca
de fase encontrados na literatura verifica-se sua validade e correcao.

2 EQUACOES DO MODELO

Em um método de malha fixa como o método da entalpia-porosidade apenas um con-
junto de equagdes de conservacdo precisa ser formulado em todo o dominio dos problemas.
Para a formulag@o das equacdes do modelo assume-se que os materiais possuem propriedades
termofisicas constantes com excecdo da densidade. A variagdo da densidade em funcdo da
temperatura € tratada por meio da aproximacdo de Boussinesq (Ferziger et al., 2002), isto &,
densidade constante em todos os termos das equagdes com excec¢do de um termo fonte de em-
puxo empregado na equagcao de movimento na direcao da aceleracdo da gravidade. Além disso
assume-se ainda que os materiais no estado liquido sdo fluidos newtonianos incompressiveis,
e o escoamento € laminar bidimensional. Para um material sob mudanca de fase a equacao da
conservacao da energia pode ser escrita em termos da entalpia total como:

a —

5;PH) +V - (pVH) =V - (kVT) (1)
onde p € a densidade, V = (u,v) é o vetor velocidade, k é a condutividade térmica, T € a
temperatura e / = h-+AH ¢ a entalpia total sendo h = h,f+ fTTT o c(T)dT a entalpia sensivel,
AH o calor latente total e c o calor especifico. Tomando-se 7.y = h,.; = 0, a entalpia total
pode ser escrita como H = ¢1'+ AH. Substituindo essa expressao para a entalpia total na Eq.
(1), tem-se

(o) + V- (0Vh) =V - (aVh) =~ (pAH) =V - (7 AH) @

onde o lado direito da Eq. (2) leva em conta a evolugdo do calor latente e o« = k/c.

O calor latente total A H € restrito ao limite 0 < AH < [ onde L é o calor latente de fusido
ou simplesmente o calor latente do material, uma propriedade termofisica dada. A relacdo entre
o calor latente total e o calor latente de fusdo tem a seguintes interpretagdes fisicas:

AH AH
fracdo liquida: f; = < fracdo sdlida: fy =1 — - = 1—f
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O calor latente total é definido como uma fungio da temperatura e diversas relagdes AH =
f(T) podem ser estabelecidas ou obtidas experimentalmente. Neste trabalho, considera-se que
o processo de transicao de fase ndo ocorre a temperatura constante e a seguinte relacao linear
por partes para a evolugdo do calor latente com a temperatura € adotada:

0, se T < T
L T-1T,
AH=f(T)={ =14+ —"— T, <T<T, 3
f( ) 2( +O5(71Z_TS)>7 S€ = >~ 1] ()
L, se T >1,

onde T}, = 0.5(T;+T5) é considerada a temperatura de fusdo, e, para um processo de solidificag@o,
T é a temperatura abaixo da qual o material é completamente s6lido e 7; é a temperatura acima
da qual o material € completamente liquido.

Para o tratamento da convec¢do natural na regido liquida do dominio, equagdes de movi-
mento sdo utilizadas e como o escoamento € considerado incompressivel, a essas equagdes de
movimento deve ser acrescentada a equagdo da conservagdo da massa ou equacao da continui-
dade. Sob as hipdteses mencionadas anteriormente, as equacdes da conservacdo da quantidade
de movimento linear (uma para cada componente da velocidade) e a equacdo da continuidade
sdo dadas respectivamente por:

o) 5 dp

i)+ V- (pVu) = V- (uVu) — 5= — Au @)
Q)+ V- (pP0) = V- (u90) — L — Av+ 5 5
5 (v pVv) = u v—ay— v+ Sy S
V-V =0 (6)

onde 1 € a viscosidade dindmica e p € a pressao.

Em um método de malha fixa como o método da entalpia-porosidade, é necessario impor
uma condicdo que torne nulas as velocidades computadas pelas equagdes do movimento na
regido solida. No método em questdo, esta condi¢do € alcangada definindo-se o parametro A
nas Eq. (4) e (5). O objetivo € reduzir gradualmente as velocidades de valores finitos na regido
liquida para zero na regido solida (Brent et al., 1988). Isto pode ser feito assumindo-se que os
VCs computacionais que estdo em processo de mudanca de fase, isto é, com 0 < AH < L,
simulam um meio pseudo-poroso com a porosidade definida pela fragdo liquida f; do VC. O
valor de A € entdo definido de modo que as equacdes do movimento sdo forcadas a simular a
equacdo de Carman-Kozeny para escoamentos em meios porosos:

(1-N2
sV )

onde )\ € a porosidade e V, é uma velocidade aparente. Com isto, uma defini¢do apropriada para
o valor de A nas Egs. (4) e (5) é:

(- 1)
A= Oy
P +q
onde C' é uma constante relacionada com a morfologia da regido de transicao de fase e ¢ € uma
constante adicionada para impedir divisao por zero quando f; = 0 (regido sélida).

Vp=-C

®)
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Em termos praticos, o efeito do valor de A se da da seguinte forma (Odone et al., 2014):
nos VCs que estdo na fase completamente liquida, ou seja, com AH = Le f; = 1, o valor
de A é zero e portanto ndo ird influenciar o comportamento das equagdes do movimento. Nos
VCs que estdo sob mudancga de fase, ou seja, com 0 < AH < Le0 < f; < 1,ovalorde A
aumenta com a reducdo de f;, e passa a exercer dominio sobre os demais termos dependentes
das componentes da velocidade. Desta forma as equacdes de movimento passam a simular o
comportamento da equacdo de Carman-Kozeny e fazendo com que as velocidades tendam para
zero. Na regido com VCs completamente em estado sélido, isto é, com AH = 0e f; = 0,
o valor de A serd suficientemente alto em relacdo aos demais termos das equag¢des do movi-
mento fazendo com que as velocidades calculadas sejam praticamente nulas. Em termos de
implementagdo computacional, por multiplicar as componentes da velocidade, o valor de A
ndo altera o termo independente, mas é somado em cada elemento da diagonal principal das
matrizes de coeficientes, provocando numericamente o efeito desejado.

O termo fonte S, empregado na equagdo de movimento relativa a componente vertical da
velocidade (na direcao da gravidade) é um termo de empuxo empregado para induzir convecgao
natural na regido liquida do dominio. O fendmeno da convecgdo natural, ou de transporte de
matéria na regido liquida, decorre de que gradientes de temperaturas induzem gradientes de
densidade que, por sua vez, induzem o movimento. Este termo é baseado na aproximacdo de
Boussinesq: assume-se que a densidade é constante em todos os termos das equacdes exceto
para o termo de empuxo S;. Para a maioria dos fluidos, a densidade pode ser relacionada de
forma linear com a temperatura. Com isso, a expressao para o termo de empuxo é:

. PgB(h — hyey) )

c
onde g € a aceleragdo da gravidade e [ o coeficiente de expansio térmica.

O sistema de equacdes do método da entalpia porosidade dados pelas Egs. (2), (4), (5)
e (6) sdo acopladas além de serem nao-lineares. Neste trabalho sdo utilizados os algoritmos
SIMPLE, SIMPLEC e SIMPLER para a solugdo iterativa do sistema de equagdes do modelo.

A equacdo da continuidade normalmente ndo € empregada em sua forma usual da pela
Eq. (6). Em um algoritmo iterativo de solu¢do como os acima citados, esta equacdo é rees-
crita de modo a se transformar em uma equagdo para a pressdo ou de correcdo para a pressao.
Além disso, a equagdo da energia dada pela Eq. (2) por si s6 requer um procedimento iterativo
para a sua resolucdo (Voller et al., 1987). No que se segue, apresenta-se a discretizacio e os
procedimentos de solucdo do sistema de equacdes do modelo.

3 DISCRETIZACAO PELO METODO DOS VOLUMES FINITOS

Para a discretizac@o do sistema de equacdes dados pelas Egs. (2), (4), (5) e (6) empregou-
se o método dos volumes finitos (MVF) em malhas cartesianas retangulares (Odone et al.,
2014). A Fig. 1 ilustra trecho de uma malha em um dominio bidimensional empregada para
a discretizacao espacial dos problemas aqui tratados. Os ponto P indica o centro de um volume
de controle (VC) onde varidveis escalares como a entalpia, temperatura e calor latente sdo cal-
culadas. Os pontos F, W, N e S indicam os pontos vizinhos de P. O VC ao redor do ponto P
¢ limitado pelas faces e, w, n e s.

Nas faces dos VCs de varidveis escalares sdo calculadas as componentes da velocidade.
Assim, de acordo com a Fig. 1, as componentes horizontais da velocidade sdao calculadas nas
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Figura 1: Stencil computacional para o método dos volumes finitos

faces verticais dos VCs escalares (por exemplo, u.) enquanto as componentes verticais sao
calculadas nas faces horizontais dos VCs escalares (por exemplo, v,,). Esse procedimento, de
empregar malhas deslocadas para diferentes varidveis, € empregado para se evitar problemas
relacionados a avaliacdo do gradiente de pressdo nas faces dos VCs (Versteeg et al., 2007,
Patankar, 1980).

As equacgdes da conservacao da energia (Eq. (2)), e da quantidade de movimento linear
(Eq. (4) e Eq. (5)) possuem formas discretas muito similares. A equacao discreta da energia
pode ser escrita como:

aphp = axhy + ashs + aghp + awhw + a»h% + b. (10)

onde a; sdo os coeficientes contendo combinagdes da discretizagdo dos termos difusivo e con-
vectivo. O sobrescrito 0 indica avaliagdes da corresponde expressao no passo de tempo anterior,
sendo a% = pdzdy/dt. A discretizagdo temporal é completamente implicita de primeira ordem
e os termos sem sobrescritos sdo avaliados no passo de tempo atual. O termo b representa
a discretizacdo do lado direito da Eq. (2) e também contém termos devido as condicdes de
contorno.

A discretizagdo das equagdes do movimento pode ser feita de modo anédlogo a equagdo da
energia e as equagdes discretas podem ser escritas como:

Aele = Z AppUnp + CLS'LLS + (pP - pE)Ae +b (1 1)

AnUp = Z AppUnp + CL?LU?L + (pP - pN)An + b (12)

onde o somatdrio é tomado sobre cada um dos pontos vizinhos para cada componente da velo-
cidade. As expressoes (pp —pr)Ae € (pp — pn) A, resultam da integracdo feita para o gradiente
da pressdao com A, e A, sendo as dreas do VC para os quais as equagdes estdo sendo escritas.
O termo b contém a discretizacdo feitas para termos fonte como a aproximacgao de Boussinesq,
By, e termos advindos das condi¢des de contorno de do passo de tempo anterior. Similarmente a
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equacao discreta da energia, os coeficientes a; contém combinagdes da discretizacdo dos termos
difusivo e convectivo.

Um dos pontos chave do MVF consiste na avaliagao de uma dada grandeza escalar (tempe-
ratura, entalpia, componentes da velocidade, etc.) e do gradiente dessa gradeza escalar através
das faces dos VCs ap6s a integracao da equagdo diferencial em um VC. Para a avaliacdo do gra-
diente € usual empregar o esquema central. Ja para a avaliagdo da grandeza em si, sdo inimeros
os esquemas de discretizagdao que podem ser empregados. Para este trabalho, adotou-se os es-
quemas upwind de primeira ordem e o esquema hibrido ((Odone et al., 2014, Versteeg et al.,
2007, Patankar, 1980).

4 ALGORITMOS DE SOLUCAO

As Eq. (2), (4), (5) e (6) formam um sistema de equacdes diferenciais nao-lineares e
acopladas. Ainda, o processo geral de solu¢do de um problema de mudanga de fase requer o
calculo do valor de A (Eq. 8), da fragdo liquida f;, e do termo de empuxo .S;, entre outros. Além
disso, a equacdo da energia Eq. (2) requer um tratamento especifico para a atualizacao do calor
latente A H e uma solucio de modo iterativo.

Nesta secao descrevem-se os algoritmos iterativos SIMPLE, SIMPLEC e SIMPLER (Vers-
teeg et al., 2007), empregados primordialmente para resolver as ndo-linearidades e o acopla-
mento pressao-velocidade presentes nas equacoes do movimento (Eq. (4), Eq. (5)). Em parti-
cular, explica-se como estes algoritmos transformam a equagdo da continuidade (Eq. (6)) em
formas especificas para fornecer a pressao ou correcao para a pressao. Se alguma varidvel esca-
lar depender das velocidades, elas também devem fazer parte do algoritmo, como sera descrito.
Também mostra-se o algoritmo global de solucdo de um problema de mudanga de fase pelo
método da entalpia-porosidade.

No que se segue, admite-se que as equacdes da conservacao da quantidade de movimento
sejam escritas para um problema de escoamento sem mudanca de fase, isto €, sem a inclusio
dos termos fonte adicionais do método da entalpia porosidade. Tal simplificacdo ndo altera a
forma como os algoritmos descritos sdo aplicados a problemas de mudanca de fase.

4.1 Algoritmo SIMPLE

O algoritmo SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations) € o pilar cen-
tral de uma série de métodos iterativos similares onde os fluxos de massa I, = pue F, = pv
através das faces dos VCs sdo avaliados por meio de estimativas para as componentes u € v
da velocidade sendo necessdria também uma estimativa para o campo de pressdoes. A medida
que o algoritmo evolui, espera-se que as estimativas fornecidas se aproximem da solugdo das
equacgoes.

Admitindo-se uma estimativa p* para o campo de pressoes e considerando-se que os fluxos
de massa I, = pu e I}, = pv através das faces dos VCs tenham sido calculados por uma
estimativa da velocidade, as componentes ©* e v* da velocidade podem ser obtidas a partir das
equagdes de movimento de modo que:

a.u; = Z anptisy + (Pp — D) Ae + be (13)
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AUy =D AUy + (Dp — P ) An + by, (14)

onde os termos avaliados no passo de tempo anterior, a’u? e a®u? foram inseridos na expressio

de b. Definindo-se a corre¢ao para a pressdo, p’, como a diferenga entre o valor correto da
pressdo p e da estimativa p*, e definindo-se corre¢des similares para as componentes da veloci-
dade, pode-se escrever:

p=p"+7, w=u"+u, e v=v"+7. (15)

A substitui¢do do campo de pressodes correto nas Egs. (11) e (12) levam ao célculo de compo-
nentes u € v corretas dadas por:

AeUe = Z AppUpp + (pP - pE)Ae + be (16)

AnUp = Z AppUnpb + (pP - pN)An + bn (17)

Subtraindo a equagdo Eq. (16) da equagdo Eq. (13) e subtraindo a a equagdo Eq. (17) da
equacgdo Eq. (14) fornece:

ey, = Y anpliny, + (Pp — Pp) Ae (18)

Aty = Y anpUpy + (Pp — Dy ) An (19)

A principal aproximacdo do algoritmo SIMPLE consiste em desprezar os termos sob 0s
somatoérios, permitindo escrever:

u, = d(pp — p) (20)

v, = dn(Pp — Py) 1)
onde d. = A./a. e d, = A,/a,. As equacdes Eq (20) e Eq. (21) definem as corregdes para a
velocidade dadas em conjunto com a Eq. (15), ou seja,

U = Ul +d(Pp — D), e vy =0 +du(p — D) (22)

Lembrando que o escoamento deve satisfazer a equacdo da continuidade Eq. (6), substi-
tuindo as velocidades corretas, dadas pela Eq. (22), na forma discreta da equacao da continui-
dade leva a

appp = apPp + awPy + anply + asps + bp (23)
com os coeficientes dados por

ap = (pdA).

aw = (pdA)y

ay = (pdA), (24)

as = (pdA);

ap = ag+aw tay+as
Vp = (pu"A)y — (puA)e + (pv*A)s — (pv*A),
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A Eq. (23) representa a forma discreta da equacdo da continuidade escrita como uma
equagdo para a corre¢ao da pressdao p’. Resolvendo esta equacgdo, obtém-se corredes para a
pressdo em todos os pontos e essas corre¢des sdo empregadas para corrigir as pressoes e velo-
cidades. As principais etapas do algoritmo SIMPLE sao descritas a seguir.

1 - Defina as condicdes iniciais e de contorno;
2 - Arbitre valores para os campos p, u € v;
3 - Repita até a convergéncia:
3.1 - Resolva as equacdes de movimento discretas, obtendo u* e v*:
aetly, = Z Anpliny, + (Pp — Pg)Ae + be
vy = Y GnpUppr + (Dp — D) An + by
3.2 - Resolva a equacdo de corre¢io da pressao, obtendo p':
appp = apPp + awPy + anply + asps + bp
3.3 - Corrigir as pressoes e velocidades, obtendo u, v e p:
p=p"+p  uc=ui+de(pp—pp)  va=v,+du(pp—Py)
3.4 - Resolver outras equacdes discretas, obtendo ¢:

apdp = apPp + awow + andn + asps + by

3.5 - Defina as estimativas para a proxima iteracao:

* *

Pt =p ut =u vt =w

4.2 Algoritmo SIMPLEC

O algoritmo SIMPLEC (Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations Consistent)
possui etapas idénticas ao algoritmo SIMPLE (Versteeg et al., 2007) com diferenga na defini¢ao
dos valores d. e d,, nas expressdes de correcdes da velocidades dadas pelas Eq. (20) e Eq. (21)
ou Eq. (22).

No SIMPLEC as equagdes do movimento sao manipuladas de modo que as expressdes de
correcdo para as componentes da velocidade sio escritas como

u, = do.(pp — py), com d,= ae—AXeMnb (25)
e
o = (o — ), com dy = —n (26)
" " ’ " ap — Z Qnp

Todas as demais expressoes e passos do algoritmo SIMPLEC sdo exatamente os mesmos do
algoritmo SIMPLE.

4.3 Algoritmo SIMPLER

O algoritmo SIMPLER - Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations Revised
- (Versteeg et al., 2007, Patankar, 1980) apresenta como caracteristica o uso da equacdo de
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correcdo da pressdo para corrigir as velocidades mas empregando entretanto, uma equagao a
parte para fornecer diretamente as pressoes intermedidrias.

A partir das equacdes de movimento discretas

AelUe = Z AppUpp + (pP - pE)Ae + be (27)

AnUp = Z AnpUnp + (pP - pN)An + bn (28)
definem-se as pseudo-velocidades 4 e v dadas por

i, = 2 @aplnb + be (29)

Qe

~ Z QnpUnb + bn
Up = =

an
Reescrevendo as equacoes do movimento Eq. (27) e Eq. (28) e usando a Eq. (29) e a Eq. (30)
obtém-se:

Ue :ae+de(pP_pE) (31)

(30)

Up = @n + dn(pP - pN) (32)
comd, = Ac/aced, = A, /ay.

Empregando-se expressoes como a Eq. (31) e Eq. (32) na equacdo discreta da continuidade,
obtém-se a equacgdo da pressdao dada por

appp = agpr + awpw + anpn + asps + bp (33)
com os coeficientes dados por

ap = (pdA).

aw = (pdA)y

ay = (pdA), (34)

as = (pdA);

ap = ag+aw +ay + ag

blP = (paA)w - (pﬁA)e + (/)ﬁA)s - (pf)A)n

A solucdo da equagdo da pressdo Eq. (34) fornece um campo de pressdes que, empregado
nas equacgdes do movimento discretas Eq. (27) e Eq. (28), permite obter as velocidades u* e v*.
Estas velocidades por sua vez sido usadas para resolver a equagdo de corre¢do da pressao, Eq.
(23). As correcOes para a pressao obtidas sdo usadas apenas para corrigir as velocidades mas
nao as pressoes. As principais etapas do algoritmo SIMPLER sao apresentadas a seguir.

1 - Defina as condicdes iniciais e de contorno;
2 - Arbitre valores para os campos u € v;

3 - Repita até a convergéncia:
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3.1 - Calcule as pseudo-velocidades, obtendo u e ©:
~ Z ApbUnp + be

e

Qe
~ Z ApbUnb + bn
Uy = ———
Qp

3.2 - Resolva a equacgdo da pressdo usando 4 e 0, obtendo p:

appp = agpr + awpw + anpn + asps + bp
3.3 - Defina a pressao arbitraria:
pr=p

3.4 - Resolva as equacdes de movimento discretas, obtendo u* e v*:

*

Qe = Z by, + (Pp — PE)Ae + be
apvy = Y AnpUpp + (P — D) An + by
3.5 - Resolva a equagdo de corre¢io da pressao, obtendo p':
appp = appy + awpyy + anply + asps + p
3.6 - Corrigir somente as velocidades, obtendo u, v:
Ue = ug +de(Pp —Pp)  Un = vy, + du(plp — Pi)
3.7 Resolver outras equacdes discretas, obtendo ¢:

apdp = apPp + awow + andn + agps + by

3.8 - Defina as estimativas para a proxima iteracao:

U =1u v =0

4.4 O método da entalpia-porosidade

Os algoritmos apresentados podem ser empregados em conjunto com as relagdes descri-
tas para o método da entalpia-porosidade na solucdo de problemas de mudanca de fase. As
principais etapas para a solu¢do de um problema de mudanca de fase pelo método da entalpia-
porosidade sdo descritas a seguir.

1 - Defina as condicdes iniciais e de contorno;
2 - Arbitre valores para os campos u e v (e p, se usar o SIMPLE ou SIMPLEC);

3 - Calcule os valores iniciais das relacdes do método da entalpia-porosidade:
AH, f, A S

4 - Repita para cada passo de tempo:

4.1 - Algoritmo SIMPLE, SIMPLER ou SIMPLEC sem a equagao da energia
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4.2 - Solugdo da equacdo discreta da energia, restringindo 0 < AH < L:

aphp = axhy + ashs + aghg + awhy + a%hop +b

4.3 - Atualizar valores para o préximo passo de tempo

4.5 RESULTADOS

Nesta secdo apresentam-se alguns resultados numéricos obtidos empregando-se o método
da entalpia-porosidade descrito através do desenvolvimento e implementacao de um cédigo em
linguagem de programagdo Python.

O problema estudado trata da solidificacdo de um liquido em uma cavidade quadrada em
que o processo de mudanga de fase envolve convecgao natural na regido liquida do dominio. A
Fig. (2) a seguir ilustra esquematicamente o processo de solidificagao.

t=0 t>0
o —_—
liquido
liquid
T Ti=Tw Tu Te S
soélido

Figura 2: Esquema de um processo de solidificacao

O problema, descrito em Argentieri et al. (2003) e Voller et al. (1987), tem inicialmente
seu dominio preenchido com um material na fase liquida a temperatura 7' = 7;. As paredes
superior e inferior sdo isoladas termicamente enquanto que a parede direita € mantida a uma
temperatura maior que a temperatura de solidificacdo do material. No instante inicial, uma
temperatura menor que a temperatura solidificacao € subitamente imposta na parede esquerda.
Assim, o processo de solidificacdo inicia-se nesta parede com uma regido de transicdo de fase
se formando e avancgado para a direita com o tempo.

Quatro casos apresentados por Argentieri et al. (2003), A, B, C e D foram simulados e
a Tabela 1 a seguir ilustra as condi¢des e propriedades do material em cada simulacdo. Em
todos os casos, a mudanga de fase ocorre em uma pequena faixa de temperaturas, com 71 =
—0,01°C e T; = 0,01°C. Com base nos dados da Tabela 1, define-se os seguintes parametros
adimensionais:

p*gBc(Ty — Trey) L

- Niimero de Rayleigh: Ray =

wk
. jic
- Nimero de Prandtl: Pra = "
Ty — T
- Niimero de Stefan: Ste = C(HLC)
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cujos valores sdo: Ray = 10* nas simulacdes A e C e Ray = 3 x 10* nas simulagdes B e D,
Ste = b nas simulacdes A e B e Ste = 10 nas simulagdes C' e D, e Pra = 103 nas quatro
simulagdes.

Tabela 1: Dados usados nas simulagoes

Simulacao A B C D
Temperatura inicial, 7; (°C') 0.5 0.5 0.5 0.5
Temperatura quente, 7 (°C) 0.5 0.5 0.5 0.5
Temperatura fria, T (°C') -05 —-05 —-05 -0.5
Temperatura de fusdo, 7y (°C) 0 0 0 0
Dimensao da cavidade, [, (m) 1 1 1 1
Densidade, p (K g/m?) 1 1 1 1
Calor especifico, ¢ (J/Kg°C) 1 1 1 1
Viscosidade, i (K g/ms) 1 1 1 1

Condutividade térmica, k£ (W/m°C) 0.001 0.001 0.001 0.001
Coeficiente de expansdo, 5 (°C~1) 0.01 0.03 0.01 0.03
Calor latente, L (J/Kg) 5 5 10 10

Gravidade, g (m/s?) 1000 1000 1000 1000

Nas simulagdes efetuadas nos quatro casos empregou-se uma malha regular uniforme de
40 x 40 VCs na discretizacao espacial, enquanto a discretizagdo temporal € totalmente implicita
de primeira ordem. A discretizacdo dos termos difusivos foi feita usando o esquema central en-
quanto o esquema hibrido foi usado para os termos convectivos (Versteeg et al., 2007, Patankar,
1980). O passo de tempo adotado em cada simulacio foi At = 20s com os seguintes valores na
expressdo Eq. (8): C = 1.6 x 10° e ¢ = 1073, O algoritmo empregado para o tratamento das
nao-linearidades e do acoplamento pressao-velocidade foi o SIMPLE.

Na sequéncia de figuras a seguir, na Fig. (3) exibe-se o campo de velocidades e a frente
de solidificacdo para o instantes de tempo ¢ = 600s, ¢ = 900s e ¢ = 1800s empregando-se os
dados da simulagdao Em cada caso, A figuras superiores - indicadas por (1) - sdo os resultados
obtidos no presente trabalho e as figuras inferiores - indicadas por (2) - sdo os resultados obtidos
por Argentieri et al. (2003). As Figs. (4), (5) e (6) exibem a mesma situacdo descrita acima,
porém empregando os dados das simulagdes B, C e D respectivamente.
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Em termos de caracteristicas de cada simulacdo, observa-se que a variacio do nimero
de Rayleigh (de 10* para 3 x 10%) afeta a convec¢do natural na parte liquida da cavidade,
causando uma deformacgdo mais acentuada da frente de solidificacdo, com a parte inferior da
cavidade solidificando-se em propor¢do maior que na parte superior da cavidade. Por outro
lado, a variacdo no nimero de Stefan (de 5 para 10), provoca uma taxa de solidificagdo mais
lenta visto que a varia¢do do ndmero de Stefan indica se o processo serd dominado pelo processo
de transferéncia de calor ou pelo processo de mudancga de fase.

A Fig. (7) mostra dois conjuntos de isotermas variando entre —0.5°C" a 0.5°C', sendo (1)
obtida pelo cédigo implementado neste trabalho e (2) obtida por Argentieri et al. (2003). Os re-
sultados sdo no instante de tempo ¢ = 1000s e empregando os dados da simulagao A. A Fig. (8)

T T {1} T
[ |
| ‘ || \ l ' ( \
o i \ ll ll ll;l'. \ -\ \"'\ ks .\"'\
|| | "| \ \ % X
A | | || ]| | '- I ,\ \ ~ i \..\\\ \"‘.
sl | | | I_ || lll' I\. . I".I \_\ \ \ '\._\\. \__.‘ \\ I|III
|| ||_ I| l'u. |\ H I'L \ \ \‘-\_ % % B %A \
T |0 T . G \ voh o
\ .| \ li |I lll llll ll".l I\‘. '-.\ \.\\ ‘\‘ \_\ '\\. \\. \. II'. 'll
T L T T O N N W O O
i ' | \ L VNSO
| [ | | I'. b '|I NN N ‘\\ \ 4 ]
02 I ‘ | |1 lI I . U T . 1"i i '|
] | ||| Py % N Y \ ‘ I
| 1 1 |
i ! , ‘ HIH I‘| \ || J}H‘
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x

Figura 7: Isotermas no instante ¢ = 1000s

exibe a frente de solidificacdo para o instante de tempo ¢ = 1000s com os dados da simulacdo
A, sendo (1) obtida pelo c6digo implementado neste trabalho e (2) obtida por Argentieri et al.
(2003). Observando-se mais pelo aspecto qualitativo a Fig. (7) e a Fig. (8), observa-se boa

L )

1.0

0.8 ‘
0.6} | \

0.4} | |

0‘%.0 0.2 0.4 06 08 1.0
x

Figura 8: Frente de solidificacao no instante ¢ = 1000s
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concordancia entre o cédigo implementado e os resultados obtidos por Argentieri et al. (2003),
caracterizando um bom funcionamento do cédigo implementado.

5 CONCLUSOES

Apresentou-se neste trabalho uma formulagdo do método da entalpia-porosidade para tra-
tamento de problemas de mudanca de fase. Trata-se de um método de malha fixa baseado
em modificacdes nas equagdes de movimento e na equagao da energia através do emprego de
termos fontes adicionais. Algoritmos para tratamento das ndo-linearidades e do acoplamento
pressao-velocidade presentes nas equagdes de movimento também foram apresentados. Com
pequenas modificagdes, os algoritmos SIMPLE, SIMPLEC e SIMPLER sao implementados
dando origem ao método da entalpia-porosidade através das relagdes e dos termos fonte apre-
sentados.

Um cédigo em Python foi desenvolvido e implementado e através da comparagdo dos re-
sultados obtidos com os resultados encontrados na literatura pode ser avaliada a qualidade das
solugdes obtidas.

Uma melhoria significativa no cédigo implementado € uma das propostas de continuagdo
desse trabalho. Deseja-se incorporar em sua estrutura o tratamento para malhas nao-estruturadas
no intuito de simular problemas de mudanca de fase com aplicacdes mais praticas, normal-
mente envolvendo dominios irregulares que nao podem ser discretizados com precisao por ma-
lhas estruturadas. Também pretende-se estudar algumas melhorias para o método da entalpia-
porosidade em si visto que pesquisas recentes mostram refinamentos no método.
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