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Abstract. Métodos de Diferenças Finitas (MDF) explı́citos são amplamente empregados para

simulações numéricas em problemas de sı́smica. Nesses casos o meio é heterogêneo e para

garantia de solução precisa e estável há necessidade de se utilizar discretizações refinadas para

as varáveis espaciais e temporais conduzindo a problemas de grandes dimensões. Algoritmos

adaptativos de ajuste da discretização temporal podem ter fundamental importância na redução

do custo computacional. Neste trabalho apresenta-se uma análise da precisão e a eficiência

computacional do método da Região de Transição Triangular (RTT), que é um algoritmo de

adaptatividade temporal aplicado a equação da onda acústica a ser aplicado em domı́nios he-

terogêneos. Avalia-se sua precisão e como seu custo computacional varia com as diferentes

proporções das sub-regiões de um domı́nio heterogêneo. Sua aplicabilidade em casos de estru-

turas geológicas com mapas de velocidades complexos também é apresentada.
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1 INTRODUÇÃO

A simulação da propagação de ondas sı́smicas, tanto na Modelagem Sı́smica como

na Migração Reversa no Tempo, pode permitir a obtenção de informações importantes a res-

peito das estruturas geológicas que se encontram em sub-superfı́cie. A solução numérica dos

modelos matemáticos utilizados para a realização dessas simulações envolve milhões de graus

de liberdade a serem determinados a cada instante de tempo e realizar essas simulações de

forma eficiente envolve tanto a busca de modelos numéricos suficientemente robustos, que se-

jam estáveis e precisos, quanto uma computação eficaz, capaz de viabilizar os cálculos a serem

realizados.

Métodos de Diferenças Finitas (MDF) explı́citos têm sido frequentemente utilizados na

solução numérica desses problemas e, neste caso, o refinamento das discretizações espacial e

temporal estão relacionados ao menor comprimento de onda que deve ser capturada e limi-

tado pela condição de estabilidade do método utilizado, respectivamente (Kelly et al, 1976;

Bulcão, 2004; Bartolo, 2012). A precisão destes métodos depende da ordem de aproximação

dos operadores de diferenças finitas e do refinamento da malha. Malhas mais refinadas resultam

em aumento de precisão acarretando, entretanto, crescimento substancial no uso de memória e

tempo de processamento, podendo tornar o custo computacional destes métodos proibitivos

para a modelagem de problemas realistas. No caso de aplicações do MDF em domı́nios he-

terogêneos, como ocorre nos problemas de sı́smica, os algoritmos convencionais usam, para

garantir a estabilidade numérica da solução, a discretização temporal dada pelo menor passo de

tempo, definido pela sub-região do domı́nio com a maior velocidade de propagação da onda.

Dessa forma, existem diversos estudos em busca de uma solução precisa e viável computa-

cionalmente para esse problema, entre elas, esquemas de diferenças finitas de malha variável

(Wang, 2000, Liu e Sen, 2011), utilização de operadores de alta ordem para aproximar as deri-

vadas espaciais e temporais (Fornberg, 1987; Chen, 2007) e embora a maioria dos algoritmos

utilizados para resolução desse problema utilizem métodos explı́citos, existem trabalhos que

analisam a utilização de métodos implı́citos (Liu e Sen, 2009; Chua e Stoffab, 2012).

Nesse contexto, alguns algoritmos que utilizam passos de tempos ajustados localmente têm

sido propostos para otimizar o custo computacional com a adoção de incrementos de tempo dife-

rentes para cada sub-região com diferentes caracterı́sticas fı́sicas no domı́nio considerado. Falk

et al. (1998) propuseram um algoritmo com o ajuste local do passo de tempo no MDF para a

solução da equação da onda elástica no qual os passos de tempo utilizados em todas sub-regiões

têm que ser proporcionais a 2n, sendo n um valor inteiro. Um novo algoritmo foi sugerido por

Tessmer (2000), também para ser utilizado com o MDF permite que a relação entre os passos

de tempo utilizados seja apenas proporcional a um valor positivo e inteiro n. Ambos algorit-

mos usam passos de tempo estáveis em cada sub-região do domı́nio heterogêneo considerado

reduzindo o esforço computacional se comparados ao MDF convencional, com discretização

temporal constante, e funcionando bem em domı́nios heterogêneos quando utilizam-se incre-

mentos de tempo limitados por valores inferiores muito aquem do limite de estabilidade de

cada região. A precisão dos resultados pode, no entanto, ser afetada, com o aparecimento de

um ruı́do no sinal da onda quando os passos de tempo utilizados estão próximos ao limite de

estabilidade do método (Antunes, 2012; Antunes et al 2014). Devido a isso, um outro algo-

ritmo de passo de tempo ajustado localmente foi proposto, chamado de Algoritmo da Região

de Transição Triangular (RTT)(Antunes et al, 2014). Em todos os testes realizados este algo-

ritmo permaneceu estável, mesmo quando são utilizados passos de tempo bastante próximos
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do limite de estabilidade de cada sub-região do domı́nio heterogêneo. Utilizar incrementos de

tempo próximos ao limite de estabilidade do método, além de reduzir o esforço computacional

envolvido na solução do problema, também minimiza os erros de dispersão (Alford et al, 1974).

Como nos outros algoritmos de ajuste local do incremento de tempo, o algoritmo RTT

também reduz o custo computacional do MDF e a quantidade desta redução está diretamente

relacionada com o domı́nio a ser analisado, quer por intermédio da relação entre os valores das

diferentes velocidades de propagação existentes, quer pela dimensão de cada sub-região.

Este trabalho pretende avaliar a precisão e eficiência computacional do algoritmo RTT e

para isso apresenta, na Seção 2, a equação a ser resolvida, o método das diferenças finitas, e

também fazem-se considerações sobre o erro de dispersão em domı́nios heterogêneos. Algorit-

mos com passos de tempo ajustados localmente são apresentados na Seção 3, incluindo o algo-

ritmo RTT, objeto de análise do presente trabalho. A Seção 4 apresenta resultados numéricos

para avaliar a precisão e eficiência computacional do esquema RTT. Para avaliar a precisão do

algoritmo RTT, os resultados para diferentes discretizações espaciais, são comparados com o

MDF convencional, com discretizações temporal e espacial constantes, e com um resultado de

referência. A eficiência computacional deste algoritmo é avaliada variando-se as dimensões

das diferentes sub-regiões do domı́nio heterogêneo, para diferentes aproximações de diferenças

finitas, comparando-se o custo computacional com o algoritmo MDF convencional. Para fi-

nalizar apresentam-se resultados sobre o número de operações envolvidas na solução de um

problema com um mapa de velocidades mais complexo. Neste caso, avalia-se também dife-

rentes possibilidades de combinações de discretizações temporais do algoritmo RTT, que são

comparadas a outros algoritmos adaptativos. Finalmente a Seção 5 apresenta as conclusões do

presente trabalho, fazendo comentários em relação à aplicabilidade do algoritmo RTT.

2 EQUAÇÃO DA ONDA ACÚSTICA E O MÉTODO DAS DIFERENÇAS

FINITAS

A equação da onda acústica para problemas bidimensionais, (2D), pode ser descrita como:

∂2u

∂t2
− c2

(

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)

= f(x, y, t) (1)

onde u = u(x, y, t) é a amplitude da onda em função das variáveis espaciais, direções x e y, t
é a variável temporal, c, a velocidade de propagação da onda no meio e f(x, y, t) é o termo de

fonte. Além disso fornece-se também condições iniciais, u(x, y, 0) = g(x, y) e ∂u
∂t
(x, y, 0) =

h(x, y), ∀x, y ∈ Ω e condições de contorno adequadas.

Para avaliar a eficiência do método adaptativo a ser analisado utiliza-se, neste trabalho, o

Método de Diferenças Finitas (MDF) explı́cito, com aproximações de segunda ordem no tempo

e de segunda e de quarta ordens para aproximar as derivadas espaciais. A aproximação explı́cita

de diferenças finitas para a equação da onda acústica, utilizando-se aproximações de segunda

ordem no tempo e no espaço, MDF (2− 2), é dada por:

ut+∆t
i,j = 2ut

i,j + C2(ut
i+1,j − 2ut

i,j + ut
i−1,j + ut

i,j+1 − 2ut
i,j + ut

i,j−1)−

−ut−∆t
i,j +∆t2f(x, y, t) +O(∆t2, h2). (2)
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sendo C o número de Courant (C = c∆t
∆h

), onde ∆t e h definem as discretizações temporais

e espaciais, respectivamente, com ∆x = ∆y = h. Os ı́ndices i e j designam os pontos da

malha espacial nas direções x e y respectivamente, enquanto t designa o instante de tempo

atual. Analogamente, apresenta-se na Eq. 3 a expressão do MDF explı́cito quando utilizam-

se aproximações de diferenças finitas de segunda ordem para a variável temporal e de quarta

ordem para as variáveis espaciais, MDF (2− 4).

ut+∆t
i,j = 2ut

i,j +
C2

12

[

−ut
i+2,j − ut

i−2,j − ut
i,j+2 − ut

i,j−2 +

+16(ut
i+1,j + ut

i−1,j + ut
i,j+1 + ut

i,j−1) + −60ut
i,j

]

−

−ut−∆t
i,j +∆t2f(x, y, t) +O(∆t2, h4). (3)

As aproximações de Diferenças Finitas descritas anteriormente são condicionalmente está-

veis e seus limites de estabilidade, para domı́nios uni e bidimensionais, dados em termos de

número de Courant (C), são apresentados na Tabela 1 (Lines et al, 1998), para aproximações

de segunda ordem no tempo e de segunda e quarta ordem para variáveis espaciais.

Dimensão 2aordem 4aordem

1D 1
√
3

2

2D 1√
2

√

3

8

Tabela 1: Tabela com os limites de estabilidade - Laurence et al. (1998).

Aplicações destes algoritmos convencionais em domı́nios heterogêneos, casos de interesse

do presente trabalho, têm a discretização espacial definida pelo menor comprimento de onda

que se deseja representar e a discretização temporal constante, limitada pela condição de esta-

bilidade da sub-região que conduz ao menor passo de tempo, implicando em um grande custo

computacional.

2.1 Sobre o erro de dispersão

No MDF as análises do erro de dispersão são realizadas considerando-se um meio ho-

mogêneo e discretizações espacial e temporal constantes. Esta seção tem por objetivo explicitar

a influência que essa discretização pode ter quando aplicada em domı́nios heterogêneos. Para

isso, utiliza-se a equação da onda acústica unidimensional (1D).

∂2ϕ

∂t2
= c2

∂2ϕ

∂x2
(4)

com condições inicial e de contorno corretamente definidas.

Para MDF explı́cito com aproximações espacial e temporal de segunda ordem (2 − 2)

obtem-se a seguinte expressão:

ut+∆t
i = 2ut

i + C2(ut
i+1 − 2ut

i + ut
i−1)− ut−∆t

i +O(∆t2, h2). (5)
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e erro de dispersão, conforme apresentado em Cohen (2002), pode ser dado por:

ω =
2

∆t
asen

[

c
∆t

∆x
sen

(

∆x

2

)]

. (6)

Colocando-se esse resultado em termos da velocidade de grupo normalizada, definida como
vg
c
=
1

c

dω

dk
, a Eq. (6) pode ser reescrita como:

vg
c
= cos

(

k∆x

2

)[

1− c2
∆t2

∆x2
sen2

(

k∆x

2

)]−1/2

(7)

Para exemplificar o comportamento do erro de dispersão quando utilizam-se as mesmas discreti-

zações, temporal e espacial, o número de Courant será alterado variando-se somente a veloci-

dade de propagação da onda. A Fig. 1 apresenta resultados para o erro de dispersão quando

C1 = 0, 8 e C2 = 0, 4 e ∆t e h = ∆x constantes.

Pode-se observar que, como apresentado em Alford (1974), o erro de dispersão no MDF

é menor quanto maior o número de Courant, neste caso, próximo ao limite de estabilidade do

método. Com isso, quando são utilizadas as mesmas discretizações, tanto para ∆t quanto para

h = ∆x, percebe-se que o erro de dispersão é maior para C2 = 0, 4, ou seja, para menores

velocidades de propagação. Com disso espera-se que, em domı́nios heterogêneos, o erro de

dispersão de uma região influencie os resultados para todo o domı́nio. Este resultado sugere

uma dispersão menor em algoritmos adaptativos, em comparação com os algoritmos clássicos

quando o passo de tempo é ajustado para manter o menor erro de dispersão possı́vel para os

diversos subdomı́nios.

Figura 1: Dispersão em algoritmo clássico
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3 ALGORITMOS COM PASSOS DE TEMPO AJUSTADOS LOCAL-

MENTE

A utilização do MDF explı́cito, com discretização temporal constante, em aplicações com

domı́nios heterogêneos pode conduzir a problemas com grande número de operações e, conse-

quentemente, alto custo computacional mesmo quando se utilizam recursos de computação de

alto desempenho. A utilização de algoritmos com passos de tempo ajustados localmente, depen-

dendo da velocidade de propagação da onda acústica nas diferentes sub-regiões que compõem o

domı́nio heterogêneo, pode reduzir de forma significativa o número de operações envolvidas na

solução do problema. Nos algoritmos adaptativos (Falk et al, 1998; Tessmer, 2000) o passo de

tempo é definido para cada sub-região do domı́nio com mesmas caracterı́sticas - velocidade de

propagação-, ou para um conjunto de sub-regiões. No entando, no contorno dessas sub-regiões,

as aproximações de diferenças finitas para as derivadas espaciais necessitam acessar pontos da

malha que não teriam valores definidos na sub-região vizinha, devido à utilização de diferentes

discretizações temporais. A Fig. 2 apresenta essa situação em um domı́nio unidimensional, di-

vidido em duas sub-regiões, onde uma delas, Região 2, tem a velocidade de propagação quatro

vezes maior do que a outra, Região 1, ou seja, V2 = 4V1 e, neste caso, propõe-se utilizar na

Região 2 ∆t2 = ∆tmin e na Região 1, ∆t1 = 4∆tmin. Nesta figura, os pontos da malha são

representados por quadrados pretos e brancos, Região 1 e 2 respectivamente, e o ponto desta-

cado em vermelho mostra um dos valores da Região 2 a ser calculado. Pode-se observar que a

molécula de diferenças finitas, no caso de aproximações de diferenças finitas de segunda ordem

no tempo e quarta ordem no espaço, precisa acessar informações de cinco pontos no tempo t, e

de um ponto em t−∆t, necessitando de algum esquema definido para fornecer as informações

adicionais no subdomı́nio vizinho, marcado com “×” na Fig. 2.

Figura 2: Problema unidimensional com duas sub-regiões, com V2 = 4V1.

O que diferencia os algoritmos de adaptatividade, ou de ajuste local de tempo, é a forma

como os valores dessa região, chamada de região de transição, são calculados. Assim, a região

de transição depende do algoritmo e das aproximações de diferenças finitas utilizadas. Esses
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valores intermediários poderiam ser interpolados mas, para preservar a precisão, todos os algo-

ritmos de adaptatividade temporal utilizam aproximações de diferenças finitas de mesma ordem

para calcular os valores da região de transição.

Falk et al. (1998) propuseram um algoritmo de adaptatividade temporal onde os incremen-

tos de tempo necessitam ser múltiplos de 2n, onde n é um número inteiro e positivo, ou seja,

pode-se utilizar em um mesmo domı́nio incrementos de tempo ∆t, ∆t/2, ∆t/4, ∆t/8, e assim

sucessivamente. Tessmer (2000) sugere uma modificação neste algoritmo, ampliando as pos-

sibilidades de escolhas de ∆t, que neste caso precisam apenas serem múltiplos de um número

inteiro positivo, ou seja, ∆tsubregi = ∆tsubregj/n, onde ∆tsubreg denota o incremento de tempo

definido para cada sub-região do domı́nio heterogêneo e que deve ser limitado pela condição de

estabilidade da sub-região considerada. Ambos algoritmos utilizam diferentes incrementos de

tempo na construção da região de transição, que dependem da discretização temporal utilizada

em cada sub-região vizinha, ou seja, assumem valores entre (∆tmax) e (∆tmin).

Testes realizados (Antunes, 2012) mostram que esses algoritmos produzem bons resultados

quando as discretizações estão bem abaixo do limite de estabilidade de cada método. Contudo,

na fronteira da descontinuidade fı́sica, contorno das sub-regiões, aparecem ruı́dos na solução

do problema quando são utilizadas discretizações temporais próximas ao limite de estabilidade

da sub-região, e esse ruı́do propaga-se ao longo do tempo para todo o domı́nio (Antunes et

al, 2014). Devido a isso propôs-se um algoritmo chamado de Região de Tansição Triangular

(RTT ) onde os valores da região de transição são calculados sequencialmente, utilizando o

passo de tempo da sub-região vizinha com menor ∆t, e que tem sua aplicabilidade e eficiência

analisada no presente trabalho.

3.1 Algoritmo da Região de Transição Triangular(RTT)

O algoritmo de adaptatividade temporal, chamado de Região de Transição Triangular (RTT )

(Antunes, 2012; Antunes et al, 2014), permite a adoção da mesma relação dos incrementos de

tempo que o algoritmo do Tessmer (2000), ou seja, os incrementos de tempo apenas necessitam

se relacionar por um valor inteiro.

A região de transição deste algoritmo é construı́da de tal forma que todos os pontos que

interferem diretamente nos cálculos dos valores da sub-região com menor ∆t sejam calculados

sequencialmente, utilizando-se a mesma discretização temporal, ou seja, nessa região utiliza-

se somente o menor incremento de tempo ∆t = ∆tmin, sem a necessidade de incrementos

de tempo intermediários. As Figs. 3 a Fig. 5 apresentam a sequencia de dependências que

definem parte da região de transição do algoritmo RTT, utilizando o domı́nio unidimensional

descrito na seção anterior. Nestas figuras os pontos da região de transição são representados

por triângulos, onde os triângulos pretos são calculados com ∆tmin. Devido a isso a região de

transição é ampliada, se comparada aos outros esquemas adaptativos, permitindo, entretanto,

utilização de incrementos de tempo próximos ao limite de estabilidade de cada sub-região.

Os pontos da região de transição calculados em t+∆t/4 exigem valores em dois instantes

de tempos anteriores e que estão fora desta região triangular (Fig. 6). Somente esses valores da

região de transição são calculados com ∆t = 3∆t/4, como mostrado na Fig. 7.
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Figura 3: RTT ( primeiro nı́vel de aproximação) - 1D - MDF 2-4 - 4 subdivisões do passo de tempo.

Figura 4: RTT ( segundo nı́vel de aproximação) - 1D - MDF 2-4 - 4 subdivisões do passo de tempo.

A Fig. 8 apresenta o esquema do algoritmo RTT para os passos de tempo intermediários, entre

os tempos t e t+∆t. Finalmente, para que todos os valores da Região 2 utilizem valores calcu-

lados com a mesma discretização temporal, há também necessidade de que alguns valores dos

tempos inteiros da Região 1, sejam calculados com ∆t = ∆tmin = ∆t/4 neste caso, conforme

apresentado na Fig. 9. Desta forma o esquema final do algoritmo RTT é dado por (Fig. 10):

Este procedimento pode ser facilmente generalizado para qualquer aproximação espacial de
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Figura 5: RTT ( terceiro nı́vel de aproximação) - 1D - MDF 2-4 - 4 subdivisões do passo de tempo.

Figura 6: RTT (quarto nı́vel de aproximação - a) - 1D - MDF 2-4 - 4 subdivisões do passo de tempo.

diferenças finitas de ordem m e para n sub-divisões do incremento de tempo. Apresenta-se, a

seguir, de forma simplificada, um pseudo-algoritmo do RTT, ressaltando os pontos da Região

de Transição ( RT ):
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Figura 7: RTT (quarto nı́vel de aproximação - b) - 1D - MDF 2-4 - 4 subdivisões do passo de tempo.

Pseudo-algoritmo do esquema RTT, ressaltando pontos da Região de Transição (RT )

⋄ Utilizar MDF para calcular todos os pontos do domı́nio nos tempos iniciais

⋄ Para t = t0, tfinal

⊲ Utilizar MDF para calcular pontos da Região 1, com ∆t1 (com excessão de

m
2

próximos à fronteira, e da Região 2 com ∆t2, sendo ∆t1 = n∆t2;

⊲ RT : Calcular m
2

pontos da Região 1, fronteira com a Região 2, com ∆t2;

⊲ Para tinterm = 1, n− 1

- Utilizar MDF para calcular pontos da Região 2, utilizando ∆t2;

- RT : Calcular m
2
(n− tinterm) pontos na Região 1, fronteira com

Região 2, utilizando ∆t2;

- RT : Quando tinterm = n− 1 incluir m
2
(n− 2) pontos na Região 1,

utilizando ∆t = n−1
n
∆t2.

⊲ Fim do Para

⋄ Fim do Para

onde tfinal é o número de intervalos de tempo da simulação, definido pelo maior ∆t.
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Figura 8: RTT - 1D - MDF 2-4 - 4 subdivisões do passo de tempo.

Figura 9: RTT - 1D - MDF 2-4 - 4 subdivisões do passo de tempo.

Em todos os testes realizados o algoritmo, construı́do dessa forma, não apresentou os efei-

tos indesejáveis dos ruı́dos próximos à interface onde a velocidade da onda muda de valor,

quando utilizam-se discretizações temporais próximas ao limite de estabilidade das diversas

sub-regiões e por ser um esquema construı́do sequencialmente ele pode ser facilmente ge-

neralizado para qualquer relação entre diferentes passos de tempo, tanto quanto para outras

aproximações de diferenças finitas e para domı́nios 2D e 3D, bastando para isso, expandir o

pseudo-agoritmo apresentado anteriormente, para as outras direções.
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Figura 10: RTT - 1D - MDF 2-4 - 4 subdivisões do passo de tempo.

4 RESULTADOS NUMÉRICOS

Para avaliar os resultados obtidos pelo algoritmo RTT a Eq. 1 foi resolvida num domı́nio

heterogêneo 2D de 6.000 m ×6.000 m, subdividido em duas sub-regiões: a Sub-região 1 tem a

menor velocidade de propagação V1 = 750 m/s, enquanto a Sub-região 2 tem a maior veloci-

dade, V2 = 4V1 = 3.000 m/s e com condição inicial dada por:

u(x, y, 0) =
1

12.800π
e

(

−(x2+y2)
12.800

)

(8)

e ∂u
∂t
(x, y, 0) = 0, ∀x, y. A condição de contorno considerada foi a de Dirichlet, ie, u(Γ, t) =

0, t > 0, sendo Γ o contorno do domı́nio considerado, definido por x ∈ [0; 6.000] e y ∈
[0; 6.000].

4.1 Comparando o algoritmo RTT com o algoritmo convencional

Inicialmente comparam-se os resultados obtidos pelo algoritmo RTT, com o algoritmo con-

vencional do MDF, com discretizações constantes. Esses resultados são comparados com um

resultado de referência obtido através de reduções sucessivas das discretizações, mantendo-se

o número de Courant próximo ao limite de estabilidade do método (Antunes, 2012). Para estes

resultados a interface com a descontinuidade do valor da velocidade de propagação da onda

está em x = 3.250 m. Para destacar os efeitos do algoritmo RTT apresentam-se resultados para

diferentes discretizações espaciais.

As Figuras 11 a 13 apresentam resultados em y = 3.000m e t = 0, 90 s para aproximações

de Diferenças Finitas de segunda ordem no tempo e quarta ordem no espaço (2 − 4) com h =
∆x = ∆y = 10 m; 20 m e 40 m. Em todos os gráficos utilizou-se, para o MDF convencional,

C = 0, 61 tendo por base a Sub-região mais desfavorável, ou seja, a Sub-região 2 que tem a

maior velocidade de propagação (∆t = ∆t2) e para o algoritmo RTT o número de Courant foi

mantido constante em cada Sub-região. Com isso, ∆tmax = ∆t1 = 4∆t2.
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Figura 11: Solução em y = 3.000 m e t = 0, 90 s (h = 10 m)

Pode-se observar, para todos os gráficos apresentados, que o algoritmo RTT apresenta uma

melhor aproximação em relação ao resultado de referência adotado do que os obtidos pelo MDF

convencional. Para valores de h menores do que os apresentados, não percebe-se diferenças

significativas entre os diversos gráficos.

4.2 Custo computacional

A adaptatividade temporal sempre reduz o número de operações de ponto flutuante, se

comparado ao algoritmo convencional. No entanto, esta redução é função das propriedades do

meio heterogêneo, estando diretamente relacionada com a proporção das dimensões dessas sub-

regiões e das respectivas velocidades de propagação da onda acústica nestes meios. Para avaliar

a eficiência do algoritmo RTT mostram-se resultados de tempos computacionais obtidos para

o mesmo domı́nio 2D, descrito na Seção 4.1, variando-se a posição da interface da sub-região

onde ocorre a mudança da velocidade como apresentado nas Tabelas 2 e 3, para aproximações

de diferenças finitas (2-2) e (2-4) respectivamente. As primeiras colunas destas tabelas mos-

tram a posição (y) da interface entre as duas sub-regiões, Ω1 e Ω2. As segundas e terceiras

colunas apresentam a porcentagem do domı́nio ocupada por estas sub-regiões e o tempo de pro-

cessamento, dado pela razão entre os tempos gastos pelos algoritmos RTT e convencional, são

apresentados nas colunas 5 e 6. Ambos algoritmos, convencional e RTT, utilizaram h = 10m

e h = 20m e enquanto o algoritmo RTT utiliza dois incrementos de tempo, um para cada sub-

região, o algoritmo convencional utiliza somente o menor incremento de tempo utilizado no

algoritmo adaptativo.

4.3 Domı́nios complexos e comparação do número de operações

A seguir avaliam-se diferentes possibilidades de combinações da adaptatividade temporal

quando aplicadas a domı́nios complexos, como é o caso do campo de velocidades de Marmousi,
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Figura 12: Solução em y = 3.000 m e t = 0, 90 s (h = 20 m)

que é um modelo sintético 2D bem conhecido ( Fig. 14). Neste exemplo o domı́nio 2-D tem

dimensões (4.602 × 1.502) m, com a maior velocidade da onda de 4, 3 km/h.

Para efeito dessa análise utilizamos a discretização espacial de ∆x = ∆y = 1m, totali-

zando 6.912.204 valores a serem calculados por unidade de tempo, e diferentes combinações

de discretizações temporais para o algoritmo RTT: (a) ∆t e ∆t/2 ; (b) ∆t, ∆t/2 e ∆t/4.

Para usar a adaptatividade em modelos com campos de velocidades mais complexos, aplicou-

se um pré-processamento que agrupou sub-regiões distintas que poderiam utilizar o mesmo

passo de tempo, dependendo do esquema de adaptatividade desejada. Ao resultado deste pré-

processamento deu-se o nome de mapa de ∆t′s. A discretização temporal mais refinada,

∆tmin, está associada ao maior valor da velocidade de propagação da onda sendo portanto,

quem define os outros incrementos de tempo a serem utilizados. Nestes casos considerou-se

∆tmin = 0, 000164s.

Para a primeira configuração obteve-se o mapa de ∆t′s apresentado na Fig. 15, utilizando-

se ∆tmin = ∆t/2 e ∆tmax = ∆t. O segundo mapa de ∆t′s, Fig. 16, apresenta sub-regiões

para a utilização de ∆tmin = ∆t/4 e ∆tmax = ∆t.

Para uma simulação de 1s, correspondente a 6.098 passos de tempo no algoritmo con-

vencional com ∆t = ∆tmin, 42.150.619.992 valores necessitam ser calculados. As Tabelas 4

e 5 apresentam o número de valores a serem calculados para cada uma das configurações de

mapa de ∆t′s apresentados nas Figs. 15 e 16, comparando com o MDF convencional e ou-

tros esquemas adaptativos (Falk, 1998; Tessmer, 2000). Quando utilizam-se duas subdivisões

do incremento de tempo, o que diferencia os algoritmos adaptativos propostos por Falk et al

(1998), Tessmer (2000) do RTT é o tratamento dado aos pontos da malha próximos à região

de interface do valor de mudança da velocidade, não alterando, contudo, o número de valores

calculados (Tabela 4).
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Figura 13: Solução em y = 3.000 m e t = 0, 90 s (h = 40 m)

vmax (km/h) ∆t Número de Intervalos Número de Valores

4,313 0,000164 6.098 201.459.626

2,156 0,000328 3.049 20.974.580.183

Total de valores do algoritmo RTT 21.176.039.809

Valores RTT/Convenc. 50,24%

Tabela 4: Número de operações - Dois passos de tempo (∆t e ∆t/2).

vmax ∆t Número de Número de Valores

(km/h) Intervalos Falk et al Tessmer RTT

4,313 0,000164 6.098 201.936.634 201.459.626 202.413.642

2,156 0,000328 3.049 69.913.570 69.913.570 69.913.570

1,078 0,000656 1.524 10.448.905.188 10.448.905.188 10.448.905.188

Total de valores 10.720.755.392 10.720.278.384 10.719.141.109

Valores Adapt./Convenc. 25,43% 25,43% 25,44%

Tabela 5: Número de operações - Três passos de tempo (∆t, ∆t/2 e ∆t/4).
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Tabela 2: Comparação de tempo de processamento MDF (2-2) - Esquema RTT ×MDF Convencional

Interf. Dimensão das sub-regiões (area) RTT/Conv.(tempo)

Coord. y Ω1/Ω Ω2/Ω h = 10 h = 20

1125 15 % 85 % 46.86 % 48.80 %

2250 30 % 70 % 40.64 % 41.59 %

3375 45 % 55 % 34.51 % 36.29 %

4500 60 % 40 % 28.80 % 30.88 %

5625 75 % 25 % 25.00 % 26.58 %

6750 90 % 10 % 17.75 % 20.52 %

Tabela 3: Comparação de tempo de processamento MDF (2-4) - Esquema RTT ×MDF Convencional

Interf. Dimensão das sub-regiões (area) RTT/Conv.(tempo)

coord. y Ω1/Ω Ω2/Ω h = 10 h = 20

1125 15 % 85 % 36.84 % 42.74 %

2250 30 % 70 % 34.78 % 39.24 %

3375 45 % 55 % 32.00 % 35.34 %

4500 60 % 40 % 29.88 % 33.48 %

5625 75 % 25 % 32.84 % 34.58 %

6750 90 % 10 % 25.41 % 32.98 %

5 Conclusões

A equação de onda é frequentemente utilizada para modelar problemas em sı́smica, que

envolvem meios heterogêneos, e o método das diferenças finitas explı́cito é amplamente utili-

zado para encontrar sua solução. Por ser um método condicionalmente estável utiliza-se um

incremento de tempo constante em todo o domı́nio, dado pela situação mais desfavorável, o que

implica em um grande esforço computacional.

Quando estão presentes grandes variações nos valores das caracterı́sticas fı́sicas do meio,

como ocorre com a variação da velocidade de propagação de ondas no modelo de subsuperfı́cie,

procedimentos de ajustes locais do passo de tempo são uma boa escolha para a redução deste

esforço computacional. A economia de tempo ao se utilizar o algoritmo RTT, pode atingir valo-

res consideráveis, como apresentado no presente trabalho. Além disso, a utilização de métodos

com ajuste do incremento de tempo pode diminuir o erro de dispersão em todo domı́nio, se

comparado ao algoritmo convencional.

A aplicação de algoritmos de adaptatividade em domı́nios complexos requer um pré-pro-
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Figura 14: Distribuição da velocidade da Onda - Modelo Marmousi

Figura 15: Mapa de ∆t′s (∆t e ∆t/2) - Modelo Marmousi

cessamento que permita agrupar sub-regiões que poderão utilizar o mesmo incremento de tempo.

Esse pré-processamente acarreta custos computacionais adicionais. No entanto, em aplicações

de sı́smica, são realizadas diversas simulações para o mesmo campo de velocidades, e todas

utilizam o mesmo mapa de ∆t′s.

O algoritmo da Região de Transição Triangular (RTT) é facilmente generalizado para dife-

rentes aproximações de diferenças finitas e para diferentes combinações de discretizações tem-

porais, que necessitam apenas serem relacionadas por um valor inteiro em sub-regiões vizinhas.

É também facilmente generalizado para domı́nios tridimensionais. Em todos os testes realiza-

dos os resultados mostraram-se precisos, mesmo quando são utilizados incrementos de tempo

próximos ao limite de estabilidade de cada sub-região, ou grupo de sub-regiões, apresentando

sempre considerável redução do custo computacional.
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Figura 16: Mapa de ∆t′s (∆t, ∆t/2 e ∆t/4) - Modelo Marmousi
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