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Abstract. Este trabalho apresenta um procedimento para resolver problemas de otimizacdo
topologica com restricoes de tensdo local. As restrigoes sdo (uniformemente) distribuidas
ao longo do dominio e impostas ao problema de minimizacdo de massa usando uma abor-
dagem Lagrangiano aumentado. Durante a modificacdo da topologia, baseada em level set,
a fung¢do para restringir tensdo utiliza uma continua ativa¢do/desativagdo das restricoes a
medida que a fronteira avanga. O problema é regularizado adicionando-se a func¢do ob-
jetivo um termo correspondente a uma penalizacdo (quadrdtica) do perimetro. Como con-
sequéncia, a regularizacdo associada a proposta de decréscimo do funcional objetivo dd ori-
gem a uma equacdo de reagdo-difusdo que é usada para a evolugcdo das fronteiras. O pro-
cesso de otimizagdo permite a nucleacdo de furos, caracteristica fundamental para um método
de otimizagdo topoldgica. O exemplo da estrutura em formato L, referéncia para problemas
com restricoes de tensdo, é usado para demonstrar a capacidade do algoritmo em eliminar
concentracoes de tensdo.

Keywords: Otimizacdo topolégica, Level sets, Restricdo de tensdo, Lagrangiano aumentado,
Reacado-difusdo
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Otimizagdo topologica com restrigdes de tensdo local

1 INTRODUCAO

Embora a fungdo objetivo mais utilizada em otimizacdo topoldgica estrutural tenha sido
a energia de deformacio (problemas de compliance), os projetos obtidos segundo este for-
malismo ndo satisfazem, em geral, critérios de falha mecanica, precisando de modificacdes
posteriores para se ajustar a estes requisitos. Com o intuito de eliminar este retrabalho, os
problemas de otimizagdo topoldgica envolvendo restricdes de tensao tem atraido a atengao de
pesquisadores apesar das dificuldades matemadticas e numéricas envolvidas no problema. Apos
o trabalho pioneiro de Duysinx e Bendsge (1998) tratando restricdes de tensdo em estruturas
de meio continuo, vérios estudos foram publicados sobre este assunto, sendo a grande maioria
deles na ultima década. Uma das principais dificuldades associadas ao problema é o grande
nimero de restricdes impostas pela natureza local da restricdo de tensdo. Visando abordar
esta questdo, Pereira et al. (2004) manipulou as restricdes locais usando uma técnica Lagran-
giano aumentado combinando os conceitos de material intermedidrio artificial (SIMP). Mais
tarde, esta abordagem foi estendida para casos com multiplos carregamentos (Fancello e Pe-
reira, 2003) e condi¢gdes de contato (Fancello, 2006). Algumas estratégias adotadas por alguns
trabalhos (Guilherme e Fonseca, 2007; Paris et al., 2009) consistem em usar formas integrais
das restri¢cdes de tensao, baseadas na norma-p ou func¢io Kreisselmeier-Steinhauser (KS), co-
nhecidas como restri¢des globais. Embora esta escolha diminua o custo computacional, ha
perda do controle local e os resultados podem ndo identificar as concentracdes de tensdo. Como
uma tentativa de superar esta dificuldade, certos estudos dividem o dominio em subregides e
usam uma norma global para agrupar as restricdes de cada subregido (Paris et al., 2010; Le
et al., 2010; Moon e Yoon, 2013; Luo et al., 2013; Holmberg et al., 2013; Luo et al., 2014).
Uma abordagem nao cléssica para o problema com restri¢des local de tensdo é encontrada em
Amstutz e Novotny (2010), onde a informag¢do da derivada topoldgica da funcao objetivo que
incorpora uma penaliza¢do das restri¢des, fornece resultados numéricos muito satisfatorios.

Outra dificuldade cléssica enfrentada pelos problemas que envolvem restri¢des de tensao
e a técnica de materiais intermedidrios (i.e., SIMP) € o aparecimento do fendmeno conhecido
como singularidade de tensoes. Duas principais abordagens se destacam na literatura para
tratar este problema. A primeira € conhecida como e-relaxacdo de Cheng e Guo (1997) e a
outra, surgindo como uma alternativa a primeira, ¢ chamada abordagem-qp de Bruggi (2008).

Como alternativa ao uso dos materiais intermedidrios, as formulacdes usando conceitos de
curvas de nivel (ou level sets) para o controle de fronteiras tem ganho popularidade (uma boa
revisdo pode ser vista em van Dijk et al. (2013) e Gain e Paulino (2013)). Abordagens level
set para resolver problemas com restricdes de tensdo foram propostos em Guo et al. (2011);
Wang e Li (2013); Zhang et al. (2013); Emmendoerfer Jr e Fancello (2014). Estes trabalhos
utilizam a equacdo de Hamilton-Jacobi para a evolugdo da fungdo de nivel (ou fungao level set)
que, por sua vez, tem a limitacdo de ndo permitir a criacdo de novos furos no dominio durante o
processo de otimizacgdo (Sethian, 1999). Como consequéncia, estas técnicas de otimizagdo sao
chamadas, algumas vezes, de otimizag¢ao de forma ao invés de topoldgica. Dentre as diferentes
alternativas para superar esta limitacado, citam-se o trabalho de Allaire e Jouve (2008) que inclui
informacdes da derivada topoldgica para nuclear furos, de Wang et al. (2007), que utiliza as
funcdes de base radial, de Jia et al. (2011), que combina as técnicas de otimizagdo estrutural
evoluciondria e o de Dunning e Kim (2013) que considera uma func¢do level set secundéria.
Uma abordagem particularmente efetiva foi proposta por Yamada et al. (2010) que regulariza
o problema de otimizacdo introduzindo uma equagao de reagdo-difusdo para a evolucdo da
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Figura 1: Definicoes geométricas de um dominio composto por regioes com material e vazios, além das
condicoes de contorno.

funcao de nivel. Esta proposicao ndo faz uso de reinicializa¢do da fun¢do de nivel, necessdria
em evolucoes de Hamilton-Jacobi, e permite a geracdo de novos furos.

O proposito do presente trabalho consiste em reformular o problema de minima massa com
restricdes de tensdo, mantendo a mesma abordagem local para as tensdes proposta em Em-
mendoerfer Jr e Fancello (2014), porém modificando o procedimento de evolugdo da funcdo de
nivel para um formato similar aquele proposto em Yamada et al. (2010). Duas consequéncias
importantes desta modificacdo foram observadas: a primeira é a elimina¢do do processo de
reinicializagdo conferindo estabilidade a sequéncia minimizante. A segunda, € a possibilidade
de criacdo de novos furos, permitindo que a sequéncia de otimizagdo possa iniciar com diferen-
tes configuragdes, até mesmo sem furos.

2 FORMULACAO DO PROBLEMA

Seja D C R", n = 2,3 um dominio fixo que contem todas as configuragdes €2 admissiveis,
2 C D. Esta configuragao é representada por uma funcio ¢ : D — R de forma que:

p(x) >0, VxeQ, (1
p(x) =0, VxeiN, (2)
p(x) <0, Vxe& D\(QUIN). 3)

As expressoes (1)-(3) definem a regido interna, fronteira e externa a {2, respectivamente. Variagdes
em ¢ modificam as curvas de niveis e consequentemente a fronteira 9¢2 (Osher e Sethian, 1988;
Sethian, 1999). A fronteira 0f2 € dividida em trés partes: 00 = 'p UT'y UT'y. Em I'p s@o im-
postas as condi¢des de contorno de Dirichlet, em 'y condi¢des de Neumann ndo nulas de valor
7 e em ['y condi¢des de contorno de Neumann homogéneas. 'y € a Unica parte da fronteira
que pode se movimentar durante o processo de otimizacdo. Esta representacdo pode ser vista
na Fig. 1.

Considera-se que o dominio seja ocupado por duas fases materiais: em 2 tem-se material
1 enquanto o complemento D\ (©2 U 052) é preenchido por um material 2, onde as propriedades
do material 2 possuem valores significantemente menores do que o material 1. O problema de
elasticidade linear que fornece o campo de deslocamentos u € U pode ser escrito em termos de
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¢ como:
ap(u,v) =lg(v), VYvev, 4)
as(u,v) = /C(¢)e(u) -e(v)dD, ly(v)= / T - vdoSQ, 5)
D I'n

onde U e V sdo os espacos dos deslocamentos e variagdes admissiveis, respectivamente. Os
operadores lineares a,(-, -) € [,(-) representam o trabalho virtual das forcas internas e externas,
respectivamente. Por razdes de simplicidade, as forcas de corpo ndo sao consideradas em (5).
e(u) = V*u corresponde ao tensor de deformagdes lineares e C(¢) é o tensor de elasticidade
isotropico dado como:

C(¢) = H(¢)"Cy + (1 — H(¢)")Cx, (6)

onde p > 1 é um expoente de penalizacdo. A funcdo Heaviside é definida como:

H(6(x)) = (1) e ZEX; i 2 ™

2.1 O problema de otimizacao topoldgica com restricoes

O principal objetivo deste trabalho é formular o problema de otimizagdo estrutural de
minimizacdo de massa com restricdes de tensdo (falha) local. O problema pode ser escrito
em termos da func¢do ¢ como:

Problema P;:

min mo(u) = [ [o(6) + §C(0)e(w) - e(w)] ap.

. . a¢(u,v) = l¢(V), Vv ev,
sujeito a: 8)
H(¢)g(u) <0, Vx€ D,

onde

p(¢) = H(p)pr + (1 — H(¢))p2, )

¢ a densidade do material e g(u) é uma restri¢do de tensdo que deve ser satisfeita quase em todo
lugar de D. O segundo termo do funcional objetivo corresponde a uma por¢ao da energia de
deformacdo que € ponderada pelo fator fixo p > 0.

A funcdo Heaviside presente nas integrais permite o uso de uma malha fixa durante a
modificacdo do dominio €2 guiado pela funcdo ¢. Uma consequéncia disto é que os elemen-
tos interceptados pela fronteira OS2 contém materiais 1 e 2 simultaneamente. Devido a presenga
de tais elementos, por questoes técnicas, a expressao (6) € calculada como

o, H(é)iD.

e _ (,€\P 1 — (af)P € —
C? = (a°)"Cy + [1 — (a°)"] Co, a T, dD

(10)
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Embora esta aproximacao seja andloga aquela usada para materiais intermedidrios, ndo existe
nenhuma microestrutura presente, mas elementos parcialmente cobertos por ). Note que a
relac@o entre o tensor de elasticidade C e a fracdo de area a® segue a lei SIMP. Dentro deste
contexto, a Eq. (9) fica dada por

p"=a‘pr+(1—a)ps. (11)

Uma outra questdo técnica importante, principalmente pelo foco do problema proposto,
consiste na definicdo de uma apropriada restri¢do de tensdo para os elementos cortados pela
fronteira. A préxima secdo € dedicada para tratar este assunto.

2.2 Restricao de tensao

A definicdo da restri¢ao de tensdo usada neste trabalho segue a proposta de Emmendoerfer
Jr e Fancello (2014). A restri¢do continua g(u) dada por (8) € substituida por um nimero
finito de restri¢cdes de tensdo g, definidos em pontos de amostra x, € D, r = 1,...,N,.. O
nimero e a distribui¢do de x,. devem ser uma aproximacao consistente do caso continuo. Além
disto, apenas pontos x, pertencentes a {2 devem ser efetivamente considerados no conjunto de
restricdes. Uma restri¢do ¢,, que tem valores continuos a medida que a fronteira 0f2 cruza um
ponto de amostra durante o seu movimento, é dado por:

O.’UM
9:(w,6) = W(H,(¢) Z— — 1 <0, (12)
Oadm
onde
1
V(H(6) = B0, Hi(¢) = o [ L H(0)dD, (13)
rJD
I(x) { bosex el ar=/1r(x)dD, (14)
0,sex¢Q,, D

3
oM = ”587’ -8, s.=dev(og,), o,:=Cig.(u). (15)

O subdominio €2, é uma vizinhan¢a de x(r) e €,(u) a deformagdo avaliada em x, € D. A
funcdo H,(¢) corresponde a fragdo volumétrica (drea) de material 1 contido em €2,.. A fung@o
¥ tem como objetivo amplificar o valor da tensdo nos pontos onde a fracdo de drea é 0 <
H,.(¢) < 1. Consequentemente, a tensio em x,. € significativa sempre que 2 N €, # (), mesmo
quando x, estd contido estritamente em (2. A Fig. 2 mostra um ponto de amostra x,, com sua
correspondente restri¢do g, ativa mesmo com x,. ¢ €).

E importante observar que independentemente se o ponto x, estd dentro ou fora de €, a
correspondente tensdo o, € sempre calculada pela Eq. (15) e a restricao de tensdo pela Eq.
(12). A varidvel que transforma esta tensdo significativa ou néo, € a fracdo de drea H,.(¢).

Com base nas consideracdes acima, o problema de minimizac¢ao é reformulado como:
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Otimizagdo topologica com restrigdes de tensdo local

D\(22U a0)

Figura 2: Ponto de amostra x,. e sua vizinhanga (2, interceptado pela fronteira 0<). Neste caso, x, ¢ (), mas
a restricao de tensao esta ativa pois Q N Q,. # (, ou seja, H,.(¢) # 0 (Emmendoerfer Jr e Fancello, 2014).

Problema Ps:

min - mo(w) = [ [o(¢) + 5C@)ew - e(w)] a.

ag(u,v) =lg(v), VveV,
sujeito a: o ) o(V) (16)
gr(u,0) <0, r=1,..,N,

onde ¢, (u, ¢) é dado por (12) e N, é o niimero total de pontos de amostra x, em D.

2.3 Solucao baseada na abordagem Lagrangiano aumentado

A abordagem Lagrangiano aumentado usada neste trabalho segue o procedimento padrdao
visto na literatura (Bertsekas, 1996; Martinez, 2009). As restricdes de tensao do Problema P,
s@o incluidas no funcional objetivo através de uma penalizagao composta por um termo linear e
um quadrdtico. Define-se uma sequéncia de multiplicadores de Lagrange {a*}, k = 1,2, ... que
convergem para satisfazer as condi¢des de otimalidade necessarias de F,. O problema € entdo
reescrito como:

Problema Ps: para dados valores do fator de penalizagio c* e o, resolver o problema de
minimizagao:

min T*(9),

1 o c*
70 = [ [0+ hcet) - e] ap+ 3 fatho(w.o) + G ol |
D r=1
17
sujeito a: ay(u, v) = ly(v), Vv e, (18)

onde u € a solucdo de (18) e h,.(u, ¢) € uma funcao da r-ésima restri¢ao de tensao dada por:

«

k
h-(u, ¢) = max {gr(u, R _c_’:} . (19)
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Uma vez que o minimo ¢ atingido (ou ap6s um nimero de iteragdes convenientemente especi-
ficado), verificar a condicao:

|aygr| <e, (20)

onde ¢ € uma pequena tolerancia. Caso a condicdo (20) ndo seja satisfeita, atualizar os multi-
plicadores de Lagrange e o fator de penalizacao:

k1 _ k| ok k.
% —max{ar +c gT,O},

=B, B>1, 0<c<cnaw, Vk€EN.

21

Atualizar £ = k£ + 1 e reiniciar o processo.

3 OTIMIZACAO PELO MOVIMENTO LEVEL SET

Para a evolugdo das fronteiras (level sets), neste trabalho serd utilizada a abordagem pro-
posta por Yamada et al. (2010). O problema de otimizagao topolédgica é modificado adicionando
um termo de regularizacao:

1
min Jn() = J(0) + [ 37 IVo dD, @)

onde J(¢) é o funcional objetivo regularizado e 7 > 0 é um coeficiente de difusdo que controla
o efeito da regularizacdo. A evolucdo da funcdo level set ¢ é relacionada com a derivada do
funcional regularizado (22) como:

06 dJa(o)  dJa(o)  dJ(0)

ot do ' dp  do
onde ¢ ¢ um pseudo-tempo e A é o operador Laplaciano. Desta forma, a evolugdo de ¢ ter-
mina quando a condi¢do de otimalidade de primeira ordem do problema de minimizagao (22) é
satisfeita.

— TAQP, (23)

Combinando as equagdes em (23), a equagdo de evolugdo temporal resultante com condigdes
iniciais e de fronteira é resumida como segue:

( g;ﬁ — —Ef), em D
qz;(; =0) = ¢y, em DUOD 24
n =0, em 0D\ODy

| o=1, em 0Dy

A primeira equagdo de (24) é uma equacao de reacdo-difusdo, também conhecida como equagao
de Allen-Cahn. O termo 7A¢ representa a difusdo, enquanto a derivada da fungdo custo
dJ(¢)/d¢ é o termo de reacdo responsavel pela mudanca da forma e topologia. A Eq. (24) de-
veria conduzir a funcdo ¢ para uma solugdo local vidvel do problema de otimizagdo topoldgica
estrutural. Ainda, a func@o level set deve satisfazer as seguintes condi¢oes:

—1<¢(x) <0, VxeD\(QUI),
s(x) =0, Vxedn, (25)
0<o(x) <1, Vxe\n.

CILAMCE 2015
Proceedings of the XXXVI Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Ney Augusto Dumont (Editor), ABMEC, Rio de Janeiro, RJ, Brazil, November 22-25, 2015



Otimizagdo topologica com restrigdes de tensdo local

3.1 Analise de sensibilidade

Esta se¢do tem como objetivo determinar o termo de reagdo d.J(¢)/d¢ da equagdo de
evolucdo (24). A partir da defini¢do de um funcional Lagrangiano para o Problema P3:

£(p,u, A) :/

D

2
+ag(w,A) — l,(A), Yu,A€eV, (26)

9(0) + 5C(0)e(u) - e(w)] dD + i {arh(w,0) + 5 b (w0}

onde a funcdo A corresponde ao multiplicador de Lagrange da restricao de equilibrio. Seguindo
o mesmo procedimento de Emmendoerfer Jr e Fancello (2014) através de derivadas de Fréchet,
€ possivel concluir que, para um ponto (¢, u, A) estaciondrio em relagdo a u e A, obtém-se

dJ(9)
o = V(90 @7)

onde (¢) é a funcdo delta de Dirac e V' (¢) é dado por:
[ (01— p2) +9(C1 = C)H(@P (Selw) +e(N) - e(u)

Sl S )

V(g) = se g-(u, ) > ——, (28)

(p1 — p2) +p(C1 — C2)H(¢)p_1 (gs(u) + E(A)> re(u),

se g-(u,¢) < -

\
Note que o campo V' (¢) é a velocidade de evolugdo. Dois termos importantes distinguem V' (¢)
dado por (28) da expressao andloga obtida em Emmendoerfer Jr e Fancello (2014). O primeiro
¢ a presenca da funcdo Heaviside que anula termos de pontos que estdo fora da regido com
material. O outro € o termo de compliance, devido ao coeficiente .

A solucgdo adjunta A € obtida através da expressdo variacional

Nr

/DC(¢) [ne(u) +e(A)]-e(du)dD = —Z [, + ch,(u,$)] C, A (u,¢)-g.(0u) VoueV,

r=1

(29)

também conhecida como equagio adjunta. A, (u, ¢) é um tensor que contém as derivadas das
restricdes de tensdo em relagdo aos invariantes 1, J5 e J3, dado por

o ah?‘(u’ gb) ah?"(u’ gb) T 8h7’(u7 ¢) T
A (u,¢9) = o7, I+ o7, P's,.(u) + ok P’s.(u)s,(u), (30)
onde
sr(u) =Po,.(u), P=II- %I ®1, (31

¢é o tensor de tensdes desviadoras.
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3.2 Tratamento e regularizacao do campo de velocidades

E importante ressaltar que é o termo de reacdo que, de fato, contém a informacio para
as mudangas topoldgicas desejadas, definindo a velocidade V' (¢) em (27,28). Com o objetivo
de aprimorar a sequéncia de minimizag¢do, algumas modificacdes sdo efetuadas porém, preser-
vando suas propriedades responsaveis pelo decréscimo do funcional objetivo.

A primeira proposta de modificagdo consiste em estender o termo de reagéo d.J(¢)/d¢ para
todo o dominio, eliminando o delta de Dirac presente em (27) e considerando

dJ

do

Desta forma, o termo de reacdo permite distribuir valores (incluindo zero) em D e, consequen-

temente, produzir modificagdes na fungdo level set que conduzem a nucleacdo de novos furos
no interior do dominio.

V(). (32)

A segunda modificacdo consiste em seguir a proposta apresentada em Emmendoerfer Jr e
Fancello (2014), fazendo o escalamento logaritmico de V' (¢), ou seja,

V() = In(V(¢)+1), seV(p) >0, a3
. CIn(—V(6) + 1), seV(e) <O0.

Com isto, as grandes variacdes em amplitude de V' (¢) (consequéncia das restri¢des de tenséo lo-
cal) sao minimizadas, evitando o indesejavel efeito de movimentar apenas uma pequena regiao
da fronteira enquanto o restante permanece inalterado.

A tdltima modifica¢do do campo V' (¢) refere-se a operagdes de suavizagio. Neste trabalho,
foi utilizado o método Hilbertiano proposto por Gournay (2006), fornecendo uma velocidade
mais regular V' (¢) a partir de Vieg ().

Finalmente, a velocidade V' (¢) é normalizada:

%
o(o) = 0—2__ (34)
max(|V(¢)|)
onde C' é um fator de peso. Portanto, a equagdo de reagao-difusao fica dada por:
0
2 — 80— (), (9)

com condig¢des iniciais e de fronteira dadas por (24).

4 DISCRETIZACAO E IMPLEMENTACAO NUMERICA

Para a solucdo discreta da equacdo de estado (4) e da equacdo adjunta (29) utiliza-se o
método dos elementos finitos (MEF). Uma tnica malha (estruturada) de elementos quadrilate-
rais € usada para discretizar a fungdo level set e para a andlise dos elementos finitos.
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X

Figura 3: Exemplo de um ponto de amostra x,. (coincidente com um né da malha de elementos finitos) e sua
vizinhancga Q...

Para resolver a Eq. (35), utiliza-se um procedimento similar ao de Yamada et al. (2010) ou
Choi et al. (2011). Usando um esquema implicito para a discretizagdo temporal e o MEF para a
discretizacdo do dominio, a equacdo de evolugdo discretizada € dada por:

1 1
(—Tl + TTQ) P, =T (—‘bt — v) , emD

At At (36)
o(t) =1, em 0Dy,
onde
T, = / N”NdD, 37)
T, = / YNTVNdD. (38)

Aqui, At € o incremento no tempo, e € o nimero de elementos, Ue representa a unido do
conjunto de elementos, N € a fun¢do de interpolacio e v € o vetor de velocidades. Desta forma,
a funcao level set atualizada ®,, € obtida resolvendo (36).

Os pontos de amostra X,., sdo definidos como sendo coincidentes com os nés da malha de
elementos finitos. A vizinhanga correspondente €2, € um quadrado com o mesmo tamanho de
um elemento finito (ver Fig. 3), tendo como resultado a completa cobertura de D.

Devido ao uso de elementos (quadrilaterais) bilineares, o campo de deformacoes € des-
continuo. Assim, utiliza-se o esquema de recuperacgao classico dado pela média das deformagdes
elementares no no:

Ne

Be T Ue
e () =y el (39)

e=1

onde N, é o nimero de elementos e que contém o nd x,, B.(x,) é a matriz das derivadas da
fungdo de forma do elemento e, e U, € o vetor de deslocamentos nodais do elemento.

5 RESULTADOS NUMERICOS

Para demonstrar o comportamento do algoritmo de minimiza¢do proposto, apresenta-se o
classico problema de uma estrutura com uma singularidade geométrica. O modelo consiste
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Figura 4: Estrutura em formato de L engastada na parte superior.

numa estrutura em formato de “L”, engastada na parte superior e submetida a uma forca P =1
N no topo do lado direito, conforme mostrado na Fig. 4, onde L = 1 m.

Os materiais 1 e 2 tem as seguintes propriedades: densidades p; = 1 e po = 0.001, e
moédulos de elasticidade £ = 1 e E5 = 0.001. O coeficiente de Poisson é fixadoem v = 0.3 e
a tensao de escoamento do material € adotada como 0,4, = 42 Pa. O processo de otimizacdo
foi parado apds £ = 60 atualizagdes dos multiplicadores de Lagrange «,. com 20 iteragdes
(fixas) para cada subproblema. O passo de tempo em (36) foi escolhido convenientemente
como At < 0.25.

O dominio D foi discretizado com 160 elementos nos lados com maior comprimento, em
ambas direcdes horizontal e vertical, totalizando 16384 elementos finitos quadrilaterais e 16705
nés. Como o nimero de pontos de amostra coincidem com o nimero de nés na malha, NV, =
16705. Os demais parametros sdo: ¢ = 0.15 (¢pax = 30¢), B = 1.1, u = 0.0015, C = 0.25,
p=1001,k=1(Az)%, 7=7Tx10%eq=0.5.

Foram consideradas duas configuragdes iniciais diferentes, uma contendo furos e outra sem
furos. A Fig. 5(a) mostra o dominio level set inicial (com furos) e a Fig. 5(b)-(f) os resultados
intermedidrios durante o processo de otimizagdo. O projeto final e a correspondente distribui¢ao
das restricdes de tensao sao mostrados na Fig. 6(a) e (b), respectivamente.

Agora, partindo de uma configuracdo inicial sem furos, a Fig. 7 mostra o histérico das
iteragdes. Na sequéncia de minimizacdo observa-se que o algoritmo € capaz de identificar e
eliminar, no inicio, a concentragdo de tensao na quina, € logo apds inicia-se a nucleacao de
furos no dominio. O projeto 6timo e a respectiva funcdo de restricdes de tensdo sdo mostradas
na Fig. 8.

A convergéncia do funcional objetivo regularizado para as duas configuracdes iniciais €
mostrada na Fig. 9. A Tabela 1 compara os valores da razao de massas (razdo entre a massa na
configuracdo final e a massa total da estrutura), da compliance e o valor maximo da restricao
local g, em D para as duas configuragdes finais. Observa-se que as estruturas 6timas obtidas
no final do processo de otimizagdo satisfazem as restricdes impostas de forma razodvel. Nota-
se também que os projetos sdo diferentes dependendo da configuracdo inicial, entretanto as
concentracdes de tensao foram detectadas e eliminadas.
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Figura 5: Resultados intermediarios para uma configuracio inicial com furos: (a) dominio level set inicial;
(b) iteracao 10; (c) iteracao 50; (d) iteracao 100; (e) iteracao 300 e (f) iteracao 600.

(a)

Figura 6: Configuracao inicial com furos: a figura mostra o projeto no final do processo de otimizacao (a) e
a correspondente funcao das restricoes de tensao (b).
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(a) (b) ()
(d) (e) (f)

Figura 7: Resultados intermedidrios para uma configuracio inicial sem furos: (a) dominio level set inicial;
(b) iteracao 50; (c) iteracao 100; (d) iteracao 150; (e) iteracao 300 e (f) iteracao 600.

(a)

Figura 8: Configuracio inicial sem furos: a figura mostra o projeto no final do processo de otimizacao (a) e
a correspondente funcao das restricoes de tensao (b).
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Figura 9: Convergéncia do funcional objetivo regularizado para as duas configuracoes iniciais: (a) com
furos e (b) sem furos.

Tabela 1: Tabela comparativa para as duas configuracoes iniciais apresentadas.

Configuragdo inicial Projeto final Razdo de massas Compliance maxp(g;)
com furos Fig. 6(a) 0.4832 222.02 0.0020
sem furos Fig. 8(a) 0.5310 213.92 0.0022

6 CONCLUSOES

Neste trabalho foi abordado o problema de otimizagdo topoldgica para minimizagao de
massa considerando restricoes de tensdo local. Uma técnica Lagrangiano aumentado associada
com a restri¢do de tensdo, idéntica a proposta por Emmendoerfer Jr e Fancello (2014), foi utili-
zada para transformar um problema de minimizag¢do com multiplas restricdes em uma sequéncia
de problemas de minimizacao irrestritos. A evolugao level set, diferentemente da cldssica abor-
dagem baseada na equagao de Hamilton-Jacobi, foi controlada por uma equagao reagcao-difusao
similar aquela proposta em Yamada et al. (2010). Os resultados numéricos mostraram que o
uso desta equacao permitiu uma sequéncia minimizante com bom comportamento e eliminou a
necessidade da reinicializacao da funcgdo level set ao longo do processo de otimizagdao. Além
disto, o algoritmo proposto permitiu nuclear furos em regides apropriadas do dominio que, no
presente caso, sdo aquelas onde as tensdes sao mais baixas. Finalmente, o algoritmo foi ca-
paz de detectar pontos com concentracdo de tensoes e conduzir a projetos viaveis de qualidade
geométrica muito satisfatérios quando comparados com resultados andlogos na literatura exis-
tente.
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