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Abstract. A Andlise Isogeométrica é um método de andlise numérica que utiliza como fungées
de aproximagdo do campo de deslocamentos as mesmas fungoes utilizadas pelos sistemas CAD
para representacdo da geometria, como B-splines e NURBS. Desta forma, a geometria do mo-
delo é representada de forma exata para qualquer discretizacdo adotada. Esta é uma vantagem
importante sobre o Método dos Elementos Finitos onde a geometria do modelo é represen-
tada de forma aproximada por funcées polinomiais. Este trabalho apresenta inicialmente a
Sformulacdo isogeométrica para andlise de solidos de material homogéneo e isotrépico. Em
seguida, esta formulacdo é estendida para a andlise de estruturas de materiais compositos
reforcados por fibras. Exemplos de estruturas de cascas de material homogéneo e isotropico,
bem como de compdsitos laminados, foram analisados e os resultados foram comparados com
resultados disponiveis na literatura. Excelentes resultados foram obtidos em todos os exemplos
e esquemas de laminagdo considerados. Os resultados mostraram ainda que o uso de funcoes
NURBS de ordem mais alta leva a uma convergéncia mais rdpida da resposta, necessitando de
menos graus de liberdade em comparagcdo com o uso de funcoes de ordem baixa.
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ANALISE ISOGEOMETRICA DE ESTRUTURAS LAMINADAS

1 INTRODUCAO

A Andlise Isogeométrica (AIG) € um recente método de andlise numérica que propde apro-
ximar as ferramentas de modelagem geométrica (sistemas CAD) e as ferramentas de andlise es-
trutural. A grande vantagem desta formulacao estd na utiliza¢do, como fung¢des de aproximagao
do campo de deslocamentos, as mesmas fungdes utilizadas pelos sistemas CAD para repre-
sentacdo da geometria, como B-splines e NURBS. O uso destas fungdes permite representar
exatamente formas complexas, como arcos de circulo, cOnicas e quadricas. Desta forma a AIG
permite que o modelo de anélise represente exatamente a geometria do problema, independente
da discretizagdo adotada para aproximar o campo de deslocamentos. A AIG foi inicialmente
proposta por Hughes et al. (2005) e vem sendo explorada em vérios trabalhos (Cottrell et al.,
2009; Kapoor & Kapania, 2012; Borden et al., 2011; Espath et al., 2014).

Outra vantagem da AIG consiste na facilidade de refinamento do modelo, através da utiliza-
cdo de algoritmos classicos de refinamento da geometria tratados no campo da Modelagem
Geométrica. No caso das NURBS, estes algoritmos sdo a Inser¢do de Knot e a Elevacdo de
Grau (Piegl & Tiller, 1997). A subdivisao dos modelos em mais elementos e a elevacdo do grau
destes € facilmente alcangada com o uso destes algoritmos.

Os compdsitos considerados neste trabalho sdo formados por fibras de alta resisténcia (e.g.
carbono e vidro) envolvidas por uma matriz polimérica (resina). Estes materiais apresentam
varias caracteristicas importantes para a fabricacdo de estruturas de alto desempenho, como
boas relagdes resisténcia/peso e rigidez/peso, bom isolamento térmico e amortecimento estru-
tural e elevada resisténcia a fadiga. Normalmente, vérias camadas de comp0sitos com diferentes
orientacdes de fibras sdo empilhadas de forma a se obter caracteristicas estruturais mais efici-
entes, resultando em uma estrutura laminada.

Este trabalho utilizou a AIG aplicada a problemas de anélise de estruturas laminadas. A
formulagao isogeométrica foi implementada em um software académico de Elementos Fini-
tos, de modo a aproveitar toda a estrutura do programa. A implementacdo da AIG possui
muitos aspectos semelhantes a do Método dos Elementos Finitos. Neste sentido, uma das
abordagens para implementacdo da AIG consiste em utilizar o procedimento da Extracdo de
Bézier, facilitando ainda mais a reutilizacao do c6digo. Neste contexto, a maior diferenca en-
tre a implementagcao de ambos os métodos reside na implementacdo do cdlculo das fungdes de
forma e suas derivadas.

O contetudo deste trabalho estd dividido da seguinte forma: No Item 2, realiza-se uma
revisdo bibliogréfica da representacdo de NURBS, abordando os principais aspectos utilizados
na formulagdo da AIG; No Item 3, mostra-se a formulacao da AIG considerada neste trabalho;
No Item 4, explica-se a formulacdo de sélido laminado utilizada; No Item 5, aborda-se dois
exemplos classicos de problemas de cascas, que sao solucionados através da AIG e comparados
com resultados da literatura. As conclusoes sobre os resultados obtidos sao tratadas no Item 6.

2 NURBS

NURBS sdo representagdes paramétricas amplamente utilizadas em modelagem computa-
cional, pois oferecem uma forma matematica capaz de representar tanto modelos matematicos
padrao (quédricas, cOnicas, superficies de revolugao, ...) como também modelos de forma li-
vre, utilizando a mesma base de dados para armazenamento de ambos. Uma curva NURBS C'
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de grau p € construida por uma combinac¢do linear entre os pontos de controle p; e funcdes de
base racional R; ,(¢), como mostra a expressao:

n
=Y Ri,©)pi M
=1
onde £ € a coordenada paramétrica de avaliagdo da curva e n € o nimero de bases da curva. As

bases NURBS sdo avaliadas em fungdo das bases B-Spline NN, ,, e dos pesos w; pela expressao:

Ni,pwi . Ni,pwi
Y Nyw o W(E)

Ri(§) = 2)

onde W(&) = >, N; (§)w; é a fungio peso. Cada ponto de controle p; possui um peso
correspondente w;. A consideracdo do pesos permite alterar a geometria final do modelo, como
também a modelagem de cOnicas como circunferéncias e elipses.

As bases B-Spline requerem um vetor de knots. Tal vetor consiste num conjunto de valores
paramétricos nao-negativos e ndo-decrescentes delimitados ao longo do intervalo paramétrico
(€1, &ntpt1) nO qual a curva foi definida. Considerando o vetor de knots = = [£1, &a, - . ., Entprals
as funcdes de base B-Spline sdo definidas pela férmula recursiva de Cox-de Boor (Piegl &
Tiller, 1997):

L, &<E<&n

Niol8) = 0, caso contrario
Nil€) = 2 Nipa () + 22N (0 G

Cada base NV, contribui ao longo do intervalo paramétrico [§;, {;4,+1]. O nimero de bases n
pode ser calculado em fungdo do tamanho do vetor de knots ks e do grau p por:

n=ks—p-—1 4)
A derivada de NV, , pode ser calculada por:

d o

dg Nl’p (5) £z+p gz

Sitpr1 — &1

Nip-1(§) — Nit1p-1(§) (5)

As fungdes de base B-Spline NV ,(£) tém as seguintes caracteristicas:

e Sdo ndo-negativas: N, , (&) > 0;

e Possuem parti¢do da unidade: ) N; (&) = 1;

=1

Possuem suporte localizado: N; ,(§) = 0 se & estiver fora do intervalo [&;, &4 p+1;

Possuem continuidade CP~! entre os knots:;

Possuem continuidade CP~™ nos knots, onde m é a multiplicidade do knot.
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Outra importante observacao é que o nimero de bases que contribui para cada intervalo pa-
ramétrico (ou knot span) é sempre igual a p+1. E importante notar que as fungdes de base
racionais R; (&) herdam as propriedades das fungdes de base B-Spline IV, ,,(€).

Um s6lido NURBS definido por produto tensorial € construido pelo produto de trés funcdes
de base univariantes NURBS. Dados um tensor de pontos de controle P (n X m X 0), uma
NURBS de grau p na direcdo & com vetor de knots = = [£1,&1, ..., {nipt1], uma NURBS de
grau ¢ na diregdo 7 com vetor de knots S = [y, 11, . .., Pm+q+1) € uma NURBS de grau [ na
dire¢do ¢ com vetor de knots £ = [(1,(1, - - -, (or121], um sélido V' € definido por:

S 777 Z Z ZR 5 777 zyk’ Pz]k (6)

=1 j=1 k=1

onde R(&, 7, () é a fungdo de base racional trivariante dada por:

Wiz Nip(§) Nig(n) Nia(C)
W(,n,0)

W (&, n, () é afungdo peso trivariante:

W(&n,¢) = Zzzwmk zp (77) Nk,z(o 3)

zljlkzl

R(£7 n, C)z’,j,k = @)

As derivadas parciais de W (&, 7, () s@o avaliadas pelas expressdes:

o

E wzgk N:p( ) Nj,q(n) Nic,l(C)

Ms

W n,¢) = f)

5 i=1j=1k=1
SoW(Em.0) = 35 3% 55 e Ny O N (1) Nigl©) o)
i=1j=1k=1
SEWIED.0) = 35 35 3wy N3, (0) Ny () N, (0

As derivadas parciais das funcgdes de base trivariantes podem ser calculadas por:

0 Wg’ ’C Nz{pg_gwfa ag Ni,pg
R’i7j7k(€7nac>:wijk Nj,q(n)Nkz,z(C) (&n.¢) () o€ (& n,¢) (£)

o W2(g,n,Q)

0 va ag N]/q _QW 57 7€ Nj,q
a—nRz‘,j,k(f,U, ¢) = wijie Nip(&) Nia(¢) (& 0) 2y (1;])2(5 87;7 C)( 1:¢) Nial1) (10)
8 W§> ag N/ €_2W57 ’CN,C

ac R j1(§,m,C) = wijk Nip(§) Njg(n) S, k’li/v)2<€ 87; C)( n¢) Nl0)

Um modelo NURBS pode ser refinado adicionando novos valores knots ou elevando o
grau das fungdes base sem modificar a geometria final da curva. Os algoritmos utilizados para
esta finalidade sdo a Insercdo de Knot e a Elevacdo do Grau (Piegl & Tiller, 1997). Estes
algoritmos podem ser aplicados de forma eficiente a NURBS de qualquer geometria, grau e
dimensao (curva, superficie ou volume).
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3 ANALISE ISOGEOMETRICA

O Método dos Elementos Finitos (MEF) € o método mais utilizado atualmente para andlise
de solidos e estruturas. No MEEF, a estrutura é dividida em um conjunto de elementos conecta-
dos através de nos. Os deslocamentos no interior de cada elemento sao interpolados a partir dos
deslocamentos de seus nds utilizando polindmios. As equacdes de equilibrio da estrutura sdao
obtidas utilizando principios variacionais (trabalho virtual ou energia potencial) ou Métodos
de Residuos Ponderados (e.g. Galerkin). Na formula¢do isoparamétrica do MEF, a geometria
dos elementos é descrita pelas mesmas funcdes utilizadas para aproximar os deslocamentos.
Esta formulagdo € largamente utilizada, pois garante que as condi¢des necessarias para a con-
vergéncia do MEF para a solucdo exata do problema sejam automaticamente satisfeitas (Cook
et al., 2002).

A Anilise Isogeométrica (AIG) utiliza a mesma ideia da formulacdo isoparamétrica do
MEEF, mas neste caso a sequéncia € invertida: os deslocamentos no interior do s6lido sdo apro-
ximados utilizando as mesmas funcdes utilizadas para definir a geometria do sélido (e.g. B-
splines e NURBS). Desta forma, consegue-se representar de forma exata a geometria do modelo
mantendo a garantia de convergéncia para a solucdo do problema.

Utilizando os conceitos de modelagem geométrica discutidos no Item 2, a geometria do
solido € escrita como:

x:iRaxaa yziRayaa Z:iRaza (1)
a=1 a=1 a=1

onde np € o numero de pontos de controle que definem a geometria do solido, 7, s@o as fungdes
base utilizadas e z,, y,, 2, sd0 as coordenadas dos pontos de controle. Neste trabalho, as fun¢des
base utilizadas sao NURBS trivariadas, discutidas no Item 2.

Na Anilise Isogeométrica, os deslocamentos no interior do sélido (u, v, w) sdo aproxima-
dos com as mesmas funcdes base utilizadas para descrever a geometria do sélido:

u:iRaua, vziRava, wziRawa (12)
a=1 a=1 a=1

onde u,, Vg, w, sao os deslocamentos dos pontos de controle do sélido. Estas equacdes podem
ser escritas de forma matricial como

U p R, 0 O Uy p
a=|v |=> 10 R, 0|]| v |=> Nsu,=Nu (13)
a=1 a=1
w 0 0 R, Wy

onde u € o vetor dos graus de liberdade do problema (i.e. deslocamentos dos pontos de controle)
e a matriz N € dada por

N=|N, Ny .. N, (14)

Desta forma, a matriz de aproximag¢do dos deslocamentos N € formada por uma série de sub-
matrizes correspondentes a cada ponto de controle.
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E importante notar que diferente do MEF, os pontos de controle ndo pertencem ao sélido e
seus deslocamentos ndo possuem um sentido fisico claro, como ocorrem com os deslocamentos
nodais, que correspondem aos deslocamentos de pontos do solido. Desta forma, a AIG tem
caracteristicas similares as do Método de Rayleigh-Ritz.

Um aspecto importante da AIG é que embora a geometria possa ser descrita exatamente
utilizando poucos pontos de controle, a obtengao de resultados precisos na andlise requer que
um numero adequado de graus de liberdade seja considerado. Assim, o numero de pontos de
controle minimo a ser utilizado é ditado pela geometria do problema, mas o nimero efetiva-
mente utilizado depende da precisdo requerida da andlise. Estes pontos de controle adicionais
podem ser obtidos utilizando os algoritmos de Insercdo de Knot e a Elevagdo de Grau (Piegl &
Tiller, 1997), de maneira a refinar o modelo numérico mantendo a geometria exata.

3.1 Deformacoes

Considerando que os deslocamentos sao pequenos, as deformacdes podem ser calculadas
como

€ Uy R, O 0
Ey Uy 0 R,y O
P R i
€z W, z 0 0 a,z
’yzy u,y + (o a=1 Ra,y Ra,z 0
Wy
Yz U + W g Ra,z 0 Ra,a:
Vyz v+ wy 0 R,. Ry

E importante notar que a matriz deformagao-deslocamento (B) tem o mesmo padrio da matriz
N mostrada na Eq. (14).

As fungdes base R, sdo definidas em fun¢do das coordenadas paramétricas (&, 7, (), mas
para calcular a matriz deformacgao-deslocamento € necessario calcular as derivadas destas fungdes
em relacdo as coordenadas cartesianas (x, y, z). Assim, como na formulagdo isoparamétrica do
MEF (Cook et al., 2002), na AIG estas derivadas podem ser calculadas utilizando a matriz
Jacobiana (J):

Z Ra,ﬁ Tq Z Ra,{ Ya Z Ra,§ Za Ra,ac Ra,f

J= 1> Ruyta Y Ranta Y Ranza| = | Ray | =37 | Ray | (16)

Z Ra,( Lq Z Ra,( Ya Z Ra,C Za Ra,z Ra,(

3.2 Equacoes de Equilibrio

As equacgdes de equilibrio do s6lido na AIG podem ser obtidas a partir do Principio dos
Trabalhos Virtuais (PTV). De acordo com o PTV, o equilibrio ocorre quando o trabalho virtual
interno (6U) € igual ao trabalho virtual externo (0W,,;), qualquer que seja o campo de desloca-
mentos virtuais ou, desde que este seja pequeno e obedega as condi¢des de contorno essenciais
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do problema (Cook et al., 2002). Matematicamente:
U = Weye = / Selo dV = / sa’ bdV + / sal qds + Z oul F; (17)
1% 1% s

onde de € o vetor de deformacdes virtuais, o € o vetor das tensdes, b sdo as forcas de corpo, q
sdo as forgas de superficie e F; sdo as cargas concentradas atuantes no corpo.

Utilizando a Eq. (15) e considerando apenas pequenos deslocamentos, as deformacdes
virtuais sao dadas por:

se = Bou (18)

Assim, o trabalho virtual interno pode ser escrito como:
oU = / Selo dV = 5uT/ BTo dV = éu'g (19)
v 1%
onde o vetor das forcas internas da estrutura (g) ¢ dado por

g = / BTo dV (20)
1%
Utilizando a Eq. (14), o trabalho virtual externo pode ser escrito como:
W = u” /v N”bdV + ou” /S N"qdS +6u" Y N, F; =ou'f (21)
Portanto, o vetor das cargas externas (f) é dado por
f:/VNdev+/SNquS+ZNjTFj (22)

Nesta expressao, a matriz IN; corresponde a matriz N da Eq. (14) avaliada no ponto de aplicagdo
da forca j.

As equagdes de equilibrio do modelo discreto s@o obtidas substituindo as Eq. (19) e (21)
na expressao do trabalho virtual:

U =W, = oulg=ou’f (23)

Como os deslocamentos virtuais du sdo arbitrarios, as equagdes de equilibrio da AIG sdo dadas
por

g=f (24)

Neste trabalho, considera-se que o material tem um comportamento elastico linear:
o=Ce (25)

onde C € a matriz constitutiva eldstica. No caso de materiais lineares, esta matriz € constante
e depende apenas das propriedades do material. Substituindo a relacdo tensdo-deformacio a
expressao do vetor de forcas internas e utilizando a Eq. (15) , pode-se escrever:

g:/BTa-dV:/BTCedV:/BTCBqu:Ku (26)
1% 14 |4
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onde a matriz de rigidez da estrutura € dada por:
I(:/EﬂCBdV (27)
1%

Finalmente, substituindo a relacio g = Ku na Eq. (24), podemos escrever as equagdes de
equilibrio como:

Ku="f (28)

A solugdo da Eq. (28) permite a determinacdo dos graus de liberdade do problema (u),
que correspondem aos deslocamentos dos pontos de controle do modelo. Apds o célculo do
vetor de deslocamentos u, as deformacdes sdo calculadas utilizando a Eq. (15) e as tensodes sdao
calculadas utilizando a Eq. (25), completando a solu¢@o do problema de andlise de tensdes em
solidos.

E importante notar que s6lidos simples podem ser gerados completamente por uma NURBS,
mas solidos complexos podem precisar de varias NURBS diferentes para sua descrigdo com-
pleta. Neste caso, cada NURBS € conhecida como um patch, sendo o modelo completo formado
por vdérios patches. As equagdes do item anterior sdo independentes do ndmero de patches e
permanecem validas, desde que a matriz de rigidez K e o vetor de cargas externas f sejam
calculados de forma adequada.

Contudo, para manter a compatibilidade do modelo € necessario que o campo de desloca-
mento seja continuo entre os patches. Isto pode ser obtido de maneira direta com a utilizagdo
dos mesmos pontos para descrever a fronteira entre dois patches. Assim, os refinamentos do
modelo devem ser aplicados de modo que os pontos de controle das fronteiras permanegam
iguais para ambos os patches. Métodos alternativos baseados no uso de multiplicadores de La-
grange ou técnicas de penalidade podem ser utilizados. Estes métodos permitem discretiza¢oes
independentes em cada patch ao custo de uma implementagdo mais complexa.

3.3 Elemento Isogeométrico

De acordo com a Eq. (27), a matriz de rigidez da estrutura € calculada pela integracdo no
volume completo do modelo. Contudo, esta ndo € uma forma eficiente de realizar a integracao.
Uma vez que as fungdes NURBS tém suporte local, apenas p 4 1 fun¢des sao nao nulas em um
knot span, como ilustrado na Figura 1.

Assim, apesar das fungdes NURBS serem definidas em todo o patch, a matriz de rigidez
serd calculada utilizando a quadratura de Gauss em cada knot span, que pode ser entendido
como o elemento isogeométrico. A matriz do elemento € entdo somada a matriz da estrutura de
forma idéntica ao que € feito no MEF.

Na integracdo, o elemento ¢ mapeado do espaco fisico para o espago paramétrico da NURBS,
e em seguida mapeado para o espago paramétrico do elemento, definido no intervalo [-1, 1],
como ilustrado na Figura 2. Isto requer que as coordenadas nos pontos de Gauss (é , 1, é ) sejam
mapeadas para o espaco paramétrico da NURBS (¢, 7, (), pela expressao:

€= G+ (E+ DL =t 4D =Gt (CH )L 29)
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P Elementos
Isogeométricos

Figura 1: Exemplo de um cabo modelado com Elementos AIG quadraticos, mostrando os graus de liberdade
e funcoes de base locais para o terceiro elemento (cor azul).

onde &, Efis Mins Nfir Gin € Cpi $20 0s valores dos knot span do elemento nas direcdes &, 7 e (.
Com as coordenadas dos pontos de gauss mapeadas, pode-se efetuar o cdlculo das funcdes de
base R; e suas derivadas R, do elemento. As derivadas deverdo ser mapeadas de volta para o
espaco de referéncia do elemento, sendo necessario o calculo do Jacobiano da transformacao,

0 _ &i—& : -
com termos semelhantes a — = % Uma maneira de evitar o segundo mapeamento
mencionado € utilizando uma estratégia de extracdo de Bézier, que serd mostrada na proxima

secao.

Mapeamepto Mapeamento do
do Espago ﬁleO para Espaco paramétrico da NURB para
Espago paramétrico da NURBS Espago paramétrico do Elemento

ey

Y

-1

-1 1

Figura 2: Exemplo de Elemento AIG mostrando seus graus de liberdade e fungoes de forma.

3.4 Extracao Bézier

A Extragdo Bézier consiste em reduzir a continuidade da NURBS nos pontos (&, 7, ) cor-
respondentes do vetor de knots até que estes possuam multiplicidade p, fazendo com que a
continuidade nas fronteiras dos espacos paramétricos sejam C°, de maneira que cada segmento
possa ser representado por uma representacdo de Bézier de dimensao equivalente. A operagdo
de Inserc¢do de Knot é utilizada adicionando knots ja existentes, envolvendo o calculo de novos
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pontos de controle. Em vez de utilizar os novos pontos de controle como a nova geometria do
modelo, pode-se apenas utilizar a operacdo para facilitar o cdlculo das funcdes base B-Spline
N;p, (Borden et al., 2011).

Uma vez que a geometria da NURBS permanece constante durante a aplicacdo da operagao
de Insercdo de Knot, os novos pontos de controle p do elemento AIG podem ser definidos pelo
produto de uma matriz de extragao do elemento C* pelo vetor de pontos de controle antigos p:

p=(C)p (30)

Pode-se mostrar que as fungdes de base B-Spline V; ,(£) e suas derivadas podem ser calculadas
por uma combinagdo linear das funcdes de base Bernstein, como mostra a expressao:

p+1 p+1
Nip(€) =D cijBip(&): NL(&) =) e B, (31)
j=1 j=1

onde ¢; ; sdo os coeficientes da matriz de extragio C°, B, ,(§) e B; ,(£) sio as fungdes de base
Bernstein e suas derivadas. As fungdes de base Bernstein sdo utilizadas na formulacdo das
Curvas de Bézier. As bases Bernstein podem ser definidas ao longo do intervalo paramétrico
[-1, 1] pela férmula recursiva (Nguyen, 2006):

1

Bipl€) = 51— OBipa(€) + 51+ O)Birpa(6) (32)

Bip(§) =0 para i<l e i>p+1, Big(l) =1

A primeira derivada da base Berntein pode ser calculado por:

d P

d—ng‘,p = 5(31—1,;)—1(5) - Bz‘,p—l(§>> (33)

A matriz de extracdo do elemento C¢ pode ser calculada apenas com o valor dos vetores
de knot em cada direc@o univariante (Borden et al., 2011). Utilizando a Extracdo Bézier, nao
€ necessdrio realizar o mapeamento dos pontos de Gauss do espago de referéncia do elemento
para o espaco paramétrico da NURBS. Todo o procedimento de mapeamento fica encapsu-
lado na matriz de extracdo do elemento C¢. A utilizacdo da Extracdo Bézier permite que a
implementa¢do da AIG se torne ainda mais parecida com a implementacdo do MEF, facilitando
a reutilizacdo do cédigo. Uma vez definindo as incidéncias do elemento e pré-calculando as
matrizes de extracao de cada elemento C¢, a inica modificagdo necessdria reside em uma rotina
de célculo das funcdes de forma e suas derivadas.

4 ANALISE DE SOLIDOS LAMINADOS

Estruturas laminadas sdo composta por um conjunto de camadas (ou laminas) empilhadas
em uma sequéncia determinada e unidas de forma a trabalharem em conjunto. No caso de
estruturas de alto desempenho, sdo utilizadas 1aminas de material composito reforcados por
fibras unidirecionais. O esquema de laminagao € definido pelo material, espessura e orientacao
das fibras de cada 1amina. Este esquema € escolhido de forma a maximizar o desempenho do
laminado em relagdo as cargas atuantes.
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Figura 3: Sistemas de coordenadas global (laminado) e local, assim como seus vetores unitarios.

Devido a presenca das fibras unidirecionais, 0 compdsito apresenta um comportamento
ortotropico no sistema de coordenadas do material (1, x5, x3), onde x; € a direcdo das fibras,
x4 € a direcdo perpendicular as fibras no plano da 1amina e x5 € a direcao perpendicular a lamina,
como mostrado na Figura 3.

O comportamento mecanico de materiais compdsitos antes da falha pode ser representado
de forma adequada utilizando a Lei de Hooke generalizada:

o1 Qu Qi Qi 0 0 0 €1
02 Q2 Qa2 Qo3 0 0 0 €2
o3 | _ @3 Qa3 @33 0 0 0 €3 ~ o =Qe (34)
Ti2 0 0 0 Qu 0 O V12
T13 0 0 0 0 Qs O Y13
23| [0 0 0 0 0 Qes| | 72 |

Os coeficientes da matriz constitutiva da lamina no sistema local (Q) sdo definidos a partir das
propriedades mecanicas do composito:

Qn — B 1-— V23V32; le — B Vo1 + V317/32; ng — F, V31 + V21V32
A A A
1 — w3031 V3g + V12V/31 1 — vi9v9;
Q2 = EZT) Qa3 = EzTy Q33 = EST (35)
Qo6 = G12; Qu = Gi3; Qos = Gas

A=1- Vigl91 — Vasl/3y — V31V13 — 2U21V32V13

onde Iy, E5 e E5 sdao os modulos de elasticidade nas dire¢des principais, /19, Va1, V13, V31,
V93 € V39 830 0s coeficientes de Poisson € G2, G153 € (Ga3 sdo os mddulos de elasticidade ao
cisalhamento. E importante notar que materiais eldsticos ortotrépicos possuem apenas nove
constantes independentes, pois os coeficientes de Poisson (v;;) devem satisfazer a relacéo:

Yij _ Vi

5T, (i,j =1,2,3 e i#}j) (36)

uma vez que a matriz QQ é simétrica.
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E importante notar que as relacdes cinematicas e as equacdes de equilibrio sdo escritas
no sistema cartesiano global (z,y, z), enquanto que as relagdes constitutivas sdao definidas no
sistema local (z1, y1, z1). Assim, € necessario transformar as tensdes e deformacdes entre os 2
sistemas. A transformac¢do das deformacdes pode ser escrita na forma matricial (Cook et al.,
2002) como:

[ €1 ] [ 12 m? n3 limy nyly ming 11 € |
€9 12 m3 n3 lomeoy Naly Mans €y
e | 12 m3 n3 lsms nsls msns €,
Y12 a 2Ll 2mimo 2ning Limg 4 lamy nals +noly mung +maeng || Vay
713 203l 2m3my 2nzny Iymg +lLimg nsly +nals mgng +mang || Ve
Vo3 20503 2moms 2nong  lams +lsma  nals +nsla mons +mang || vy-

S )

onde /, m e n s@o os cossenos diretores dos eixos principais em relagdo ao sistema global:
Iy = cos(x,x1); my = cos(y,x1); ny = cos(z,xq)
ly = cos(x,x9); mo = cos(y, x2); Ny = cos(z, xa) (38)
I3 = cos(x,x3); m3 = cos(y,x3); n3 = cos(z,x3)
A transformacao global-local pode ser escrita na forma compacta:
et =Te (39)

onde T € a matriz de transformacao definida na Eq. (37) e € € o vetor de deformagdes no sistema
global. Utilizando o Principio dos Trabalhos Virtuais, pode-se mostrar (Cook et al., 2002) que:

oc=T" o, (40)
Finalmente, a relacdo constitutiva no sistema global do laminado pode entdo ser encontrada
utilizando as Equagdes (39) e (40):

o=TTQTe (41

= o0 =Ce¢

onde C € a matriz constitutiva no sistema global.

Além do sistema local (ou da ldmina), a Figura 3 mostra o sistema de coordenadas do
laminado (z, 9, 2). E importante notar que o sistema do laminado e o sistema das laminas
(material) t€m o mesmo vetor normal ao plano. Finalmente, o angulo # define a orientac¢do das
fibras de cada lamina, permitindo relacionar os dois sistemas.

Em elementos de placa e casca baseados na Teoria de Camada Equivalente, a matriz cons-
titutiva de cada camada, referente aos eixos (, 7, 2), € integrada através da espessura do lami-
nado para que sua matriz constitutiva seja calculada. Esta abordagem nao € utilizada para os
elementos sélidos apresentados neste trabalho. Ao invés disso, a matriz constitutiva de cada

CILAMCE 2015
Proceedings of the XXXVI Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Ney Augusto Dumont (Editor), ABMEC, Rio de Janeiro, RJ, Brazil, November 22-25, 2015



E. S. Barroso, E. Parente Jr., A. M. C. de Melo, E. M. Dantas Jr.,, J. B. M. Souza Jr.

lamina € transformada para o sistema global utilizando a Equacdo (41) e utilizada diretamente
na integracao da matriz de rigidez do elemento.

Portanto, neste trabalho, os eixos do laminado sdo utilizados somente para a definicdo
das direcdes das laminas. Um vetor unitdrio a € utilizado para definir a direcdo do vetor &
do laminado em relagdo ao sistema global. Por exemplo, no caso de uma casca cilindrica a
corresponde a um vetor unitario na direcao axial do cilindro.

O vetor unitario ez é dirigido ao longo da espessura do laminado. Assim, este vetor é
calculado a partir da derivada da geometria do sélido (x) em relagdo a coordenada paramétrica

¢:

np

A X

€3 e (S8 X¢c= Z Ra,( Xa (42)
a=1

xel

Em seguida, o vetor unitdrio €; que define o eixo x; € calculado através da rotacdo do vetor a
de um angulo A em relacio ao eixo €3:

e;=Ra 43)
onde a matriz de rotagdo R € obtida utilizando a férmula de Rodriguez (Monteiro, 2004):
R =1+sin(d)-S+ (1 — cos(f)) - S (44)

Nesta equacdo, S é uma matriz antissimétrica dada por

0 —nNn3 N3
S = ns 0 —lg (45)
—1ms lg 0

onde I3, m3, n3 sdo os cossenos diretores do vetor €. Finalmente, o vetor €, € calculado através
do produto vetorial dos vetores anteriores:

ég = ég X él (46)

Como a triade (€1, €2, €3) é composta por vetores unitdrios ortogonais, suas componentes
no sistema global sdo os cossenos diretores utilizados na Eq. (37) para montar a matriz de
transformacio T. E importante notar que como a geometria do modelo pode ser curva, o sistema
de coordenadas local definido por estes trés vetores pode variar ponto a ponto. Uma vantagem
da formulacdo isogeométrica sobre o MEF € que nesta formulagdo os vetores que definem o
sistema local, e portanto a matriz de transformacdo, sdo exatos, uma vez que a geometria do
s6lido € modelada de forma exata.

4.1 Integracao

A principal diferenga nas equagdes desenvolvidas anteriormente, entre elementos lamina-
dos e convencionais, é que a matriz constitutiva C muda em cada lamina. Por isso as tensdes
€ a matriz constitutiva sdo descontinuas na espessura, apesar dos deslocamentos e deformacdes
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serem continuos no elemento. Por este motivo, as integragdes numéricas devem levar em
consideracdo esta descontinuidade da matriz constitutiva.

A integracdo do vetor de forcas internas e da matriz de rigidez do elemento devem ser
realizadas ao longo de cada camada. O procedimento para a matriz de rigidez pode ser definido
por:

1 1 1
K_/BTCBdV_/ // BYC B |J|d¢ dnd
14 —1J-1J-1
Gt 1 p1 Ckt1 1 pl
:/ // BTclB\J\dfdvyngr.../ // BT C.B |J| d¢ dnd¢ 47
—-1J-1J-1 Ck -1J-1

1 1 1
+/ / / B C,,B |J| d¢ dnd¢
Cmv —1J —1

onde m é o numero de laminas do compdsito e ( € a coordenada paramétrica da face inferior
da k-ésima lamina. A integracdo numérica de cada lamina é realizada por quadratura de Gauss,
considerando que o intervalo de integrac@o na direcio ¢ € igual a [y, (x+1]. Uma forma de
realizar a integracdo entre laminas dentro do intervalo padrdo [-1,1] é mapear os valores do
intervalo paramétrico ¢ € [—1,1] para ¢ € [Cx, Crr1] por:

Cropr + G (Cepr — Ck) =

= 48
¢ 5 T 5 ¢ (48)
Derivando-se esta expressao, verifica-se que o incremento d( para a k—ésima lamina € dado por:
dc = (Ck+12— Cr) i 49)

Com isto, a matriz de rigidez pode ser calculada por:

m o ley1 plopl
K= / / / BYCB |J| d¢ dndc
k=1/C /=11

moeloel gl (¢ ) (30)
= / / / BT C;, B |J|2 M gedndC
1’ —1J-1J-1 2
Utilizando a quadratura de Gauss:
X (T (Grr = G)
K=Y > (B CiB |J]), == =W, (51)

k=1 i=1
onde npg é o nimero de pontos de integracao e WW; sdo os pesos de Gauss.

O numero de pontos de integracdo considerados em cada lamina é o mesmo utilizado no
elemento solido isotropico. No caso de um elemento definido por uma NURBS tri-ctiibica com
3 laminas, utiliza-se para integragdo completa 64 (4 x 4 x 4) pontos de integracao por laminas,
resultando em 192 pontos de integracao por elemento laminado.

E importante notar que a utilizagdo de uma quadratura de Gauss completa em cada knot
span ndao € uma escolha otimizada. Devido a elevada continuidade da NURBS entre os knots
spans, pode-se realizar a integracdo utilizando um numero menor de pontos de integracao
(Hughes et al., 2010). Entretanto, neste trabalho foi utilizado uma quadratura de Gauss com-
pleta pra cada elemento isogeométrico.
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4.2 Implementacao Computacional

A formulacao isogeométrica foi implementada no software académico de Elementos Fi-
nitos FAST, desenvolvido em linguagem de programacdao C++ e utilizando o paradigma de
Programacio Orientada a Objetos (POO). E importante ressaltar que toda a implementacdo re-
lativa ao elemento de s6lido laminado foi realizada em um trabalho anterior por Dantas Dantas
Junior (2014), sendo reutilizada neste trabalho.

A utilizacdo da Extragdo de Bézier facilitou a implementacdo da AIG no FAST, permitindo
utilizar a estrutura bdsica do programa e limitando as novas implementag¢des a criacao de classes
para gerenciamento dos patches, rotinas para o cdlculo das novas funcdes de forma (utilizando
Extracdo de Bézier) e pequenas adaptacdes na integracdo numeérica.

5 EXEMPLOS NUMERICOS

Esta se¢do mostra dois exemplos de andlise estrutural de casca, modelados com elementos
isogeométricos solidos. Variagdes dos problemas considerando material isotrépico e laminado
foram exploradas.

5.1 Casca cilindrica com carga concentrada no centro

Este exemplo trata de uma casca cilindrica restrita nos extremos por um diafragma rigido
e submetida a forcas pontuais iguais e opostas localizadas no centro do cilindro, como apresen-
tado na Figura 4. Este problema teste faz parte do conhecido Shell Obstacle Course, que con-
siste em um conjunto de problemas teste de grande relevincia em andlise de cascas. O mesmo
problema foi solucionado utilizando AIG com elementos sélidos por Hughes et al. (2005).

Diafragma rigido
R=300

L =600
E =3x108
v=0.2
P= 1IN

Diafragma rigido

Figura 4: Descricao do Exemplo 5.1.
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A solu¢do numérica considerou a simetria do problema, de forma que apenas um oitavo do
cilindro foi modelado. As malhas utilizadas seguem um mesmo padrdo, dobrando o nimero de
elementos ao longo da direcdo do comprimento e da circunferéncia do modelo, como ilustrado
na Figura 5. Um dnico elemento € utilizado ao longo da espessura.

3304

Figura 5: Malhas 1-5 utilizadas no Exemplo 5.1.

Os modelos analisados consideraram NURBS de diferentes graus. O grau quadratico é
considerando inicialmente, sendo aumentado o grau das NURBS simultaneamente em todas as
direcdes, exceto na dire¢do da espessura, onde o grau quadratico € mantido. Apds a elevagdo
de grau, sdo inseridos novos knots para obten¢ao das malhas abordadas. Este procedimento de
discretizagao realizado apés a elevagdo do grau é conhecido na literatura como refinamento-k;
Neste, a continuidade entre os elementos isogeométricos no interior do patch é elevada. Tal
efeito ndo existe nos refinamentos tradicionais utilizados no MEF.

O deslocamento w, no ponto de aplicag¢do de carga € avaliado para diferentes numeros de
pontos de controle por lado da superficie. A Figura 6 mostra os resultados obtidos no presente
trabalho comparando com os resultados de Hughes et al. (2005). Os pontos de cada curva
representam cada malha utilizada.

2,00
-
S s ff7
g L
N r
8 L
£ 1,0
g [ e Hughes (2005) - Grau 2
8 ¢ Hughes (2005) - Grau 3
ke | L] Hughes (2005) - Grau 4
B3 0.5 % Hughes (2005) - Grau 5 | |
= ’ FAST - Grau 2
—— FAST - Grau 3
—— FAST - Grau 4
L —— FAST - Grau 5
O’O | | L |

0 10 20 30 40 50 60 70
Numero de Pontos de controle por lado

Figura 6: Convergéncia de w, considerando NURBS de vérios graus.
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Os resultados obtidos apresentaram boa concordancia com os resultados de Hughes et al.
(2005). O numero de pontos de controle por lado necessario para a convergéncia do problema
diminuiu a medida que sdo utilizados elementos de grau mais elevado. A deformada da estrutura
estd apresentada na Figura 7.

Figura 7: Deformada com fator de escala = 2e6.

Um exemplo de mesma geometria foi solucionado por Reddy (2004) considerando mate-
rial compdsito laminado, utilizando elementos finitos de casca. As propriedades do material
estdo apresentadas na Tabela 1. Quatro casos de laminados antissimétricos sdo considerados:
cross-ply com duas [0/90] e 10 1aminas [0/90]5 e angle-ply com duas [—45/45] e 10 1aminas
[—45/45]5.

Tabela 1: Propriedades do Material laminado.

Eq Ey =FE3 vig =19 =193 G2 =Gor Gas

3x10%  1,2x10° 0,25 6 x 104 24x10*

O problema foi modelado utilizando o Elemento Isogeométrico Laminado descrito no Item
4, considerando o cilindro completo (sem simetria) e utilizando uma malha equivale a Malha
5 e Malha 6 deste exemplo com grau cibico. Também foi realizado a andlise do exemplo uti-
lizando o software comercial ABAQUS, considerando elementos de casca SR8. Os resultados
do deslocamento w,, estdo apresentados na Tabela 2 e Tabela 3. Os resultados obtidos neste
trabalho estdo em concordancia com os apresentados por Reddy (2004).
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Tabela 2: Resultados do Exemplo 5.1 considerando pares de laminas [0/90].

Nim. Laminas Reddy ABAQUS Difer(%) FASTMS5 Difer (%) FAST M6 Difer(%)

2 1,3833e-4 1,3721e-4 -0,82 1,3695e-4 -1,01 1,3901e-4 0,49
10 8,2278e-5 8,2767e-5 0,59 8,1690e-5 -0,72 8,2313e-5 0,04

Tabela 3: Resultados do Exemplo 5.1 considerando pares de laminas [-45/45].

Nim. Laminas Reddy ABAQUS Difer(%) FAST M5 Difer (%) FAST M6 Difer(%)

2 1,4517e-4 1,4483e-4 -0,23 1,4213e-4 -2,14 1,4419¢e-4 -0,68
10 8,1922e-5 8,2284e-5 0,44 8,0543e-5 -1,71 8,1580e-5 -0,42

5.2 Casca cilindrica com carga Distribuida (Scoordelis-Lo)

O segundo exemplo deste trabalho consiste em uma casca cilindrica curva restrita nas ex-
tremidades por um diafragma rigido e submetida a uma carga vertical, como mostra a Figura
8. Este problema teste conhecido como Scoordelis-Lo roof também faz parte do Shell Obsta-
cle Course. O problema também foi resolvido por Hughes et al. (2005) através da AIG com
elementos solidos.

E=432-108
v=0,0
’ y
g=90
R=25
L=50 Bordo livre
t=0.25
0 =40°

Diafragma rigido

N

Figura 8: Descricao do Exemplo 5.2.

A simetria do problema foi considerada na anédlise, de modo que apenas 1 quarto da casca
fol modelada. A mesma estratégia de discretiza¢do das malhas descrita no Exemplo 5.1 foi
utilizada. Os modelos analisados consideraram elementos com diferentes graus de NURBS.
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Figura 9: Convergéncia de w; considerando NURBS de varios graus.

Os deslocamentos do ponto b (w;) obtidos neste trabalho e por Hughes et al. (2005) estao
apresentados na Figura 9. Pode-se observar uma rdpida convergéncia da resposta e uma ex-
celente concordancia entre os resultados obtidos em compara¢do com Hughes et al. (2005).
Pode-se observa também que a velocidade de convergéncia das respostas foi maior neste exem-
plo, em comparacdo como o exemplo anterior. Isto se deve pela acentuada descontinuidade
ocasionada pela aplicacdo da carga concentrada, o que ndo ocorre neste exemplo por se tratar
de carregamento distribuido. A deformada obtida nas andlises esta ilustrada a Figura 10.

Figura 10: Deformada do exemplo Scoordelis-Lo, com fator de escala = 40.

Um exemplo similar foi analisado por Reddy (2004) considerando material composito. A
geometria do exemplo é multiplicada por 12, resultando em R =300, L =600 e ¢t = 3 e a carga
q =0,625. As propriedades do material compdsito sdo as mesmas utilizadas no Exemplo 5.1. O
problema foi modelado sem a consideracdo de simetria, com grau quartico e utilizando malhas
equivalentes as malhas 4 e 5 deste exemplo. Também foi realizada uma andlise com o programa
ABAQUS, considerando elementos de casca SR8. As Tabelas 4 € 5 apresentam os resultados
obtidos.
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Tabela 4: Resultados do Exemplo 5.2 considerando pares de laminas [0/90].

Nim. Laminas Reddy = ABAQUS Difer(%) FAST M1 Difer (%) FAST M2 Difer(%)

2 19,4944 19,8390 1,74 19,4747 -0,10 19,4884 -0,03
10 11,7981 11,8380 0,34 11,7892 -0,08 11,7903 -0,07

Tabela 5: Resultados do Exemplo 5.2 considerando pares de laminas [-45/45].

Num. Laminas Reddy ABAQUS Difer(%) FAST M4 Difer (%) FASTMS Difer(%)
2 29,9744 28,3920 -5,57 29,4785 -1,68 29,6382 -1,13
10 15,1519 14,9380 -1,43 14,7944 -2,42 14,8430 -2,08

Pode-se observa uma boa concordancia das respostas para o caso do laminado cross-Ply.
No caso do angle-ply foram obtidas diferencas percentuais da ordem de 2%. Acredita-se que
este erro esteja relacionado com o cisalhamento, uma vez que este € considerado de forma
aproximada em elementos de cascas.

6 CONCLUSOES

Este trabalho mostrou a formulagdo e aplicagdo da Andlise Isogeométrica utilizando ele-
mentos sOlidos em problemas de cascas isotropicas e de material compdsito laminado. A
utilizacdo da AIG possibilitou um fécil refinamento das malhas dos exemplos, uma vez que
estes sdo representados por NURBS. As respostas obtidas nos exemplos mostram a qualidade
dos campos de deslocamentos obtidos através deste método de anélise estrutural, tanto para
problemas isotrépicos quanto para problemas laminados.
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