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Resumo.O presente trabalho apresenta uma formulacdo para adequar o posicionamento
geométrico de uma fibra dentro de um meio, denominado matriz. Trata-se de pré-
processamento para a utilizagdo em um programa formulado pelo Método dos Elementos de
Contorno no dominio tridimensional — MEC 3D. A utilizacdo destes procedimentos
proporciona a analise de material compoésito com inclusdo de fibras, no contexto, retas e
curtas. A formulacdo permite a definicdo de uma fibra e como proceder para a sua rotacao
no campo tridimensional. Gerada uma malha tridimensional de elementos triangulares, por
exemplo, o procedimento escrito em linguagem C define uma fibra e a rotaciona, preparando
0 modelo para ser processado. Isso traz a analise versatilidade para os casos a serem
analisados. Exemplos sdo apresentados para demostrar a adequacdo da formulacdo e do
coédigo propostos. Ressalte-se que os resultados receberam tratamento simples para serem
apresentados em gréaficos com variacéo de cores, facilitando a analise comportamental dos
casos processados.

Keywords: Definicdo da Geometria de Inclusdes, Analise 3D de Compdsitos, Método dos
Elementos de Contorno
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1 INTRODUCAO

Os avancos tecnoldgicos e as inovagdes em engenharia somente se tornaram viaveis
apos o advento dos compasitos estruturais. A caracteristica basica dos compdsitos € combinar,
no contexto macroscopico, pelo menos duas fases distintas, denominadas matriz e reforco
(Savage, 1993). Os reforcos nos materiais compdsitos podem se constituir de fibras ou
particulas. Segundo modelagem proposta por Aveston, Cupper e Kelly (1971) um composito
ideal possui fibras continuas e alinhadas a diregdo do esforgo principal. Entretanto, em
condicdes préaticas as fibras normalmente estdo distribuidas aleatoriamente na matriz
(Figueiredo 2000). Desta forma, para realizar a anélise de um compésito, com condi¢des mais
proximas as da realidade, faz-se necessario desenvolver formulacdes que levem em
consideracdo a aleatoriedade nas orientacOes das inclusdes utilizadas como reforco.

O problema da orientacao da inclusdo no desempenho do material compdsito pode ser
estudado, de forma simplificada, atraveés de uma anéalise elastico-linear de um Elemento de
Volume Representativo (EVR) com uma inclusdo. O EVR pode ser definido como o menor
volume que, estatisticamente, representa 0 comportamento efetivo do material (Santos Junior
2008). Esta analise pode ser feita de forma experimental ou através de modelagem
computacional. Particularizando para a analise numérica, a representacdo matematica do
fendmeno fisico assume a forma de equacéo diferencial. As solucdes dessas equacdes podem
ser obtidas utilizando-se métodos de solucbes de dominio como o Método dos Elementos
Finitos (MEF) e de solucdes de contorno como o Método dos Elementos de Contorno (MEC)
(Déria 2005). O MEC ¢é um método numeérico que permite analise de corpos a partir da
discretizacdo de seu contorno, acrescentando-se pontos internos de investigacdo, trabalhando
com multiregiGes e acoplamento a outros métodos. Utiliza, como ponderador, as chamadas
solugdes fundamentais que trazem ao método maior exatiddo as expressdes que definem o
problema.

Para permitir variacdes na orientacdo da inclusdo dentro do EVR na formulagédo
desenvolvida, faz-se necessario considerar a ndo comutatividade da operacéo de rotacdo. Para
tal, parametrizam-se as rota¢6es do corpo rigido no espaco tridimensional utilizando técnicas
adequadas, como os angulos de Euler. Leonard Euler, matematico do século XVIII, mostrou
que qualquer rotacdo 3D pode ser dividida por trés rotacdes ao redor dos eixos do sistema de
coordenadas. Assim, é possivel realizar qualquer mudanca de orientagcdo de um corpo rigido
através de trés rotacdes elementares intermediarias que definem uma matriz de rotacdo R.

2 FORMULACAO DO MEC

2.1 Formulagdo do MEC para problemas elasticos lineares 3D.

Para caracterizar o objeto de estudo e sua analise via método numeérico, considere-se
um solido elastico-linear tridimensional, homogéneo ¢ isotropico, definido pelo dominio Q de
contorno I'. A equagdo de Navier-Cauchy define o problema elastico em termos de
deslocamentos, ou seja:

500 + 1555 w0 + 5 i) = 0. (1)
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211 Solugdo Fundamental de Kelvin:

Para que as formulacbes do Método dos Elementos de Contorno (MEC) fiquem
completamente definidas, torna-se necessario o conhecimento prévio da solugdo de um
problema padrdo da area que se deseja analisar, denominado Problema Fundamental e é

indicado com um asterisco. Para a definicdo do problema fundamental, considere-se Q" um
dominio infinito cujo contorno é denotado por I'". O solido que se deseja analisar, de

dominio Q e contorno T, esta contido em Q. Na formulagio brevemente apresentada a
seguir, utiliza-se a solucdo fundamental de Kelvin para o tridimensional.

As expressdes de deslocamentos e forcas de superficie para o problema de Kelvin séo,
respectivamente:

u;;(s,q) = 1611'(11——1/)61' [(3 —4v)6;; + 1,1, ],' (2)
pi;(s,q) = —ﬁ{[(l —2v)8; + 31,1, |[rm— (L = 2v)(ryny — 1y my)}, 3)
onde,

r=y{ri-r=1Is—ql; 4)
1 = Xi(q) — Xi(s); ®)
ra=lt ©®)

T
A equacdo integral que rege o problema é:

¢ () (S) = — f p,(S, Q) 1,(Q) - I (Q)

' 7)
0.0 5@ ar@+ | w0 5@ a0,
r 0

onde, c;;(S) = 0, para pontos externos ao dominio Q; ¢;;(S) = I, para pontos internos ao
dominio Q ec;;(S) = %I, para pontos de um contorno sem angulosidades; I € a matriz
identidade (de ordem 3x3, para cada ponto de colocacdo).

Aproximando o contorno do so6lido em J elementos, com N pontos nodais, € 0 seu
dominio em M células, a representagdo integral para deslocamentos, obtem-se:
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J
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+ w'(S,Q)9"(Q)dr)| P
2l
M
+ f u'(s, q)¢§(q)df2(q)l B" (8)
m=1 " m
Resultando no seguinte sistema matricial:
HU=GP+DB. 9)

3 FORMULACAO PARA POSICIONAMENTO GEOMETRICO DE
UMA INCLUSAO DENTRO DE UM ELEMENTO DE VOLUME
REPRESENTATIVO - EVR

Considere-se a inclusdo como um corpo paralelepipédico, de altura L e lados b, com o
seu centro posicionado na origem do sistema de coordenadas cartesianas. Para o
desenvolvimento de uma formulacdo que adeque sua orienta¢do dentro da matriz faz-se sua

representacdo por um vetor, V, de mesmo comprimento L, posicionado no centro da inclusio
e com a mesma orientagdo, conforme ilustrado na Fig. 1.

Figura 1 - EVR e posicionamento da inclusdo no sistema de coordenadas

A orientagdo da incluséo, em relacdo ao sistema de coordenadas cartesianas, é definida
através dos angulos de Euler (¢, 6 e ). Para tal, fixa-se 0 sistema cartesiano no espaco e
define-se um sistema de coordenadas auxiliar, S*, que gira junto ao corpo e possui sua
origem coincidente com a origem do sistema inercial. Desta forma, qualquer orientagcdo do
corpo, em relacdo ao sistema inercial, pode ser obtida atraves de uma matriz de rotagcdo R(¢, 6
e y), definida pela superposicéo de trés rotagdes intermediérias, conforme ilustrado na Fig. 2.
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Figura 2 — Etapas intermediérias para rotagdo de um corpo rigido
atraves dos angulos de Euler

A primeira rotagdo intermediaria consiste de uma rotagdo (¢) de S* em torno do eixo
Z. A transformacdo de coordenadas para essa primeira rotacdo € descrita matricialmente
como:

X, Xo] 1%, Xo
A
onde,
cos@ sen® O
Ry = —st(e)n(b COS @ (1)] : (11)

A segunda rotagdo intermediaria consiste de uma rotacdo dos eixos Xi, Y1 e Z; em
torno do eixo Xj, de um angulo 6. As novas coordenadas, depois dessa segunda rotacdo de
Euler sdo dadas por:

X, X1
Z =R - 2 ' (12)
onde,
1 0 0
el e .

Finalmente, a terceira rotacdo intermediaria consiste de uma rotacdo dos eixos Xz, Y, e
Z, em torno do eixo Z,, de um angulo . As novas coordenadas, denotadas Xs, Y3 e Z3 s&o:

X3 Xz
Y3 = R‘-IJ " YZ
' 14
Z, z, (14)
onde,
cosy seny 0 (15)
Ry = [seny cosy sen q;].
0 0 1
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Realizando o produto matricial das matrizes intermediarias, Ry, - Rg * Rg, tem-se:

cosPcos@ —sencosfsen® cosPsen® +senPcosfcos® senysenb
R=|—senycos@—cosPcosfsen® —senPsen® + cosycosfcos@ cosysend|.
sen @ sen @ —sen 6 cos @ cos 6 (16)

Chega-se, entdo, a seguinte equacdo matricial que define a orientacdo da inclusao
dentro do EVR:

Y=R*X, (17)

onde, Y(xz, X2, X3)' é 0 vetor posicdo ligado ao corpo rigido, X(x, x, X)' é o vetor posic&o no
sistema inercial e R é a matriz de rotacdo que descreve a orientacdo relativa dos sistemas.

4  APLICACAO

O caso a ser processado é um Elemento de Volume Representativo (EVR) de um
material compdsito de matriz cubica com arestas de 1,5 unidades de comprimento e inclusao
prisméatica com altura de 1 unidade de comprimento e secdo transversal quadrangular com
lados de 0,1 unidade de comprimento. A matriz é solicitada por um carregamento estatico
unitéario de tracdo na direcdo do eixo Z do sistema de coordenadas cartesiano e apoiada na
base, conforme mostrado na Fig. 3a, para evitar o deslocamento axial nestes pontos. Além dos
pardmetros geométricos definidos nesta figura, sdo considerados: £ = 26; v = 0,21 para
matriz, e E = 207; v = 0,3 para inclusdo (unidades compativeis).

(ENENNNNNNNNN) INNNNNNNNNNNN)

(@) (b)

Figura 3 — Representacéo de uma se¢do reta do EVR com as condigdes de contorno e a
incluséo direcionada ao longo do eixo de aplicagdo da carga (a) e rotacionada de 45° (b).

Para realizar as discretizaces do EVR, utilizou-se uma plataforma genérica de pré e
pos-processamento 3D para simulagdo numérica, neste caso, o software SALOME (Open
Cascade, 2005). Com o mesmo, tanto a matriz quanto a inclusdo foram discretizadas
utilizando elementos triangulares continuos, com aproximacdo linear. A matriz foi
discretizada com 432 elementos triangulares e a fibra com 72. Na discretiza¢do da matriz suas
arestas foram divididas em 5 segmentos, j& na fibra foram utilizadas na discretizacéo
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elementos triangulares com valores de 0,1 nas arestas, com a finalidade de padronizar o
tamanho do elementos e evitar problemas de singularidade na etapa de processamento. A Fig.
4 mostra as discretizacdes do composito.
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Figura 4 — Discretizac6es do compdsito
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As andlises de deslocamentos, tensdes e deformacdes no EVR foram realizadas através
de um programa computacional que implementa a formulacdodo Método dos Elementos de
Contorno (MEC) através da solucdo fundamental de Kelvin, com acoplamento de sub-regides.
Como dados de entrada para o0 mesmo, foram fornecidos nds, elementos e conectividades de
ambas as sub-regides. Para tal, desenvolveu-se uma rotina computacional, na linguagem C,
que adapta os dados de saida fornecidos pela plataforma SALOME para o modelo de dados
de entrada do programa computacional supracitado. Além disso, a rotina desenvolvida
implementa as equacBes desenvolvidas na formulacdo dos angulos de Euler, permitindo
realizar varia¢fes na orientacdo da inclusdo dentro do EVR, como também, gera uma malha
de pontos internos em uma sec¢do reta ou transversal do EVR (exemplo em um plano na secao
média vertical do EVR — Fig. 5). Com os resultados obtidos nestes pontos sdo gerados, na
etapa de pos-processamento, graficos com a distribuicdo de tensdes, deformacdes e
deslocamento em uma segéo especifica do EVR.

Ty

1 .

0.5 -

| |sesssummnsssss
0 0.5 1 15

Figura 5 — Definicdo de pontos internos para analises de tensfes deformacdes

Com as discretizacbes montadas, tanto para o contorno quanto para pontos interno, as
simulacdes puderam ser realizadas no processamento do MEC 3D. A Figura 6 apresenta a
distribuicdo de deformacdes, Fig. 6a, e de tensdes, Fig. 6b, em uma secdo reta do composito
com a inclusdo posicionada ao longo do eixo de aplicagdo da carga. A partir destas € possivel
perceber como a incluséo confere uma redistribuicdo de tensdes no composito, 0 que aumenta
sua rigidez quando comparado com o0 caso homogéneo.
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(a) (b)
Figura 6 - Distribuicdo de deformacoes (a) e tensdes (b) em uma sec¢éo reta do EVR, no
caso heterogéneo, com a inclusdo orientada ao longo do eixo de aplicacdo da carga.

Ao variar a topologia da inclusdo dentro do EVR, realizando rotagdes da mesma em
torno do eixo X do sistema de coordenadas adotado, é possivel perceber a influéncia da
orientacdo da inclusdo na resisténcia mecéanica adquirida pelo composito. As Figuras 7 e 8
mostram a distribuicdo de deformacdes e tensdes na secao reta do compdsito ao rotacionar a
inclusdo com angulos 45 e 90°, respectivamente, em relacéo ao eixo de aplicacdo da carga.

(a)
Figura 7 - Distribuicdo de deformacdes (a) e tensdes (b) em uma se¢édo reta do EVR com
a inclusdo orientada a 45°, no sentido anti-horario, do eixo de aplicacéo da carga.
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Figura 8 - Distribuicdo de deformacdes (a) e tensdes (b) em uma secdo reta do EVR com
a incluséo orientada a 90° do eixo de aplicacdo da carga.
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Ao analisar os graficos obtidos percebe-se que a adi¢do da inclusdo na matriz causa
uma redistribuicdo de esforcos no material. Nota-se, também, que a regido onde a inclusdo se
encontra na segdo transversal apresenta os valores mais elevados de tensdo e as menores
deformacdes, como esperado, devido ao alto modulo de elasticidade da inclusdo frente ao da
matriz. Assim, sendo a matriz de concreto, que é um material fragil, e ocorrendo fissuras na
mesma, a fibra servira como ponte de transferéncia de tensbes pelas fissuras, minimizando a
concentracdo de tensdes nas extremidades das fissuras. Com isto tem-se uma grande reducéo
da velocidade de propagacdo das fissuras no concreto, que passa a ter um comportamento
pseudo-ductil.

Ao se comparar os graficos obtidos apos as rotacdes com os gerados com a fibra na
direcdo do carregamento percebe-se que a rotagdo da incluséo influi na distribuigéo de tensdes
no interior do composito. A medida que aumenta-se o angulo de rotacdoda incluséo ocorre
uma menor concentracdo de tensdes na mesma, ou seja, um menor alivio de tensdes na matriz,
0 que diminuird a resisténcia do composito a propagacgéo das fissuras, e consequentemente, o
concreto terd uma menor resisténcia a ruptura. Isto ocorre pelo fato da direcdo de propagacao
das fissuras ser transversal a direcdo principal de tensdo. Desta forma, a resisténcia a
propagacdo da fissura diminui progressivamente conforme se rotaciona a fibra de 0 a 90° em
relacdo ao eixo de aplicagéo da carga.

5 CONSIDERACOES FINAIS

Os resultados obtidos mostram que as formulacdes apresentadas no trabalho séo
adequadas e resultaram em uma implementacdo numérica consistente, oferecendo resultados
precisos para a modelagem de um material compoésito com reforco de fibras retas e curtas, via
Método dos Elementos de Contorno. Ainda, os resultados obtidos mostraram a importancia da
orientacdo da inclusdo dentro da matriz para um melhor desempenho do compdésito, com a
inclusdo posicionada ao longo do eixo de aplicacdo da carga apresentando melhores
resultados frente as demais orientacGes. Desta forma, para se obter um melhor desempenho do
concreto reforcado por fibras, faz-se necessario desenvolver técnicas que gerem orientacoes
preferenciais das inclusGes dentro do concreto. Assim as inclusGes oferecerdo uma maior
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resisténcia a propagacdo de fissuras na matriz, aumentando a rigidez da mesma e
consequentemente, a resisténcia a ruptura do material. A visualiza¢éo inicial proporciona o
entendimento adequado do problema processado, bem como a visualizacdo gréafica final,
ajuda na analise dos resultados.
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