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Resumo. O presente trabalho apresenta formulacdo do Método dos Elementos de
Contorno (MEC) para analise de materiais compdsitos com inclusdo de fibras, baseada na
utilizac@o de multirregides. Na &rea da construcao civil, os concretos reforgados com fibras
sdo cada vez mais utilizados, proporcionando aumento da ductilidade e da tenacidade do
composito resultante. A necessidade de interacdo da area numérica com a experimental é
fator importante para desenvolvimento deste material. Assim, autilizacdo do MEC 3D com a
solucdo fundamental de Kelvin é feita para caracterizar tanto a matriz quanto a inclusao da
fibra. Neste caso, sdo utilizadas fibras curtas e retas. Rotinas de multirregides foram
utilizadas em um cédigo MEC3D para o processamento de casos, que serviram para testar a
adequacdo da formulacdo apresentada. Os dados obtidos no processamento, foram
trabalhados em plataforma de poés-processamento, caracterizando o comportamento do
material compdsito através do mapeamento de cores correspondentes. Os resultados obtidos
demostram a adequacéo da implementacao numérica e abre perspectivas para novas analises
de méos dadas com a area experimental do material ecoeficiente concreto com fibras.

Keywords: Multirregides, Compdsito com inclusdo, Método dos Elementos de
Contorno.
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1 INTRODUCAO

Os materiais compdsitos surgiram com a necessidade de empregar materiais com
desempenho superior em caracteristicas mais especificas. Sd8o formados pela unido de
materiais de naturezas diferentes, resultando em um composito de desempenho estrutural
superior aquele de seus componentes tomados separadamente (Hoefel, 2006). Essas
combinac6es sdo utilizadas nas mais diversas areas da engenharia.

No ramo da construcdo civil, tem-se como grande exemplo o concreto refor¢cado com
fibras (Figura 1a). O concreto convencional possui propriedades fisicas caracteristicas como a
elevada resisténcia a compressdo, rigidez e durabilidade, porém, também apresenta algumas
limitacGes, como a baixa capacidade de deformacéo e a rapida propagacéo de fissuras quando
submetido a esforcos de tracdo (Vaz, 2015). Com isso, tem-se a utilizagcdo de fibras como
alternativa para minimizar essas limitagdes.

Com a incluséo de fibras, o concreto passa a ser um material pseudo-ductil, ou seja,
continua apresentando uma resisténcia residual a esforcos nele aplicados mesmo ap06s sua
fissuracdo. A alteracdo do comportamento é fungdo das caracteristicas das fibras e da matriz
de concreto, assim como sua interacdo (Figueiredo, 2000). Isso denota que as fibras quando
adicionadas ao concreto proporcionam melhora significativa na resisténcia a tracdo e na
tenacidade do composito no estado endurecido, pois as mesmas atuam como pontes de
transferéncia de tensdes através das fissuras, suprindo assim as deficiéncias da matriz. Com a
superacdo de tais limitacdes, € possivel trabalhar com obras de grande porte com maior
seguranca, como foi o0 caso da construgdo de um tunel de bagagem de um aeroporto em
Londes, UK (Greenhalgh, 2010), apresentado na Figura 1b.

Figura 1 - Concreto com incluséo de fibras (a); Tunel construido com concreto reforgado por
fibras em UK (b). Fonte: Greenhalgh, 2010.

No presente trabalho, a modelagem do material composito se da através de um dos
métodos aproximados utilizados em ciéncia e engenharia, o0 Método dos Elementos de
Conotorno (MEC). O MEC consiste em obter a solugdo das equacdes diferenciais que
descrevem o comportamento de um corpo no seu dominio, atraves da solugdo de equagdes
integrais sobre o contorno. Isso reduz de uma unidade as dimensdes de problemas lineares
analisados, o que leva a menores quantidades de dados de entrada e, consequentemente,
menor sistema de equacdes algébricas.
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O MEC é aplicado na solucéo de equacdes diferenciais, onde estas sdo transformadas
em equagdes integrais aplicadas ao contorno do problema. Este, por sua vez, e discretizado
em elementos que podem ser constantes, lineares, quadraticos ou cubicos (Alves, 2006).

Com o objetivo de aumentar a precisdo das andlises ao considerar as diferentes
caracteristicas presentes em um mesmo elemento de volume representativo (EVR), é utilizada
a técnica das multirregides. Conservando a integridade do problema ao aplicar o equilibrio de
forcas e compatibilidade de deslocamentos, é possivel analisar as regifes separadamente e
entdo acopla-las para formar o resultado geral. Na Figura 2 observam-se duas sub-regides de
dominios Q e Q.; cada dominio pode possuir diferentes caracteristicas mecénicas que, no
contexto, influemciam o elemento como um todo.

Interfase

T

/ >

Figura 2 - Representacao das sub-regides.

2 FORMULACAO DO MEC

2.1 Formulacdo do MEC para problemas elasticos lineares 3D

Considere-se um solido elastico-linear tridimensional, homogéneo e isotropico,
definido pelo dominio Q e seu contorno I'. A equagdo diferencial do problema eldstico em
termos de deslocamentos, conhecida como equacdo de Navier-Cauchy para a estatica, €
apresentada na Eq. 1.

1 1)

1
u; ;00 + 1=y Wi 0 + c bi(0) =0

2.2 Solucdo Fundamental de Kelvin

Para que as formulacdes do MEC fiquem completamente definidas, torna-se
necessario o conhecimento prévio da solu¢do de um problema padrdo da area que se deseja
analisar. A este problema da-se o nome de "problema fundamental”. Para a definicdo do

problema fundamental, considere-se Q° um dominio infinito cujo contorno é denotado por

I'". O sélido que se deseja analisar, de dominio © e contorno T, esta contido em Q™. O
problema particular indicado pelo asterisco € chamado de problema fundamental. Na
formulacdo desenvolvida a seguir, utiliza-se a solu¢do fundamental de Kelvin, que é a mais
difundida e utilizada pelo meio técnico. A Figura 3 ilustra a definicdo do problema
fundamental de Kelvin para 3D.
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Figura 3 - Defini¢do do Problema Fundamental de Kelvin.

As expressdes de deslocamentos e forcas de superficie para o problema de Kelvin séo,
respectivamente:

ufj(s,q) =m[(3—4v)6ij+r,ir,j] (2)
1
pii(s,q) = —m{[(l —2v)6;j + 31,1, Jrn— (1 = 2v)(r,; nj—r, n)} 3)
onde,
T
r=yrn=ls—qn=X@ - X(s)  rmi=- *)

A equacdo integral que rege o problema é:
5)
) = - [ PO wQ@-dr@+ [ w50 p@-dr@+ [ uj(s.0) by da),
r r Q
onde, ¢;;(5) = 0, para pontos externos ao dominio €; ¢;;(S) = I, para pontos internos ao
dominio Q ec;;(5) = %l, para pontos de um contorno sem angulosidades ("smooth™). | € a
matriz identidade (de ordem 3x3, para cada ponto de colocacéo S)

Aproximando o contorno do sélido em "J" elementos, com "N" pontos nodais (nds
funcionais), e o seu dominio em "M" células, a representacdo integral para deslocamentos,
obtém-se:

]
CONOEESY [ [ e @dr@|u +
®)
J M
Y |[ weor@r@r Y | wsosi@a|s
=1 LG m=1 1" m
Resultando no seguinte sistema matricial:
HU = GP + DB. (7)

Um sistema de equacgdes algébricas pode ser montado a partir da definicdo das
matrizes H, G e D e dos valores prescritos de deslocamentos U, forcas de superficie P e forcas
de volume B. Assim,
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AVDF = F (8)

onde A é uma matriz de ordem 3Nx3N que contem elementos das matrizes H e G
devidamente trocados (troca de colunas) para agrupar todas incognitas do lado esquerdo da
igualdade, sejam elas deslocamentos ou forcas de superficie; VDF é o vetor das incognitas,
deslocamentos e forcas de superficies, de acordo com as condicdes de contorno; e F o vetor
independente formado pela multiplicagdo dos coeficientes das matrizes H e G relativos as
componentes prescritas de deslocamentos e forcas de superficie, somando-se, ainda, valores
da parcela das forgas de volume.

A incluséo das fibras se da por meio do método das multirregides, no qual é possivel
considerar, em um mesmo elemento, diferentes caracteristicas. Portanto, é possivel considerar
tanto a matriz, como a propria fibra como sub-regiGes diferentes.

3 ACOPLAMENTO DAS SUB-REGIOES

Nos casos em que o dominio é composto por varios sub-dominios de materiais que
apresentam caracteristicas diferentes, a utilizacdo de sub-regides proporciona maior precisdo a
analise (Wutzow, 2003). Para tanto, € realizada a discretizacdo do contorno de cada sub-
dominio homogéneo. Neste caso, denomina-se acoplamento MEC/MEC.

Para equacionamento das ligacdes entre as sub-regides sdao impostos o equilibrio de
forcas e a compatibilidade de deslocamentos em todos os pontos de suas interface, como
apresentado nas Eq. (9) e (10).

{PY'+{P}* =0 ©)

{3 = {U}* (10)

Inicialmente sdo geradas as matrizes [G] e [H], representativas de cada dominio
independentemente.

[Hly1  [Hlu| (w3 _[[Gliy  [Glu| ({P}
[[H]u [H]: {{u}li}_l[G]il [G]iil{{P}“} (11)

Juntando-se os dois sistemas em um sé e aplicando as condicdes de equilibrio, de
compatibilidade e as condi¢cBes de contorno, € obtido um sistema geral para as duas sub-
regibes analisadas, como apresentado na Eq. (12).

Hli, [HIL (Gl [0] a3ty [[613 (0] ]
Ml [HI;  -[G1% { {u}“l (6] [0] {{P}l}
[[0] [H1%  [GI3 [H] J {P}“ [0]  [61%|UPY (12)
o) [HE 6l l) {0 612,

Para o mesmo, pressupde-se que as variaveis referentes a forca e deslocamento nas
interfaces sdo incognitas. Portanto, reescrevendo o sistema de forma mais simplificada,
obtém-se um sistema linear de equacdes, como apresentado na Eq. (13), onde {X} representa
0 vetor de incégnitas.

[A]{X} = (B} (13)
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O procedimento supracitado pode ser executado para cada duas sub-regides, sempre
levando como incognitas as variaveis de forcas e deslocamentos nas interfaces. A Figura 4
retrata essa interacao entre as sub-regides.

rl rZ

Figura 3 - Esquematizac¢do da ligacéo entre as interfaces

4  ANALISE DE DESLOCAMENTOS E TENSOES

As analises foram realizadas utilizando-se um programa computacional que
implementa o Método dos Elementos de Contorno (MEC) com acoplamento de sub-regides.
Os dados de entrada para o processamento de casos pelo codigo implementado consistem nas
informacdes dos elementos, nds e das conectividades de ambas as sub-regides, neste caso,
matriz e fibra. Como resposta do programa, foram obtidos deslocamentos, tensdes e
deformacbes em cada n6 dos diversos contornos. Apos, com todos os dados dos contornos
definidos, foi possivel definir pontos internos e obter informacdes de tensdes e deformactes
também nestes pontos, possibilitando uma grade de informacfes para serem devidamente
utilizadas no pds-processamento.

O problema analisado baseia-se em um compdsito constituido por matriz cimenticia
com inclusdo paralelepipeda de aco com base de 0,1 unidades e comprimento de 1,0 unidades,
cujas caracteristicas (Mora, Lucas &Maran, 2010) sdo apresentadas na Tabela 1

Tabela 1-Propriedades mecénicas dos materiais analisados. Fonte: Mora, Lucas &Maran, 2010.

Caracteristicas Matriz Inclusao
Fisicas Cimenticia (Fibra)
Coeflglente de 0,21 0,30
Poisson
Modulo de 26.000 207.000

Elasticidade (MPa)

As condicOes de contorno do problema consistem em uma das faces travada para
deslocamentos axiais, enquanto a face oposta é livre onde se aplica um carregamento
distribuido unitario, como ilustrado na Figura 4.
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Figura 4 - Representacdo das condi¢des de contorno.

Considerou-se para analise de teste a matriz e a fibra com as mesmas caracteristicas
fisicas — caso denominado “homogéneo”. A partir de entdo, considerou-se a variacdo nas
caracteristicas fisicas do material da fibra (“heterogéneo”). Com a inclusdo posicionada na
mesma direcdo que a aplicagdo da carga, espera-se menores deslocamentos sofridos pelo
EVR, principalmente nas areas mais proximas a inclusdo. Esse caso pode ser constatado na
Figura 5, onde € apresentada uma comparacao entre os deslocamentos do caso homogéneo e o
EVR com a incluséo.
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Figura 5 - Deslocamentos na se¢éo do compdsito no caso homogéneo (a) e heterogéneo (b).

Considerando a mesma se¢do média do compdsito analisado, a distribuicdo de tensdes
adquirida é apresentada na Figura 6. Na mesma, é possivel observar que na regido de interface
entre as sub-regides ha uma concentracdo de tensdes, entretanto, menor do que na fibra e
maior que na matriz. Este fato se deve a fibra possuir maior rigidez que a matriz e, com isso,
acaba adquirindo um fluxo maior de tensdes, aliviando para a matriz ao seu redor
(lateralmente). Mas, a matriz que liga a fibra aos apoios recebe maior tenséo nessas regides.

Com base na Figura 6b, sdo obtidas menores deformacfes na inclusdo e em seu
entorno, 0 que se deve a contribuicdo da rigidez da fibra no compdsito. Também se pode
observar maiores deformacfes na area entre a inclusdo e o apoio, pois considerando o
equilibrio de forgas, tem-se nos apoios inferiores uma reacdo contraria ao carregamento,
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tracionando a regido de analise e a inclusdo se comportando como um corpo rigido serve
COmMO apoio para essa regido.
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Figura 6 - Distribuicéo de tensdes (a) e deformacoes (b) na secdo média do compésito, na direcio
do eixo Z.
Como pode ser observado na Figura 6 (b), sdo apresentados menores deformacdes nas
regides mais proximas a fibra devido a maior rigidez da mesma. Por meio da conex&o entre as
sub-regides, a menor deformagao da inclusdo tende a “prender” as regides mais proximas.

Com a variagdo das caracteristicas mecanicas da inclusdo, é possivel analisar a
influéncia da rigidez da mesma em relacdo a matriz. As variagGes constam na Tabela 2, onde
é possivel encontrar diferentes tipos de metal, desde o mais utilizado na construcéo civil como
0 aco, até metais mais leves, como titdnio e aluminio. Também é possivel observar a
influéncia de inclusdes poliméricas e ecoeficientes, como €é o caso da fibra de Juta (Danese,
2013).

Tabela 2 - Propriedades mecanicas da inclusdo. Fonte: Mora, Lucas &Maran, 2010.

Material da incluséo Moddulo de Elasticidade Coeficiente de Poisson
(MPa)
Aco 207.000 0,3
Amianto 130.000 0
Titanio 107.000 0,34
Aluminio 69.000 0,33
Fibra de Juta (natural) 23.660 0
PVC (Policloreto de Vinila) 3.500 0,38
Epoxi (isopor) 2.760 0
Cavidade 0,01 0
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No caso em que a inclusdo é substituida por uma cavidade, € possivel analisar as
respostas dos deformacdes e tensBes para 0 EVR com um poro em seu centro. Porém, para
evitar irregularidades na execucao do cédigo, o0 modulo de elasticidade adotado foi proximo a
zero, e ndo propriamente nulo. Para evitar, dessa forma, singularidade nas matrizes [G] e [H].

1,0300

1,0210
LA 10186 1,0150

1,0100 1,0085
1,0000 l

1,0000

0,9954
con 0,9898
0,9900 0,9385
0,9823
0,9800
0,9700
0,9600

Homog Aco Amianto Titénio Aluminio Juta PVC Epoxi Cavidade

Figura 7 - Relacéo entre a média de deformagdes no topo do EVR considerando diferentes tipos
de incluséo.

Como apresentado na Figura 7, a inclusdo de aco confere maior rigidez ao composito,
considerando que as deformagfes consequentes foram menores que os demais. Ja as inclusdes
poliméricas apresentaram maiores deformacdes em suas atuacdes, sendo ainda maiores do que
0 caso homogéneo. Tal resultado ja era de se esperar quando as mesmas possuem valores do
maodulo de elasticidade até 75 vezes menor que o do aco.

5 CONSIDERACOES FINAIS

O presente trabalho apresentou uma formulacdo do Método dos Elementos de
Contorno (MEC) para analise de materiais compdsitos com inclusao de fibras em 3D, baseada
na utilizacdo de multirregides. Tendo como objeto de analise o material composito concreto
reforcado com fibra, onde matriz e fibra foram consideradas sub-regides do todo, um cédigo
com a solucdo fundamental de Kelvin foi utilizado para a anélise das multirregiGes. Os
resultados obtidos nos processamentos de caso ddo conta da adequacdo da formulacdo para a
analise pretendida.

Segundo os dados obtidos nas analises, a influéncia da inclusdo na matriz cimenticia,
considerando suas propriedades mecanicas superiores, apresenta acréscimos na rigidez de
todo o composito, como pode ser observado nas configuracfes de deslocamentos, tensfes e
deformacdes supracitadas. Entretanto, em casos em que a inclusdo apresenta rigidez inferior a
da matriz, sua contribuicdo para a mesma e todo o elemento de volume representativo de
forma geral € minima, como pode ser observado nos comparativos de deslocamentos e
deformacg6es no topo do EVR apresentados. Ressalte-se que a comparagdo é com a fibra de
aco. A tenacidade também deve ser levada em conta em analise mais ampla.
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Em diferentes perspectivas, ao alterar as propriedades geométricas e fisicas da
inclusdo, a formulacdo abordada no presente trabalho, juntamente com o respectivo codigo
computacional, permitem chegar a tratar de uma viga de concreto armado, em que a inclusédo
represente a armadura em si. Ainda, uma abordagem na area da geologia, onde a matriz pode
ser constituida de um determinado solo e a inclusdo representaria um poro na amostra, ao
fornecer propriedades mecanicas bem inferiores as da matriz.
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