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Resumo. Este artigo apresenta um algoritmo para a \@wsde otimizago do Problema da
k-Particdo de Numeros (NPPK). Este problema consiste em distribuir ose&kns de um con-
junto dado emk subconjuntos disjuntos, de modo que as somas dos elementasid sub-
conjunto figuem no menor intervalo posd. O neétodo consiste em aplicar a meta-histica
Iterated Local Searc(iLS) na solu@o gerada por um algoritmo aproximado. A eségiaé
aplicar método guloso em todas as fases do algoritmo, tanto na imeigdo quanto na es-
colha de movimentos do ILS. Usando um algoritmo tstiao para o Problema da Partip
de Numeros (NPP) em 2 subconjuntos, pode-se construir um ahgorpolinomial iterativo
para o Problema da Part&o de Nimeros enk subconjuntos. Realiza-se um estudo compara-
tivo com outro algoritmo da literatura usando aa@ise de complexidade e idsicias geradas
aleatoriamente corbtimo conhecido.

Palavras-chave: Problema de Partigo de Nimeros, Problema da Paréio de Nimeros em
Multiplas Formas, Otimiza#go Combinabria, Iterated Local Search
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Algoritmo lIterativo para o Problema da k-Paréig de Nimeros

1 INTRODUCAO

O NPP (Problema da Particao de Numeros) consiste nat@eefecidir se um determinado
conjunto de inteiros positivos pode ser particionado ems dobconjuntos, de tal forma que a
soma dos nimeros do primeiro subconjunto seja igual a slensagundo. Durante o decorrer
do texto, os subconjuntos pertencentes a particaoa@antinados de partes, pois 0s conjuntos
tém, necessariamente, todos os seus elementos dist@tgsoblema & considerado na sua
versao de otimizagao, que consiste em minimizar a dif@relas somas resultantes dessas duas
partes. Embora o NPP seja um dos 21 problemas de classe Nietosrdiscutidos em Karp
(1972), existem algoritmos exatos, como em Schroeppel aacth® (1981), Horowitz and
Sahni (1974), Korf (1998) e, também, muitos algoritmoapnados aplicaveis ao problema
analisados em Gent and Walsh (1998).

Esse problema ja foi chamada de “O mais facil problema diRpieto”, conforme aponta
Mertens (2003), mas o problema generalizado & muito mamplicado e ainda nao apresenta
nenhum algoritmo pseudo-polinomial descrito na liter@tavantada durante esse trabalho. Al-
gumas variagdes mais gerais desse problema se limitanoatear uma particao com partes de
tamanho fixo como 8-partition problemem Joosten and Zantema (2013) ou mudam o objetivo
original para minimizacao da parte de maior soma, como afiift2013).

2 DESCRICAO DO PROBLEMA

O NPP & generalizado da seguinte maneira: dado um conjumb@nico, o objetivo é
encontrar uma particao de tamarihale modo que as somas dos elementos de cada parte sejam
as mais proximas possiveis umas das outras (Korf; 2088).9de resume a obter a parte de maior
soma, se aproximando da parte de menor soma tanto quantuskivel (Karmarkar and Karp;
1982). Assim, a particao ficara tao equilibrada quaritstancia do problema permitir.

Exemplo 2.1. O conjunto{87,6,5,45,34,2,24,12,7,6,54, 34} & particionado em duas par-
tes:

(87,34,24,6,5,2}, {54, 45,34, 12,7, 6}

VvV v
soma=158 soma=158

ou em tes partes:

{87,12,6}, {45,34,2,24}, {5,7,6,54, 34}

soma=105 soma=105 soma=106

As partes Ao precisam ter necessariamente o mesmo tamanho.

A formulacao matematica do problema generalizado pedescontrada em Karmarkar
and Karp (1982). A entrada & um conjurffe um inteiro positiva: e a saida &€ uma particao
de S, dada poK Ay, A,, ..., A}, que minimize a funcao:

miax{Zx}—me Z:p Q)

T€EA; 23614‘7'

Sua versao em modelo de Otimizac¢ao Linear Inteira &
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min tz — tl (2)
SUj. a t1 < Zai:cij < {9, VJ e 1, (3)
=1
k
inj = 1, Vi € ]n (4)
j=1
tl S tQ, tl, tz € Z, xij c {O, 1} (5)

em que{a; }" , sdo os elementos do conjunto a ser particionado.

A complexidade computacional desse problema, quandovidegbor um algoritmo de
forca bruta, & dada pelo NUmero de Stirlifig:, k), que conta a quantidade de formas distintas
de repartir um conjunto de tamanhaem £ partes, multiplicado pela quantidade de operacoes
necessarias para calcular a fungao objetivo, dad&pey. Assim, a complexidade é dada por
O(n.S(n, k)), sendo:

S(n,1)=1, S(n,n)=1, Sn,k)=Sn—-1,k—1)+kSn—1k) (6)
1 & R
S(n,k):H;(—nk (j)] (7)

O exemplo 2.2 mostra esse resultado.
Exemplo 2.2. A ={1,2,3,4} paran =4 ek = 2.

Portanto:

{1,2,3), {4} : {1.2}.{3,4};

{1.2,4}, {3} {1.3}.{2,4};

{1.3,4}, {2} : {1.4}.{2,3};
{2,3,4},{1}.

Ouseja,S(4,2) =T.

3 ALGORITMOS

Assumindo a existéncia de um algoriti¢1 ) que resolve o NPP, dado patri,(S), sendo
S um conjunto, & possivel propor um algoritmo inspirado HelfAterchangeproposto por Finn
and Horowitz (1979) que resolve o problema das k-particoe

O algoritmo 0/1nterchange2 um algoritmo proposto para o Problema de Escalonamento
em Maquinas idénticas. Partindo de uma distribuicaciahdas tarefas, o algoritmo ordena
os processadores em ordem nao decrescentedSejaC! — C¢ o instante de finalizacao do
processador mais carregado e do menos carregado nader&giquanto existir uma tarefa em
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p; < d; em(}, esta sera realocada para. Este algoritmo tem uma complexidade de tempo
computacional da ordef(n.log(k)) (Langston; 1982).

Uma possivel melhora para o Ofiterchageé escolher omax;{p;} < d; no momento da
troca.

Entrada: Particao do conjunt§ com tamanho k
Sada: Particao do conjuntd com tamanho k refinada
begin
repeat
Encontred; = argmaz;{}_,c 4, v} € A; = argmin{3_ 4 «};
X =A,UA;;
{Al‘, AJ} = partg(Ai, AJ),
Substitua as duas novas partes na particao;
until max;{},c,, @} —min;{>° ., =} sejaconstante
end

Algoritmo 1: Método de solu¢ao Geral para o PPN

Apbs a segunda linha do método descrito acima, podeise iscasos: a parte da maior
soma fica menor e a parte de menor soma fica maior ou ambasessgErnanecem inalteradas.
Enquanto o primeiro caso ocorre, a funcao objetivo do lprok decresce. Portanto, o 6timo
ainda nao foi encontrado. O métoga-t, pode ser substituido por um método heuristico como
0 ILS, no caso desse artigo.

3.1 Inicializacao

A construcao inicial & feita com um algoritmo guloso, @aante um resultado aproxi-

mado menor quc-g* — L. Proposto por Graham (1969) do 6timo global em relacima3o

3k*
ObjetiVOmal‘lgiSk{ZmeAi x} —um problema de particao minima um pouco diferente dokNPP
A demonstragao de aproximabilidade também se encomraesiello et al. (2003)).
Exemplo 3.1. O resultadodtimo do problema para:

{1,2,3,4,5,6,7,8,910,1112,13, 14,1516, 1718}
ek=2¢
{1718,910,14,7,6,3,2} e {1516,1112,13,8,5,4,1}

A parte maior tem soma igualZ60. Portanto, a resposta do algoritmo sem@rama parti@o
em que a maior somamenor qu<%2660 2 3546 como:

{1718,1516} e {1112,13,8,5,4,1,910,14,7,6,3,2}
mas rao:

{1718,1516,910} e {1112,13,8,5,4,1,14,7,6,3,2}

A geracao da solucao inicial consiste em ordenar o ciajti em ordem nao crescente e
alocar os numeros um a um, sempre inserindo o novo elemargarte de menor soma e, em
caso de empate, desempatando arbitrariamente. Estetmigdem um custo computacional
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O(n.log(n)) para ordenar a entrada e um cuét(n) para alocar os elementos nas Final-
mente, a complexidade do métod®@én.log(n)) .

Entrada: ConjuntoS de nUmeros inteiros e um inteiro k
Sada: Particdo do conjuntd com tamanho k

begin
for j € {1,...,k} do
P; = 0;
Lj - 0,
end
OrdeneS em ordem decrescente;
for a € S do
k = argmin;Lj;;
Pk; = Pk U a,
end
end

Algoritmo 2: Gerador de Solugao Inicial

4 REFINAMENTO DA SOLUC AO COM ILS

Com uma solucao inicial ja bem aproximada para o prob)dyaata encontrar uma boa
estratégia para rearranjar alguns elementos e buscaralut@ag ainda melhor. O refinamento
da solucao da-se pela busca de um elemento a ser realoeguolarte de maior soma busca-se o
elemento mais proximo da metade do valor da funcao ebjptira particao atual.

4.1 Movimento e Vizinhanca

O movimento de realocacao sempre aproxima a parte de maoa, encolhendo-a, da
parte de menor soma, aumentando-a. O movimentosignifica que um elemento sai da parte
de indice; e vai para parte de indige

N(s)={s': s@omyy; VieA} (8)
O tamanho da vizinhangal 4.

4.2 Estratégia de Troca: Busca Tabu

A ideia central do método é testar entre todos os elemeiategzinhanca aqueles que mais
reduzem o valor da funcao objetivo. Essa busca gera umaiema que consiste em encontrar

(Zx—Zx) (9)

€ Pmax TEPmin

DO | =

ma"rai €Pmax {a’i }7 a; S

4.3 Critéerios de Parada

Os movimentos continuam enquanto houver possibilidadeealbara da funcao objetivo
pelo movimento. Caso contrario o algoritmo para. Esseraitvita ciclos reconhecendo trocas
jarealizadas.
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5 RESULTADOS

O algoritmo foi implementado em MATLAB versao 7. Os testa®m realizados em um
computador com processador Intel Core i3-M330, 2.13 GHB 86&RAM e sistema operaci-
onal Windows 32 bits.

Os resultados foram obtidos com instancias geradas abraente. Os conjuntos gerados
tem tamanhos entri@0 e 110 e os elementos sao inteiros variand@daté350. O valor 6timo
do problema - ¢pt), o0 tamanho do conjuntor e 0 nUmero de partesksao parametros de
entrada do gerador de instancias. Um numero grande itoesmmo soma de outrdsnimeros
de modo que a diferenca entre 0 maior e 0 menor seja igualramptoopt. Em seguida,
esses: nimeros sao escritos como soma de outragimeros aleatorios formando um vetor de
tamanha. cuja particao 6tima tem funcao objetivo iguaka. O algoritmo encontrou o 6timo
exceto nas instancias com valores em negrito.

Abaixo, os resultados dos testes devem ser lidos da seguarnteira: a variaved; indica
a i-ésima instancia. O nUmefo= {3,4,5} complementa a instancia indicando o tamanho
da particao. A primeira coluna indica a instancia do expento. A segunda coluna contem
resultados alcancados pelo algoritmo 1. A terceira cof@maos resultados finais melhorados
com o ILS no algoritmo 2.

Tabela 1: Experimentos demonstrando a melhora provocada pe ILS

Instancias para k=3 Algoritmo 1  Algoritmo 2opt

sl 9 3 3
s2 51 1 1
s3 3 3 3
s4 51 3 3
s5 39 10 4
S6 49 2 2
s7 57 2 2
s8 44 5 5
s9 3 1 1
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Tabela 2: Experimentos demonstrando a melhora provocada pe ILS

Instancias para k=4 Algoritmo 1  Algoritmo 2opt

sl
s2
s3
s4
S5
S6
s7
s8
s9

41
47
48
50
4
50
58
48
12

3

w oo ©Y N - 0 o

3
0
5
1
4
5
0
5
3

Tabela 3: Experimentos demonstrando a melhora provocada pe ILS

Instancias para k=5 Algoritmo 1  Algoritmo 2opt

sl
s2
s3
s4
S5
S6
s7
s8
s9

6 CONCLUSAO

16
48
45
49
53
50
62
49
51

6

W O N o o DN

11

w 92 w o N o o N o

O trabalho apresentou uma proposta de algoritmo hewrigsando ILS com movimen-
tos de realocacao de elementos entre as partes para o MP¥ila versao de otimizacao. Os
resultados obtidos foram testados com instancias geadel@®riamente.

O ILS empregado com método guloso consegue melhorar a@solacial sempre que
esta nao é 6tima. O algoritmo apresentado tem baixa @xidalde e atingiu o 6timo global
em todas as 10 instancias testadas mostrando melhoracsitive em relacao a solucao inicial

construida.
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Como trabalhos futuros tem-se a melhoria do algoritmo aptaso com uma tabela hash
gue melhore a busca pelo movimento de realocacao, el um movimentos de permuta
entre duas ou mais partes e um quadro comparativo entretod@séxatos e aproximados para
o problema descrito.
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