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Resumo. Nas iiltimas décadas o desenvolvimento de métodos de elementos finitos para a
resolucdo de problemas de propagacdo de ondas no dominio da frequéncia, modelado pela
equacdo de Helmholtz, tém sido largamente explorados. Embora aparentemente simples, este
problema tem se mostrado desafiador do ponto de vista da construcdo de métodos numéricos
precisos e estdveis capazes de resolver de forma eficiente o problema de Helmholtz, com niimero
de onda k elevado, de maneira a evitar ou minimizar os efeitos de “poluicdo numérica”.
Meétodos cldssicos de Galerkin ou de diferencas finitas de segunda ordem, por exemplo, apre-
sentam aproximagoes instdveis a menos que sejam utilizadas malhas extremamente refinadas.
Outra alternativa bastante promissora sdo os métodos de elementos finitos hibridos caracteri-
zados pela introducdo de multiplicadores de Lagrange responsdveis pela imposicdo da conti-
nuidade nas arestas dos elementos. Tal metodologia dd origem a um sistema global envolvendo
apenas os graus de liberdade associados aos multiplicadores e as varidveis de interesse podem
ser resolvidas no nivel do elemento. Esta é uma abordagem de fdcil implementagdo, inclu-
sive de adaptatividade do tipo h e p, além de apresentar grande flexibilidade na escolha dos
espacos de aproximagoes. Neste contexto, apresentamos uma formulacdo hibrida para o pro-
blema em questdo onde o multiplicador é identificado como o traco da pressdo nas arestas
e estabilizado pela adi¢cdo de residuos de minimos quadrados da equacdo de Helmholtz e do
balango de massa. Para ilustrar a flexibilidade e robustez do método, estudos numéricos sdao
realizados comparando resultados obtidos utilizando multiplicadores continuos e descontinuos
em meios homogéneos e heterogéneos em regimes de média e alta frequéncia adotando, quando
necessdrio, adaptatividade p para atingir melhor precisdo da aproximagdo.
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1 INTRODUCAO

O estudo das vibracdes que operam em diferentes frequéncias da origem a um fendmeno
que denominamos de onda. A propagacdo de onda é capaz de transmitir energia sem alterar
o meio, possui velocidade definida e tem o seu inicio em um pulso energético. Diversos efei-
tos fisicos envolvendo ondas vem sendo estudados para a construcdo de ferramentas presentes
em areas como: engenharia civil, mecanica, astronomia, geofisica, computacio e comunicagao.
As aplicagdes baseiam-se nos efeitos conhecidos causados quando a onda percorre um meio,
podendo ser refletida, absorvida e desviada por objetos. Essas caracteristicas nos permitem co-
nhecer como € a intera¢do onda-objeto (onde o objeto pode ser o proprio meio de propagacao),
como em exames laboratoriais envolvendo campo de ondas eletromagnéticas onde o receptor
recebe as respostas (frequéncias dos tecidos) dos pulsos eletromagnéticos criados por bobinas,
ou ainda na area de levantamento sismico onde as ondas de som permitem descobrir estruturas
e materiais dentro da superficie da terra.

Matematicamente a onda pode ser modelada por uma equacao diferencial parcial chamada
equacgdo de Helmholtz. Através desta equacao é possivel descrever os fendmenos de dispersao
e propagacdo de ondas eldasticas, actsticas e eletromagnéticas (Ihlenburg, 1998). No ambito
dos métodos numéricos, a estabilidade e precisao nas aproximacdes de ondas harmdnicas re-
servam diversos desafios gracas a sua natureza oscilatéria (Babuska et al., 1995). O uso de
aproximacgoOes por elementos finitos utilizando o método classico de Galerkin, por exemplo,
apresentam solucdes que podem ser extremamente imprecisas dependendo da relacdo entre o
nimero de onda £ (constante relacionada a frequéncia) e o tamanho de malha h (Babuska and
Ihlenburg, 1995). Todavia, esta relacdo para valores elevados de k nao é o suficiente para o con-
trole do erro. Este comportamento é chamado efeito de polui¢io numérica, que surge devido a
diferenca entre o nimero de onda aproximado e o nimero de onda exato.

Meétodos de elementos finitos foram desenvolvidos para minimizar o problema de polui¢cdo
numérica (Chang, 1990; Carmo et al., 2008). Nesta direcdo, Harari and Hughes (1992) e Monk
and Wang (1999) contornam o problema em questdo através de uma formulacdo de elementos
finitos estabilizada pela introducdo de residuos de minimos quadrados. J4 Loula et al. (2007)
apresentam um método baseado em Galerkin descontinuo usando bolhas inseridas em macro-
elementos que reduz de forma significativa a polui¢do do erro, porém com 0 mesmo nimero de
graus de liberdade do método de Galerkin continuo. Em Carmo et al. (2008) foi desenvolvido
um método capaz de aproximar com fung¢des lineares que tem por objetivo minimizar a polui¢ao
no erro. Por outro lado, utilizando métodos de Petrov-Galerkin, Loula and Fernandes (2009)
alcancaram resultados expressivos na reducdo do efeito de poluicao.

Além das restricoes citadas, em diversos casos, ha ainda a necessidade de se utilizar técnicas
adaptativas do tipo h e p visando a obtencdo de resultados mais precisos em locais especificos
do dominio do problema a fim de capturar de forma eficiente os fendmenos naquela regidao
(Gomez-Revuelto et al., 2012; Giorgiani et al., 2013). Dessa forma, o desafio numérico, neste
caso, se sustenta na ambic¢ao de criar novas metodologias capazes de tratar a deterioracdo da es-
tabilidade, eliminando o efeito de poluicao numérica, com solugdes precisas em todo o dominio
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do problema, porém objetivando baixo custo computacional e boa qualidade da solucio apro-
ximada. Neste contexto, os métodos de elementos finitos hibridos despontam como uma meto-
dologia altamente flexivel no tratamento de descontinuidades, adaptatividade h e p e na escolha
dos espacos de aproximac¢do devido a sua maneira de aproximar o problema que esta relacio-
nado a imposi¢ao da continuidade nas arestas dos elementos a partir da inclusdo de uma nova
varidvel ao sistema, os multiplicadores de Lagrange. Tal abordagem conduz a um problema
local composto pelas varidveis de interesse definidas em cada elemento da malha e do multi-
plicador sobre as arestas dos elementos. A resolugdo destes problemas locais € feita usando a
metodologia de condensacdo estatica, que tem por finalidade eliminar as varidveis de interesse
no nivel do elemento em fun¢do dos multiplicadores de Lagrange, dando origem a um problema
global que possui apenas os graus de liberdade da nova varidvel, reduzindo significativamente o
custo computacional do problema, uma vez que o tempo necessario para resolver todos os pro-
blemas locais € desprezivel se comparado aquele empregado na resolu¢@o do sistema global.

No contexo dos métodos hibridos, apresentamos uma formulagdo para o problema de
Helmholtz caracterizada pela introducdo de um multiplicador de Lagrange associado ao trago
do campo de pressao nas arestas dos elementos, denominada MMHE (Método Misto Hibrido
Estabilizado). Para o multiplicador adotamos aproximag¢des polinomiais continuas, neste caso
o método € denominado MMHE-C, similar a metodologia empregada em Arruda et al. (2013)
para o problema de Poisson, e aproximagdes polinomiais descontinuas, onde o método € cha-
mado MMHE-D, de forma analoga a formulagdo desenvolvida por Nufiez et al. (2012) para o
problema do escoamento de Darcy em um meio poroso homogéneo e para um meio poroso he-
terogéneo por Igreja et al. (2014). Além disso, a formulacdo hibrida em questdo € estabilizada
através da introducao de residuos de minimos quadrados advindos do problema de Helmholtz e
do balan¢co de massa que garantem a condi¢ao de compatibilidade entre os espacos dos proble-
mas locais.

A partir da derivagao do método proposto, usando multiplicadores continuos ou descontinuos,
desenvolvemos estudos numéricos que exploram a flexibilidade dos métodos hibridos no que
diz respeito ao tratamento de descontinuidades através de simulacdes em meios heterogéneos
que apresentam regides com diferentes nimeros de onda k e abordamos estes problemas uti-
lizando p-adaptatividade com o intuito de alcancar solugdes precisas em todo o dominio. A
estratégia é aumentar o grau do polindmio iterativamente, em regides que necessitam de um
tratamento especial, até que seja atingida uma tolerancia de erro previamente estipulada. Resul-
tados numéricos destacam a eficiéncia do método proposto, bem como a melhora da precisao
da solu¢do aproximada quando empregada a estratégia de adaptatividade p. Além disso, os
resultados mostram taxas 6timas de convergéncia para as varidveis de interesse.

Este trabalho segue a seguinte organizacdo. Notacdes e defini¢des sdo introduzidas na
Secdo 2. Na Secao 3, apresentamos o problema modelo. A formulacdo mista hibrida estabili-
zada MMHE ¢ introduzida na Secdo 4. A metodologia de resolucdo € desenvolvida na Secdo
5. Na Secdo 6 sao apresentados estudos numéricos em meios homogéneo e heterogéneo com
adaptatividade p. Finalmente, na Se¢do 7, apresentamos as conclusoes deste trabalho.

2  CONCEITOS BASICOS

Dado o dominio limitado 2 C R¢, d > 1, com contorno Lipischitz I' = 0f2, escrevemos
H™(€2) para denotar o espago usual de Sobolev equipado com a norma e semi-norma || - ||, €
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| - ]m@, respectivamente, com m > 0 (Adams and Fournier, 1975). Para m = 0, apresentamos
L?(Q) = H°() como o espago das fungdes quadrado integraveis em €2, definido como

LQ(Q)Z{(J:/QQQd:KOO},

com norma dada por

1/2
1 lo=Il ¢ 2= ( / 2 dm) |

H'(Q) = {q € L*),Vq e [L*(Q)]},

com norma e seminorma definidas, respectivamente, como

Seja

lqlli = laline=Ials+1Vel3
lali = lalin@=IVal?
e H}(Q) o subespago de fungdes em H'(2) com trago nulo sobre 02, definidos como segue
HY(Q) = {qe€ H' Q) :q=0sobre 00}.
Para um espago de fungdes V(€2), denotamos [V (2)]? e [V (€)]4*¢ como os campos ve-
toriais e tensoriais cujas componentes pertencem a V' (£2), respectivamente. Estes espacos sdo
equipados com a norma usual do produto, a qual, por simplicidade, é denotada por || - ||y (q).

Restrigindo o dominio €2 ao caso bidimensional (d = 2), definimos o escalar ¢ € R e vetor
v € R? para apresentar os seguintes operadores:

, [ Ov,  Ovy\ B 8%_% ' B @@
dlvv_(8x+8y>’ rotv-(ay ax), Vq_(@:c’@y)’

onde div, rot e V denotam os operadores divergente, rotacional e gradiente, respectivamente.

Seja 7;, uma parti¢do regular de elementos finitos definida como
T = {K} := aunido de todos os elementos K
no dominio €2. Para as arestas e dos elementos K definimos os seguintes conjuntos:
En = {e; e € uma aresta de K paratodo K € Ty}
que denota o conjunto de todas as arestas e de todos os elementos /,
E) = {e € &,; e é uma aresta interior}
€ o conjunto das arestas interiores, €
£ ={ec &, ecC 00}

o conjunto de arestas do bordo de (2.

Assumindo o dominio {2 como um poligono e 7;, uma particdo regular de €2, existe um
¢ > 0 tal que h < che, onde h, é o didmetro da aresta ¢ € OK e h, o parametro de malha, € o
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diametro do elemento. Para cada aresta e associamos um vetor unitirio normal n. e para cada
elemento K associamos um vetor unitario normal ng.

Para introduzir os métodos hibridos, definimos os seguintes espacos de dimensao finita
sobre a parti¢do de T,

Vi = {vel[l*(Q))vilx € [QE)]? VK € Th}, (1)
o = {qge L*(V);qlx € Qu(K), VK € Tp}, )

onde Q;(K), j = [ ou j = m, denota o espago de func¢des polinomiais de grau j associado
a elementos quadrilaterais. Sobre as arestas e € &, introduzimos os espagos de aproximacdes
referentes aos multiplicadores de Lagrange. Neste caso, consideramos duas possibilidades de
espaco de dimensaio finita

n—{p € L&) : ple = pule), Ye € E), ple =0, Ve € 23, 3)

onde p,,(e) expressa o espago das fungdes polinomiais descontinuas de grau menor ou igual a
n sobre cada aresta e, e para aproximagoes continuas do multiplicador definimos o espago

Ch={n e C%&) : ple = pule), Ve € &, ple =0, Ve € &} (4)

Além disso, definimos o espacgo de aproximag¢do que contempla tanto multiplicadores continuos
quanto descontinuos, como segue

n=A{Dp.Ci}- (5)

3 PROBLEMA MODELO

Neste trabalho consideramos o modelo linear de propagacdo de ondas acusticas em um
fluido compressivel e ideal governado pela equacio de onda
1 0%p
onde A = divV denota o operador laplaciano, ¢(x,t) representa pequenas oscilacdes do
campo de pressdo e c é a velocidade do som no meio. Considerando solu¢des harmonicas no
tempo com frequéncia circular w, o campo de pressdo pode ser escrito como p(x, t) = p(x)™*
e a amplitude da pressdo p satisfaz a equacdo de Helmholtz

—Ap+ k*p =0, (7

onde o parimetro k = w/c conhecida como nimero de onda ou constante de propagacdo, ca-
racteriza os comportamentos oscilatdrios da solucao . Esta constante é de grande importincia
numérica, pois para elevados valores de k surgem efeitos de ressondncia numérica que podem
deteriorar a qualidade da solu¢do aproximada do problema.

O problema de Helmholtz Eq. (7) pode ser formulado em dois campos, velocidade e
pressdo. Para tanto, introduzimos o campo vetorial através da equagao constitutiva u = —Vp,
que relaciona a velocidade com o gradiente da pressdo, para reescrever a equacao de Helmholtz
na forma mista, como segue

Dado o niimero de onda k e a fungdo f, encontrar o campo de velocidade u : Q) — C* e a
pressdo p : 2 — C, tal que

u+Vp = 0 em ) )
divu—Fk*» = f em {2 )
CILAMCE 2015
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O problema acima pode ser suplementado por condi¢cdes de Dirichlet
p = 0 sobre I (10)

Tal condicao nao captura corretamente os efeitos oscilatorios nos bordos do dominio. Por conta
disto, os efeitos de polui¢do sdo maiores no contorno de Dirichlet se compararmos com as
condig¢des de contorno de Robin, comumente utilizadas para este problema (Fernandes, 2009).
Esta condi¢do ndao demonstra ser tdo afetada pela ressonancia numérica e pode ser escrita como

—u-n+ztkp = r sobre T, (11)

onde 7 € uma funcao dada, n o vetor unitario normal exterioral'e 1 = y/—1.

4 METODO MISTO HIBRIDO ESTABILIZADO (MMHE)

Para introduzir a formulacdo hibrida para o problema de Helmholtz, consideramos as
equagdes Eq. (8)-(9) multiplicadas por suas respectivas fungdes peso, v, € V! e q, € 9,
sendo o segundo termo da primeira equacao integrado por partes e o sinal da segunda equacao
invertido visando manter a simetria da formulacdo. Este procedimento € realizado para cada
elemento K € 7T},, que nos conduz a seguinte aproximagao local

/uh-vhdx—/ph divvhdx+/ pn (v -ng)ds =0, VthV;lL (12)
K K K

—/divuhqth—I—/k2phqth:—/fqhdx, Vg, € Q). (13)
K K K

Para criar um elo entre as aproximagdes locais para o problema de Helmholtz, definidos
em cada elemento K, introduzimos um multiplicador de Lagrange nas arestas dos elementos.
Para isso, escolhemos o multiplicador A\ como o trago do campo de presséo (A = p|.) sobre
cada aresta e € &,. Assim, na formulacdo Eq. (12)-(13) o multiplicador A surge naturalmente
da integracdo por partes do termo relativo ao gradiente da pressdao. Dessa forma, tomando o
somatdrio sobre todos os elementos da malha 7}, podemos formular o seguinte problema

Encontrar [uy,, pn] € Vi x QI e o multiplicador de Lagrange N\, € MY, tal que

uy - vy dx — /p div v, dx + / A (V- ng) ds
> [weviix= Y [ pdive, > [ wtnemi

KeTh KeTn KeT

+30 [ -wads— Y [ divu,gax
ke, JOK KeT, VK

+ Z / K pp, qn dx = — Z / fandx, Y [vi,qn € VFx QL. (14)
KeT, VK KeT, VK

Para fechar o sistema incluimos uma equacao relacionada ao multiplicador de Lagrange definida
para todo 1, € M}

>, / (wp - ng)pnds — Y B[ (pn—M)pnds =0, 15)
0K

KeTy KeTy oK
onde o parametro de estabilizacdo (5 € dado por:

P!

s (16)
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Note que o primeiro termo da equagdo (15) impde a continuidade da componente normal do
campo de velocidade entre os elementos e o segundo termo tem por finalidade estabilizar o
multiplicador de Lagrange.

Objetivando gerar uma formulacdo adjunta consistente e estavel, que permita uma maior
flexibilidade na escolha de fun¢des de base dos espacos de aproximagdo para os campos de
velocidade e pressdo, adicionamos ao sistema (14)-(15) termos de estabilizacdo associados as
formas residuais de minimos quadrados, vindas da equagdes (8) e (9) e do rotacional de Eq.
(8), andlogo ao realizado por Correa and Loula (2008) para o problema de Darcy, para derivar
o método misto hibrido estabilizado (MMHE), que pode ser apresentado como

Achar o par [uy,, py] € V) x QP e o multiplicador de Lagrange \;, € MY tal que, para
todo [vi,,qn] € VL x Qe iy, € MY
Apnae([Wh, pry Anls [Vis @ns pn]) = Fyvere(Vi, @n), (17)

com

Anmae([Wh; pry Anl; Vi, Gns pin]) = Z {/ uh-vhdx—/ pp, div vy, dx
K K

KeTy

+/ /\h (Vh'nK)d8+/ (uh-nK),uhds+/ k2phqhdx
0K 0K K

8 [ (on =) an — un) ds — / div w, g dx
0K K

+ o (divuy, — k*pp)(div vy, — k%qp,) dx

k2 )i
)
+ 52/ (up, + Vpp) - (vip, + Vap) dx + k:_z rot uy rot vy, dx} (18)
K K
e
51 . 2
Fyvae(Vi, qn) = Z e f(divvy, —kqn)dx — [ faqndx]. (19)
K K

KeTy

Os parametros adimensionais de estabilizagdo d;, d5 e d3 estdo relacionados as formas re-
siduais do tipo de minimos quadrados definidos no interior de cada elemento K. As condi¢des
de contorno do tipo Dirichlet Eq. (10) sdo incluidas na definicao dos espagos hibridos Eq. (5) e
ndo no espago das fungdes V. como usualmente € feito. Em contrapartida, a condigdo de con-
torno de Robin (11) € incorporada ao sistema (17) através da multiplicagcdo pela fun¢do peso
un € L*(&), que dd origem a equagdo

/(uh-nK)uhds—/ ik:)\h,uhds+/ rppds =0
£d £o £9

h h

observando que \;, = p;, sobre o conjunto das arestas £’ que formam o contorno do dominio
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(2. Neste contexto, a forma bilinear Ay g (-, -) pode ser reformulada como

Anmae([Whs pry Anl; Vi, Gns pin]) = Z {/ uh-vhdx—/ pn div v, dx
ke, LK K

—|—/ /\h (vh-nK) d8—|—/ (uh-nK),uhds—/ ’ik)/\huhds
oK 0K

a
gh

+/ K pr qn dx + 3 (ph_)\h)<Qh_Mh)d3_/ div uy, g5 dx
K

oK K

o . .
+ ﬁ (divuy, — k*pp) (div vy, — k%qp,) dx

03
+ 52/ (up, + Vpp) - (v, + V) dx + —= - rot uy, rot vy, dx} ) (20)
K

k

e o funcional linear Fy; (-, ) como
Fyyne(vi, qn) = [ /f dlvvh—k: aqn dx—/ fqhdx—/ r,uhds} 20
KeTy, g

Neste caso, \j, € tratado como uma incégnita sobre o conjunto de arestas £ ,? . Por conta disso, o
multiplicador de Lagrange quando descontinuo est restrito ao espago L?(&,) e quando continuo
ao espago C°(&},). Vale ressaltar que a introducdo da condigiio de Robin ndo afeta a simetria do
problema.

Uma vez que, vy, € qp,, pertencentes aos espagos de fungdes de dimensdo finita V! e QI,
respectivamente, sdo definidos independentemente em cada elemento K € 7T, observamos
que o sistema (17) pode ser dividido em um conjunto de problemas locais definidos em cada
elemento K acoplado a um problema global definido sobre &£, como segue:

Problema local: Encontrar up|x € Vi (K) e pu|x € Q7(K), para cada K € T, tal que, para
todo vi,|x € VI (K) e qu|x € Q(K)

/uh-vhdx—/ph divvhdx+/ A (Vi -ng)ds
K K oK

+/ k? pr qn dx + 3 (ph—/\h)thS—/diVllhqth
K K

J . :
+ k:_12 (divuy, — k*pp)(div vy, — k*q) dx

03
+ 09 A(uh + Vph) (Vh -+ th) dx + — 2

- %/ f (divvy, — k*qn) dx—/ f qn dx, (22)
K K

oK

rot uy, rot vy, dx

Problema global: Achar \;, € M} satisfazendo, para todo p, € M}

> [ wemmds =38 [ = mds =0, 23)

KeTs KeT, YOK
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5 METODOLOGIA DE RESOLUCAO

Para resolver a formulagdo proposta na Eq. (17) eliminamos os graus de liberdade das
variaveis uy, e py, no nivel do elemento K € 7T, em favor dos graus de liberdade do multiplicador
de Lagrange levando a um sistema global em fun¢do apenas de \,. Computacionalmente esta
€ uma Otima opg¢ao, ja que o multiplicador é um escalar que estd associado a apenas um dos
campos das varidveis de interesse e assim a dimensao do sistema global apresenta uma redugao
considerdvel se comparado com o problema comumente formulado globlamente nas varidveis
velocidade e pressao.

O primeiro passo € dividir o problema local Eq. (22) definido em cada elemento K nas
formas bilineares ax(,-), bx(-,-) e no funcional linear fx(-), acoplado ao problema global
Eq. (23) definido sobre &, nas formas bilineares b% (-, -) € cx (-, ) dando origem ao seguinte
problema

Encontrar u,| € V) (K) e piu|x € Q(K), para cada K € Ty, e A, € M7 tal que, para
todo vi|x € VL (K) e qn|x € QF(K) e para todo py, € M3

ag ([Wn, prl, [V, nl) + b (A, [V an]) = e ([Va, an)) (24)
Z b ([an, pnl, pn) + Z ck(An,pn) = 0 (25)
KeT, KeTh

com

ag ([n; pal; [V, gn]) z/

uh-vhdx—/ph divvhdx+/k2phqhdx
K K K
+5 phqhds—/divuhqhdx

0K K

5
+ k—; (divuy, — k2pp)(div v, — k2qp) dx (26)
K

)
+ (52/ (up + Vpn) - (v + Vap) dx + k—z/ rot uy, rot vy, dx,
K K

b (A, [Vi, an]) = /aK A (Vi -mg)ds — - Anqn ds, (27)
cx (A, pn) = B - An pin ds, (28)

)
fr([Vh, qn]) = k_12 /Kf(diVVh — kqp) dx — /Kth dx. (29

As equacgdes (24) e (25) podem ser reescritas na seguinte forma matricial

> BiU+ > CkA = 0, (31)
KeTh KeTy,

Dado que A g é positiva definida, manipulamos o sistema (30) para obter
U=A/(Fx—BgA), VK €ET,. (32)

Substituindo (32) em (31), obtemos o sistema global em fun¢do apenas do multiplicador como
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segue

> (Cxk—BRAL'Br)A=- > BLAFy. (33)
KeTy, KeTy
Ap6s resolver o sistema global (33), o vetor U € obtido para cada elemento K a partir de (32)
com A encontrado em (33).

6 RESULTADOS NUMERICOS

Nesta se¢ao desenvolvemos experimentos numéricos com o objetivo de validar a formulacao
MMHE Egq. (17) e demonstrar a flexibilidade dos métodos hibridos para tratar meios hete-
rogéneos empregando adaptatividade p. Para o método em questao apresentamos duas aborda-
gens para os multiplicadores de Lagrange. A primeira utiliza aproximag¢des polinomiais des-
continuas que denominamos MMHE-D e a segunda, chamada MMHE-C, emprega aproximacoes
continuas. A segunda opc¢do reduz ainda mais o custo computacional do problema por apre-
sentar menos graus de liberdade que as aproximacgdes descontinuas para o multiplicador de
Lagrange. Neste contexto, apresentamos estudos de convergéncia para meios homogéneo e he-
terogéneo e utilizamos adaptatividade p para alcancar solu¢des mais acuradas em determinadas
regides do dominio que necessitam de um cuidado especial.

Os parametros de estabilizacdo d1, 02, 3 € [ representam um importante papel na estabili-
dade e precisdo da solucdo obtida pela formulacdo proposta. Contudo, neste trabalho o foco ndo
estd em encontrar valores 6timos para estes parametros. Desta forma, nos resultados numéricos
que vamos apresentar fixamos os seguintes valores

01 =0,5; 02=-0,5; d35=0,5; S=0, (34)

de forma similar aos trabalhos de Correa and Loula (2008), Nufiez et al. (2012) e Igreja et al.
(2014) para o problema de escoamentos em meios porosos. Nas simulagdes adotamos aproximagdes
polinomiais de igual ordem para os campos de velocidade, pressdo e multiplicador de Lagrange

(I = m = n). Além disso, o refinamento de malha adotado nas simulagdes obedece a relacao
entre o numero de onda e o parametro de malha dado pela seguinte inequacdo (Babuska and
Ihlenburg, 1995)

kh <1, (35)
que tem por objetivo reduzir os efeitos de polui¢do numérica.
6.1 Meio Homogéno

Em um dominio quadrado 2 = (—0.5,0.5) x (—0.5,0.5) considerando f(x,y) = 0, dngulo
de direcdo da onda § = 7/6 e adotando condi¢des de contorno de Dirichlet desenvolvemos a
seguinte solucdo analitica

p(x,y) = cos[k(x cos @ + ysinh)] + isin[k(x cosf + ysin 0)]. (36)

As solugdes aproximadas sdo obtidas utilizando elementos quadrilaterais Q;Q,,, — p,, onde
[, m e n denotam, respectivamente, o grau do espaco polinomial para a velocidade (uy), a
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pressao (p,) e o multiplicador de Lagrange ()\;) e sdo computados empregando malhas uni-
formes de j x j elementos, com j = 10,20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, para o numero de onda
k = 10, para k = 30 temos 5 = 30,40, 50,60, 70,80 e para £k = 50 simulamos em malhas
com j = 50,60, 70, 80 elementos, estas escolhas objetivam satisfazer a relacdo Eq. (35). Vi-
samos desta maneira analisar o comportamento das aproximacgdes obtidas pelo método MMHE
conforme o crescimento da frequéncia comparado a interpolante.

Um estudo de convergéncia h para as aproximacgdes uy, p, € A, obtidas pelo método
MMHE com multiplicadores continuos e descontinuos comparado a interpolante (Interp) uti-
lizando combinag¢des polinomiais do tipo Q2Q2 — po para os nimeros de onda k£ = 10, 30, 50
sdo apresentados nas Figuras 1, 2 e 3, respectivamente. Para a velocidade (Figs. 1(a), 2(a)
e 3(a)), o método MMHE-C converge com taxa inferior ao MMHE-D e a interpolante, e este
comportamento se agrava quando aumentamos o valor do nimero de onda. Para o campo de
pressdo, Figs. 1(b), 2(b) e 3(b), 0 método MMHE-D converge com taxa 6tima e demonstra a
mesma precisdo da interpolante, ja o método MMHE-C tem a precisao e a taxa de convergéncia
comprometida a medida que k cresce. Nas Figuras 1(c), 2(c) e 3(c), podemos ver os resultados
obtidos para o multiplicador de Lagrange pelos métodos hibridos e a interpolante. A taxa de
convergéncia esperada é da ordem de O(h""%5) que € atingida pela interpolante. No entanto, o
que se observa é que os métodos MMHE-C e MMHE-D nao atigem esta taxa. Este comporta-
mento se deve a anulacdo do parametro 3 de estabilizacdo desta varidvel. Porém € importante
ressaltar que este resultado ndo influencia diretamente as varidveis de interesse, uma vez que a
aproximacdo do multiplicador pelo método MMHE-C se mostra mais preciso que pelo método
MMHE-D diferentemente do observado para os campos de velocidade e pressao.

I L [T T T[T T T[T T 1] | L L L L

3 —— MMHE-C ~ E —— MMHE-C ~ 0F —— MMHE-C _
g —o— MMHE-D | g —o— MMHE-D : —o— MMHE-D
F —e— Interp ] F —e— Interp ] F —e— Interp ]
-1 7 2 i -1 -
ER . N
I 2k 4 1 3k 4 1 2F =
=] E 1 = B 1= - 1
R 18 18 ]
3 = -4 = -3 =
g ] g 3 ] g 25|\ ]
; I NG N
-4 = ] -5 - 4 —

l L1 l L1 l L1 l L1 l L1 l L1 l L1 l L1 l L1 l L1 l L1 l L1 l L1 l L1 l L1

1 12 14 16 18 1 12 14 16 1.8 1 12 14 16 18
—log(h) —log(h) —log(h)
(@) up (b) pn ©) An

Figura 1: Convergéncia / para as aproximacoes uy, p, € A\, pelos métodos MMHE-D, MMHE-C e a in-
terpolante (interp) em um meio homogéneo com niimero de onda k = 10 na norma L?()) para elementos
quadrilaterais Q2Qs — po.
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0%HVH\HHWHHHHWHH\HH‘HHHHW 2W\WHH\HHV\H\HHV\HHHWHHHH\{ 05%HVHHH\WHHHHWHH\HH‘H\HHH{
F —— MMHE-C 1 “r —— MMHE-C 1 Ur —— MMHE-C 1
E —o— MMHE-D H —o— MMHE-D 4 E —o— MMHE-D 1
0 5é —e— Interp E r —e— Interp ] li —e— Interp .
; =77 B |
C b L 1 < F ]
= E a 1 1 -15F 3
: ] g 1= F ]
g E 3 ER ]
; i 3N L ;
g i ; i 5
= E r ] 251 E
L HMHH\\HXHHH\Hl\HHHH“HHHHX ] L Hl\”\”\HMHHH\\h\\\\””l\””\\” ] L HMHHHHXHHH\Hl\\””\HMHHHHX ]
1.5 16 1.7 1.8 19 1.5 16 1.7 18 1.9 1.5 16 1.7 1.8 19
—log(h) —log(h) —log(h)
(@) up, (®) pn (©) An

Figura 2: Convergéncia h para as aproximacées uy, p, e \; pelos métodos MMHE-D, MMHE-C e a in-
terpolante (interp) em um meio homogéneo com niimero de onda & = 30 na norma L?({)) para elementos
quadrilaterais Q2Qy — po.

| AARAARA AARRRRRRN ERRARRRRRN AARRRRRRRN | AARAARARNLAAARARRRN ERRARRRRRN LARRRRRRLN | ARRAARARS AARRRRRRN ERRARRRLRN ARRRRRRRRN
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| 061 11 I 1 4oL ]
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—log(h) —log(h) —log(h)
(@) up (®) pn ©) An

Figura 3: Convergéncia i para as aproximacées uy, p, e A, pelos métodos MMHE-D, MMHE-C e a in-
terpolante (interp) em um meio homogéneo com niimero de onda k = 50 na norma L?(()) para elementos
quadrilaterais Q-Qs — po.
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6.2 Meio Heterogéno

No mesmo dominio da se¢do anterior, aqui, resolvemos a equacdo de Helmholtz com des-
continuidade gerada por diferentes nimeros de onda. Consideramos &k = k; para x < 0O e
k = ko para x > 0. Neste caso, devemos observar que quando a onda incide com um angulo 6,
em um meio k; e encontra um meio &y temos os efeitos de refracdo e difragao dessa onda que
ocorrem na interface entre os meios (ver Figura 4).

onda refletida y A

onda refratada
>

0
o7 T
kyk,

—
-

onda incidente

Figura 4: Esquema dos efeitos de refracao e difracao da onda em um meio heterogéneo.

Desta forma, impondo condigdes de contorno de Dirichlet e tomando f(z,y) = 0, deriva-
mos a seguinte solu¢do exata para este problema

paraz < 0: p(z,y) = exp|—iky(z cos 61+ysin 0;)]+ R exp[—ik; (—x cos 014y sin 0y)]; (37)

paraz > 0: p(z,y) =T exp[—iks(z cos by + ysinby)]; (38)

com
R = (kycosf; — kg cosOy)/ (k1 cos by + kycosby),
T = 2k; cos 01/ (ky cos 01 + ks cos 0s),

k‘Q sin 02 = ]{31 sin 61.

A Figura 5 apresenta a parte real da solugdo exata do campo de pressao Eq. (37)-(38) em
um meio com valores de onda k; = 10 e ko = 50 e dngulo de incidéncia 6, = 7/6.

Os proximos estudos numéricos objetivam apresentar resultados para um meio heterogéneo
com os seguintes pares de ndmeros de onda k; = 10 e ko = 30 na Figura 6, k; = 10 e ky = 50
na Figura 7 e k; = 30 e ko = 50 na Figura 8, fixando em todos os casos #; = /6. Novamente,
a mesma sequéncia de malhas uniformes, usada no exemplo anterior, é adotada nos estudos de
convergéncia h desta se¢cdo com [ = m = n = 2, respeitando a relacdo Eq. (35) em todo o
dominio.

Os resultados para meios heterogéneos reforcam a superioridade do método que utiliza
multiplicadores descontinuos em relacao a formulagdo MMHE-C, como visto nos estudos rea-
lizados em meios homogéneos. As Figuras 6(a), 7(a) e 8(a) exibem o comportamento do campo
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Figura 5: Parte real da solucio exata do campo de pressao para k; = 10 e k; = 50.

de velocidade, onde podemos ver que o método MMHE-D converge com taxa 6tima para todas
as combinagdes de valores de & e a formulagio MMHE-C se mostra menos precisa e converge
com taxa 6tima apenas para a simulagdo com nimero de onda k; = 30 e k2 = 50. Para o campo
de pressdo (Figs. 6(b), 7(b) e 8(b)) podemos observar que os métodos MMHE-C e MMHE-D
convergem com taxa 6tima, porém a formulagdo com multiplicador continuo é menos acurada.
Ja o multiplicador de Lagrange, Figs. 6(c), 7(c) e 8(c), segue o caminho inverso dos resultados
obtidos para os campos de velocidade e pressao, pois neste caso o método MMHE-C demonstra
ser mais preciso e convergir com taxa superior ao método MMHE-D.

L LARRR RN AR AR AR R RRN AR RRARRY AR RN RS AR AR AR ARARY L LARRA AR AR RN AR R R RRN AR RRRRAN

OF —— MMHE-C _ 2F —— MMHE-C 1 -l —— MMHE-C
—a— MMHE-D | : —o— MMHED 1 19F —o— MMHE-D
05F = B : g ]
E E 2.5 =
Rl SIS =
| E 1 | 3E g |
2 f 1= 1=
El ERET: ]
3 L NN\
o NN
= = 4 &
HMHHHH“\HHH\“HHHHMHHHHX HlHHHH\“HHHHMHHHHMHHHH HhHHHH“HHHH“\\HHH“HHHH
15 16 1.7 18 1.9 1.5 16 1.7 1.8 1.9 1.5 16 1.7 18 1.9
—log(h) —log(h) —log(h)
(a) up (b) pn ©) An

Figura 6: Convergéncia h para as aproximacées uy, p;, € \;, pelos métodos MMHE-D e MMHE-C em um
meio heterogéneo com nimeros de onda k; = 10 e k; = 30 na norma L?()) para elementos quadrilaterais

Q2Q2 — pa.
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Figura 7: Convergéncia / para as aproximacées uy, p;, € A, pelos métodos MMHE-D e MMHE-C em um
meio heterogéneo com niimeros de onda k; = 10 e k» = 50 na norma L?(() para elementos quadrilaterais

Q2Q2 — po.
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Figura 8: Convergéncia h para as aproximacées uy, p;, € \;, pelos métodos MMHE-D e MMHE-C em um
meio heterogéneo com nimeros de onda k; = 30 e k; = 50 na norma L?({)) para elementos quadrilaterais

Q2Q2 — po.
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6.3 Adaptatividade

A implementacdo da adaptatividade p em um algoritmo de aproximacdo por elementos
finitos hibridos € feita de forma natural. Como as varidveis de interesse definidas em um ele-
mento ndo exibem qualquer compromisso com os elementos adjacentes, estes problemas no
nivel do elemento ou locais sdo vistos como problemas descontinuos semelhante aos métodos
de Galerkin descontinuo (DG). Dessa forma, apenas o multiplicador de Lagrange deve rece-
ber um tratamento especial para administrar a difereca polinomial entre os elementos, uma vez
que a Unica restricdo dos métodos hibridos é que ) seja unicamente determinado nas arestas
dos elementos. Assim, nosso algoritmo impde que, sobre a interface entre dois elementos, o
elemento com o polindmio de maior grau prevaleca sobre o de menor grau devendo o multipli-
cador de Lagrange, nesta interface, ser aproximado pelo polindmio de maior ordem. O critério
utilizado para que haja uma distribui¢do automatica de graus polinomiais por elemento surge
da comparacdo entre uma tolerancia para o erro € com o resultado da diferencga entre o valor
da aproximagdo do multiplicador )\, na aresta e a pressdo aproximada nos nds do elemento
referentes a esta aresta, ou seja

\// (ph — )\h)2 < g, YOK ¢ 77L (39)
oK

Para cada elemento, enquanto ndo for alcangada esta tolerancia em todas as arestas de K € T, o
método eleva ao mesmo tempo o grau [, m e n em 1 unidade, caso contrario, o grau permanece
0 mesmo. Assim, aproveitamos a natureza oscilatoria do problema de Helmholtz para detectar
as regides que necessitam de um maior refinamento obtido pelo aumento do grau do polindmio,
uma vez que a ordem polinomial exigida € maior em meios com elevado valor de k£ ou com
descontinuidades deste parametro.

Voltando ao problema no meio heterogéneo, desejamos obter uma mesma precisdo em
todo o dominio, ou ainda, uma melhor precisdo da aproximac¢do em certa regido do dominio
onde se desenvolve o problema. Assim, apresentamos resultados que aplicam a metodologia
p-adaptativa ao problema de Helmholtz com condi¢bes de contorno de Dirichlet, estudado na
Secdo 6.2. Para este experimento consideramos a tolerancia e = 10~ fixa para todos os elemen-
tos de uma malha 10 x 10 com ndmero de onda k1 = 10 e ko = 50 com angulo de incidéncia
01 = m/6. Vale ressaltar que para a malha escolhida a regido do dominio caracterizada pelo
nimero de onda k; = 50 ndo satisfaz a relag@o (35) dando origem a fortes efeitos de polui¢do
numérica como mostra a Figura 9 para a aproximacao p;, pelos métodos MMHE-C e MMHE-D.
Ja a Figura 5 mostra o resultado esperado, neste caso, para o campo de pressao.

Neste contexto, utilizamos o algoritmo p-adaptativo para contornar os efeitos de polui¢ao
numérica inerentes deste problema. Os resultados podem ser vistos nas Figuras 10 e 11 que
apresentam os trés tltimos passos da busca iterativa para atingir a tolerancia € em cada elemento
da malha para a aproximacao do campo de pressdo pelos métodos MMHE-C e MMHE-D, res-
pectivamente. Em ambos os casos fica claro que a regido com nimero de onda igual a 50 exige
maior ordem polinomial para aproximar com mesma precisdo que a regido com menor k, cOmo
pode ser visto nos mapas polinomiais Figuras 10(b), 10(d) e 10(f) para 0 método MMHE-C e
Figuras 11(b), 11(d) e 11(f) para o método MMHE-D. Outra importante observacao a ser feita
€ a respeito da distribuicao polinomial, que no método que emprega multiplicadores continuos
a ordem polinomial exigida para atingir o valor estipulado para € em k2 = 50 se propaga para
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(a) Método MMHE-C (b) Método MMHE-D

Figura 9: Demonstracio da poluicio numérica da aproximacao p; pelos métodos MMHE-C e MMHE-D
em um meio heterogéneo com k; = 10 e k2 = 50 em uma malha de 10 x 10 elementos Q;Q5 — po.

a regido de baixo k, Figura 10(f). Por outro lado, o método MMHE-D apresenta uma divisao
polinomial com propor¢des que condizem com k; e ko, Figura 11(f). Finalmente, alcangada a
tolerancia €, vemos nas Figuras 10(e) e 11(e) que a metodologia p-adaptativa cumpriu seu papel
de corrigir automaticamente a instabilidade gerada pela poluicao numérica tanto para o método
MMHE-C quanto para o0 método MMHE-D.

7 CONCLUSAO

Neste trabalho, apresentamos uma formulagdo mista hibrida estabilizada para o problema
de Helmholtz. A continuidade do método proposto é imposta via multiplicador de Lagrange
identificado como o trago do campo de pressdo nas arestas dos elementos conduzindo a um
conjunto de problemas locais definidos no nivel do elemento e um problema global em fungao
apenas do multiplicador. Dessa forma, o problema global, envolvendo apenas os graus de li-
berdade do multiplicador é resolvido conduzindo a solucdo aproximada do multiplicador, que
€ ligado aos problemas locais para recuperar as aproximagdes descontinuas das varidveis. Esta
metodologia permite tratar naturalmente descontinuidades e adaptatividades do tipo ~ e p como
os métodos de Galerkin descontinuo. Todavia, 0 método MMHE ¢ facilmente implementado
usando a mesma estrutura de dados empregada nos métodos de elementos finitos de Galerkin
continuo.

Os resultados numéricos mostraram que tanto para meios homogéneos quanto heterogéneos
o método MMHE com multiplicadores descontinuos sdo mais precisos e apresentam melhores
taxas de convergéncia do que quando optamos por multiplicadores continuos. Essa discrepancia
entre os métodos fica mais evidente quando aumentamos o valor referente ao nimero de onda
k. Por outro lado, se o objetivo for reduzir o custo computacional o método MMHE-C surge
como uma Otima alternativa. Além disso, resultados utilizando a metodologia p-adaptativa
comprovam a eficiéncia dos métodos propostos para tratar meios heterogéneos com elevado
valor do parametro k, que apresentam efeitos de poluicdo numérica, através da distribuicao
automadtica de graus polinomiais por elemento da malha realizada iterativamente que possibilita
uma correta descri¢ao do fendmeno estudado.
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(e) Aproximacio p;, método MMHE-C: iteracdo 6

Figura 10: Aproximacao do campo de pressao pelo método MMHE-C em um meio heterogéneo com k; = 10
e ko = 50 utilizando adaptatividade p iterativamente para atingir a tolerancia ¢
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CILAMCE 2015

Proceedings of the XXXVI Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Ney Augusto Dumont (Editor), ABMEC, Rio de Janeiro, RJ, Brazil, November 22-25, 2015

10~* (esquerda) e o



Iury Igreja, Leonardo F. Mello, Abimael F. D. Loula

elementos em y

i H i H 1
0 2 4 6 8 10
elementos em x

(a) Aproximacdo p;, método MMHE-D: iteracdo 4 (b) Mapa polinomial: iteragdo 4

elementos em y

i L i i L
0 2 4 6 8 10
elementos em x

(c) Aproximagdo p; método MMHE-D: iteracdo 5 (d) Mapa polinomial: iteragc@o 5

@

@

elementos em y

0 4 4 6 8 10
elementos em x

(e) Aproximagao p, método MMHE-D: iteragcdo 6 (f) Mapa polinomial: iteragdo 6

Figura 11: Aproximacao do campo de pressao pelo método MMHE-D em um meio heterogéneo com k; = 10
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respectivo mapa de cores que explicita a distribuicao polinomial em cada elemento da malha (direita).
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