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Resumo.Variagdes bruscas nas propriedades das rochasvaeéts razdes de aniso-
tropia, entre outros aspectos, tornam a modelagemmellacédo de escoamentos em reserva-
térios de petréleo uma tarefa complexa. Formulagdiassicas do Método dos Volumes Fini-
tos (MVF) com calculo do fluxo através de dois ps{iTPFA — Two Point Flux Approxima-
tion), ndo sdo capazes de lidar com tais condi¢c@diernativamente, nas formulacdes do
MVF, usualmente chamadas de Multi-Point Flux Appration (MPFA), o fluxo de Darcy é
aproximado por multiplos pontos de modo que possteemos de difusdo cruzada, proveni-
entes do ndo alinhamento entre as dire¢Oes pringiga tensor de permeabilidade e a orien-
tacdo da malha, sejam representados adequadamipt@resente trabalho duas variantes
de esquemas MPFA sao aplicados a problemas de msrda monofasico em dominios axis-
simétricos. A variante mais popular (MPFA-O) e ufoemulacdo mais robusta para lidar
com elevadas razdes de anisotropia (MPFA-Full RiessSupport), sdo modificadas para
aplicacdes em escoamentos proximos de pocos, andedes relevantes de pressao e velo-
cidade ocorrem predominantemente nas dire¢des radéxial. Para verificar o eficacia da
adaptacdo proposta para os esquemas MPFA, problatdasicos de difusdo axissimétrica
séo resolvidos.

Palavras-chave: Escoamento axissimétrico, Reservatorio de Petrdletumes Finitos.
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1 INTRODUCAO

Um dos problemas de interesse da engenhariasdevatorios consiste na determina-
céo dos parametros estabelecidos no fluxo de Bunds proximidades dos pogos. Em casos
especificos, como por exemplo em reservatérios andeterogeneidade € dada em camadas
horizontais, o fluxo em pocos verticais pode sersmerado axissimétrico. Esse tipo de con-
sideracdo possui algumas vantagens em relacaodedagens bi e tridimensionais. Em rela-
¢cdo a modelagem bidimensional a abordagem axigsiaétva em consideracao que o fluxo
€ dado radialmente em termos de um eixo constito@@oco, representando de maneira
mais realista a fisica do problema. Em relagcéo adefo tridimensional a consideracao axis-
simétrica permite que o problema seja modeladelamopf,z), deixando o problema mais
eficiente tanto em termos de modelagem como enpteda processamento de dados.

Desta maneira, foram escolhidas formulacbes dd- Mara a discretizacdo da equa-
cdo de pressdes considerando-se 0 modelo axissiopétssa equacao rege o escoamento
monofasico em meios porosos e € obtida a partiegaacédo que representam a Lei da Con-
servagdo de Massa e a Lei de Darcy. Essa equagéia équacéo diferencial parcial de cara-
ter eliptico e possui um coeficiente de difuséo, que geral, pode variar em cada ponto do
dominio, caracterizando assim um problema heteemy§@ARVALHO, 2005). No contexto
desse trabalho esse coeficiente é dado por umrtdasardem dois e ndo ha restricdo quanto
as suas componentes onde este pode ser cheio ganaliarepresentando a anisotropia do
meio.

As formulagfes utilizam os esquemas numéricos ammximacdo do fluxo por mul-
tiplos pontos, também chamadasMaelti-Point Flux Approximation(MPFA), propostas de
maneira independente por (AAVATSMAREKt al, 1998), (CRUMPTONet al, 1995) e
(EDWARDS & ROGERS, 1998). Essas diminuem os efatosrientacdo de malha e melho-
ram a acuracia das solucdo quando comparadas @praness com aproximacdes por dois
pontos ouTwo Point Flux Approximation (TPFAj)sados em simuladores comerciais (SOU-
ZA et al, 2013). Desta forma duas variantes das formulagB&sA foram adaptadas para o
contexto axissimétrico, sendo essas a formulacépddMPFA-O (AAVATSMARK et al,
1998) e a formulagad-ull Pressure Supor{MPFA-FPS), proposta por (EDWARDS &
ZHENG, 2008).

2 EQUACOES GOVERNANTES

A equacédo que rege o escoamento monofasico oudmdagressdo, como € chamada, é
uma equacao eliptica obtida através da combinagheidle Darcye Conservacdo de Massa

OF=QemQ (1)

onde Q é o dominio computaciona, € a velocidade de escoamento do fluidQ é o termo

de fonte ou sumidouro, assumindo as seguintesdspst fluido incompressivel; meio inde-
formével, viscosidade e densidade unitéria, aléwatidar todas as consideracdes que permi-
tem adotar a Lei de Darcy (SILVA, 2004).

A Eg. (1) pode ser escrita em coordenadas ciliaghmara uma representacdo mais ade-
quada do problema investigado. Dessa forma, obtéilYdRA et al, 2005):

CILAMCE 2015
Proceedings of the XXXVI Iberian Latin-American @ass on Computational Methods in Engineering
Ney Augusto Dumont (Editor), ABMEC, Rio de Jand®d, Brazil, November 22-25, 2015



F. Author, S. Author, T. Author (double-click tatedithor field)

~ o(rv
Am=1 MjL%H% =QemQ )
r or 08 oz
ondev., v, e v, sdo as componentes radial, angular e axial, regge®nte, do vetor velo-

cidade. O parametro representa o raio, definido em qualquer ponto awidio de revolu-
céo, em relacdo a seu eixo de simetria. Dada aiavesia dos problemas abordados no pre-
sente trabalho, a variacdo de qualquer parametré@ @mrrelevante e, portanto, desconside-
rada. Para escoamento em meios porosos, sobativieioteses simplificadoras (CARVA-
LHO, 2005), o campo de velocidade é definido, dedw com a lei de Darcy, da seguinte
forma:

—

v=-K0Op 3)

Na Eqg. (3)K é o tensor simétrico de permeabilidades com coemgesk,, , k, =k, e
k,,. A permeabilidade da rocha pode ser representadanp tensor identidade multiplicado
por um escalar (meio isotrépico), um tensor diagokaz0, k,,#0 e k, =0) (meio orto-
trépico) ou completoK, 0, k,,#Z0 e k, #0) (meio anisotropico), que deve satisfazer a
condicéo de elipsidade, i.&, k, > kX (CRUMPTONet al, 2005). Ainda na Eq. (3), o pa-

rametro Op representa o gradiente de press&o, que em codateiindricas, para o pro-
blema axissimétrico, é definido como (REDDY, 2008):

(3]
D
©

Op="ta+
r

g (4)

()]

74

ondeé& e & s&o os vetores unitarios e correspondem, respattivte, as dire¢Oee z.

O problema representado pela Eq. (1) esta sujsitmadicdes de contorno que podem
ser estabelecidas como:

a) Condigdo de Contorno de Dirichlet: presséo presaubre o contornd , i.e.:
P=0y, €em Mo
b) Condi¢do de Contorno de Neumman: fluxo prescritores@ contornol  i.e.:
viiry, =9y, em [
onde g, e g, sao funcdes conhecidas, atribuidas as frontegaBidchlet ', e de Neu-
mannT  , respectivamentdi é o vetor unitario, normal a fronteira de Neum&nn

3 FORMULACAO NUMERICA DO METODO DOS VOLUMES FINI-
TOS DO TIPO MPFA PARA PROBLEMAS AXISSIMETRICOS

Integrando a equacao (2), obviamente j& sem caasiddermo ermd, no dominio com-
putacional axissimétric® , temos:
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j[?a—r(rvr)+%(vz)}dQ:£QdQ (5)

Discretizando o dominio computacior@l em . volumes de controle que n&do se so-

brepbem (ver Fig. 2a) a integral da Eq. (5) podeeescrita através do somatério das inte-
grais definidas em cada volume de controle, obteado

My 1 a a My
X[ gtnen, =3 ] oo, ®

onde Q, corresponde ao volume de cada volume de contxidsimétrico que constitui o
dominio discretizado.

Tomando a Eq. (6), definida apenas para um volueneodtrole genérico, cujo volume
infinitesimal é definido pordé&drdz (Fig. 1), obtemos:

j Fi(rvr ) +%(vz)} rdrd6dz = j Qrdrdédz (7)

A integracdo da Eq. (7) na direc&e a axissimetria do dominio levam a uma aborda-
gem bidimensionalr(;z) do problema. Assim, a referida equagao podeesscrita como:

2an [%a%(rvrﬁ%(vz)}rdQA:an rQdQ , (8)

Qa

E importante notar qudQ , representa a area da superfigidz (ver Fig. 1).

dQ/

Figura 1. Volume de controle axissimeétrico.

Apéds algumas simplificagbes e manipulagfes algabr{SILVA, 2004), a Eq. (8) pode
ser escrita como:
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J[i(rvr)+ai(rvz)}dQA= [ rQda, 9)

a, or Z 3,
Utilizando o Teorema da Divergéncia no lado esquealEq. (9), temos:

[ (v)@r, = [ rQda, (10)

Fa Qp

onden € o vetor unitario, orientado para fora do voludeecontrole no plano,z. A frontei-
ra do volume de controle genéri€b, € representada por, .

Eixo de
simetria

Z %

/‘ e
Regido de N
interacdo ®

Dominio discreto

a) b)

Figura 2. Dominio axissimétrico na forma discretaa) Indicagdo do volume de controleQ, ; b) Fragmento
da malha com regido de interacao associada ao veésil.

A equacao de pressao na forma discretizada éjmpobtida a partir da Eq. (10) com a
aplicacdo do Teorema do Valor Médio nas integraisuperficie e de volume. Dessa forma,

tomando como referéncia o volume de controle geodri, com superficies de controlé ,
destacado na malha ilustrada na Fig. 2a, temos:

Z MoV ENIJ = &QQﬁ (11)

onder,, V, e N, s&o, respectivamente, o raio do eixo de simetgaKig. 2a) até o ponto
médio da superficie de controle genéridg a velocidade de Darcy, definida nessa superficie
de controle, tal como na Eq. (3), e 0 vetor normgh magnitude corresponde a area dessa
face (comprimento da aresta, uma vez que tudoivadido por 277, ver eq. (8)). No lado
direito da Eq. (11)r. representa o raio medido do eixo de simetria a@ntroide do volume
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de controleL, tal como ilustrado na Fig. 2a. Os paramef@pse Q. sao, respectivamente, o
termo de fonte e o volume (area, uma vez que toiddividido por 277, ver eq. (8)) associa-

dos ao volume de controle (ver Fig. 2a).

Ha na literatura diferentes formas de aproximama (E1). No presente trabalho dois,
dentre os mais tradicionais, métodos com aproximdodluxo por multiplos pontos (MPFA)
sdo empregados na aproximagdo da equacao de prAssén, a solu¢cdo numérica obtida
para problemas axissimétricos se torna mais ropesgeecialmente para problemas com ma-
Ihas distorcidas e tensores de permeabilidadesletospEssas caracteristicas levam a solu-
cOes inconsistentes quando aproximacdes com difesete dois pontos dwo-Point Flux
Approximation(TPFA) sdo empregadas na discretizagdo da refeqdacéo. A adaptacéo
para o contexto axissimétrico dos métodos MPFA ddmto's caracteriza a contribuicdo do
presente trabalho. E relevante destacar que &dgarentre a Eq. (11) e a equacéo discretiza-
da em uma base cartesiana (EDWARDS e ZHENG, 200823 et al, 2013) esta na exis-

téncia dos parametray e r.. Vale ressaltar que para raiostendendo ao infinito, o campo
de solucdo obtido com coordenadas cilindricas texmdeampo obtido com base cartesiana

(SILVA, 2004; LYRA et al, 2005). Na préxima secdo as duas variantes deAM&EB sucin-
tamente descritas.

3.1 Formulacao MPFA-O

Na presente secéo, a forma mais tradicional, destfermulacdes do tipo MPFA encon-
tradas na literatura (AAVATMARKet al, 1998; EDWARDS e ZHENG, 2008), € sucinta-
mente descrita para problemas axissimétricos. Tdmandominio discretizado da Fig. 2a
como referéncia, temos que para satisfazer a By §vazdoJ, [N,, deve ser calculada em
cada superficie de contrdl&dos volumes de controle poligonais que compdenalharilus-
trada. De modo a produzir solu¢gdes numéricas denses, mesmo para tensores de permea-
bilidade arbitrarios e malhas distorcidas, os es@senuméricos do tipo MPFA empregam
multiplos pontos na aproximagdo da vazdo em caparfcie |J. Dessa forma, seguindo a
proposta de AAVATSMARKet al. (1998) e EDWARDS e ROGERS (1998), regibes de inte
racdo (RI) sdo definidas para cada vértice da n@ha uma malha dual (ver Fig. 3a). Em
cada RI, vazdes séo calculadas nas meias aregtaa contribuicdo dos volumes de controle
a sua esquerdd_(, por exemplo) e a sua direit& ( por exemplo). No caso do fragmento de
malha ilustrado na Fig. 3, a vazao na arektacomposta pelas vazdes nas meias arédtas

(pertencente a RI associada ao vétjee JE (pertencente a Rl associada ao vérd)ce
Para entender como essas vazdes sao calculadasmadsnmovamente a Rl associada ao

vérticel na Fig. 2b, para a qual temos as meias ardstasZl , El e Ol . A vaz&o para a
meia arestéE| , por exemplo, é dada da seguinte forma:

r*|\7E| ENEI =Ty K [ip E7 ENEl (12)

LEZ
onder,, é o raio medido do eixo de simetria até o pontdimda meia arest&l .

Devemos observar que dados associados ao voluroenttele L, a esquerda da meia
arestaEl , sdo utilizados na Eqg. (12). O tensor de permieiabié K - representa a proprieda-
de da rocha associada ao referido volume de centgole, inclusive, pode ser diferente da
propriedade associada ao volume de conﬂ%l@neios heterogéneos). O gradiente de presséao
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ﬁpiEZ € obtido a partir de uma aproximacéo linear dagée, estabelecida na sub-regido de

intera(;éoAI:EZ, conforme ilustrado na Fig. 3b (tridngulos pintmém vermelho). Apds ma-
nipulacbes algébricas, o referido gradiente podeeserito da seguinte forma (AAVATS-
MARK et al, 1998):

P o — (PR + ARG+ R (13)

LEZ

ondeQ__, representa a area do triangulbEZ e os vetoreN,,, N,; e N, s&o as normais
as arestas desse triangulo, com magnitudes igoaisanprimentos das arestas, sempre ori-
entadas para fora. E importante ressaltar quedegte de pressao, escrito para as coordena-

dasr e z pode ser discretizado tal como feito no sistemaatedenadas, y. Como se vé
em REDDY (2008), quando se utiliza coordenadadiilias, apenas a componente do gradi-
ente na dire¢cdd tem um parametro diferent#/{ ) do encontrado em gradientes escritos na
base cartesiana, porém no caso axissimétrico @sghd € eliminada integrando-se de 0 a
271, como jA mencioando. Obviamente, as varidveispedgentes sdo diferentes em cada
uma dessas bases. Maiores detalhes sobre a obtimgfiadiente de pressdo na forma apre-
sentada na Eq. (13) podem ser encontrados em S@UZIA(2013).

Regido de
Interacédo

Area de suporte
da funcdo linear

a) b)

Figura 3 a) Regides de interacdo. b) Area de supertia funcéo de forma que aproxima os gradientes.

Utilizando um raciocinio analogo ao desenvolvidoapa meia arest&! , as vazdes nas

meias arestafl , ZI e Ol também s&o escritas com a contribuicio dos réspsatolumes
de controle a esquerda. Essas quatro equacdes mettepscritas na forma matricial, como
apresentado na Eq. (14). Esse sistema algébria teferente a Rl associada ao vérticé

dependente das pressfes nos pontos de colocadiadms com “chapéu(I:, R,W, M), e
pontos auxiliares, indicados com bar E, O, F).
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e aEl ENEI A, 0 0 0 pﬁ b.,l 0 0 h_,4 Pe
5V EN@ _ 0 &, O 0 || pg + b,, b,, 0 0]]ps (14)
eV ONg 0 0 a&a; 0]in 0 by, b; O0]|pe
r,V,, N, 0 0 0 a,l|lp, 0 0 b, b,llp,

Analogamente, para os volumes de controle a dideisameias arestas que concorrem pa-
ra o veérticel , temos um segundo sistema algébrico local:

NeVie ENIE 0 ¢, O 0 P; d, d, O 0 |{p:
r|6ﬁ|6 ENlé — 0 0 C2,3 0 pé + dz,z d2,3 0 p@ (15)
rufvnf ENuf 0 0 0 C3,4 pw 0 0 d3,3 d3,4 p,f
rlz\7|z ENlZ C4vl 0 0 0 pm d4,1 0 0 d4,4 pz

As matrizesA e B, na Eq. (14), bem comG e D, na Eq. (15), ttm como entradas co-
eficientes fisicos e geométricos, que podem seculeelos em uma etapa de pré-
processamento. As matrizés e C tém o numero de linhas equivalente ao nimero dasme
arestas pertencentes a Rl e o numero de colunalsaginimero de volumes de controle en-
volvidos pela RI. As matrizeB e D tém namero de linhas e colunas equivalentes a@rmim
de meias arestas pertencentes a RI, sendo, paPFa{®, sempre quadradas.

Impondo continuidade das vaz0es nas meias arestR$ avaliada, escrevemos as pres-
sOes nos pontos auxiliares como funcao das press8egontos de colocacdo. Dessa forma,
temos que:

{\7 EN} o —{VEN} (16)

onde{v EN}E e {\7 EN} o representem, respectivamente, o valor de vaz@seas ares-
sqg ir.

tas, definidos nas Eqs. (14) e (15).

Com a Eq. (16) obtemos um terceiro sistema algeéllécequacdes. Apos manipulacdes
algébricas para separar os termos associados atms e colocacdo dos termos associados
aos pontos auxiliares, temos:

G{p} =H{ P (17)

onde{p} e{p} sdo vetores cujos termos s&o, respectivamentareasdes nos pontos de
colocacao @;, p;, R, € P;,) € nos pontos auxiliareps, pe, Ps € p:). As matrizesH e G

podem ser obtidas facilmente separando os ternsagiados aos pontos de colocacdo dos
termos associados aos pontos auxiliares, comoitteanteriormente.

A solucdo desse sistema algébrico possibilita escras pressfes nos pontos auxiliares
como funcgéo das pressdes no centro de cada voleroentdrole, onde associamos as incogni-
tas de formulagdesell-centered AAVATSMARK et al, 1998). Invertendo a matri@ , po-
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demos escrever o sistema algébrico local apenas fumgdo das pressfes nos pontos de co-
locacdo, como:

{p} =G"H{ D} (18)

Substituindo a Eq. (18) nas Egs. (14) e (15), pasdeascrever, em uma forma compacta,
as vazdes com contribuicdo a esquerda e a dieitadh meia aresta, respectivamente, como:

{viN} _=a{B+BGH{} (19)

Esg

{viN} =c{B+pc*H{} (20)

Dir .

Podemos, entdo, agrupar todos os parametros dezrafisica e geométrica e reescrever
as Egs. (19) e (20), como:

(VN =T (B 21)
vy} =T, (B (22)
onde T, =A +BGH e T,, =C+DGH, pode ser interpretada como ufnaatrizes de

transmissibilidade” As Eq. (21) e (22), representam a contribuic&\axumes de controle
L, R, We M por meio das vazdes calculadas em suas meiaasadssR| associada ao vér-

ticel. Repetindo o procedimento anterior para todosobenves de controle da malha, pode-
mos escrever a matriz global do sistema, como:

A{ B}, ={d, (23)

onde{q} . representa o vetor de “carregamento” global dtersig, cujas componentes séao

originados de termos fonte/sumidouro, i.e., pogofgecao e producgéo, e condicbes de con-
torno e{ f)} . representa o campo de pressoes nos pontos dagétodos volumes de contro-

le (aqui assumidos nos centroides dos elementos).

3.2 Formulacdo MPFA-FPS

Essa formulacdo € semelhante a anterior, poréforglace um Suporte Completo para a
presséo, em cada regido de interacéo, de modoaguieaja zonas de extrapolacdo dessa vari-
avel.
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=

MPFA-FPS
MPFA-O

=
=

I
I

7

“olume de
controle
auxiliar £

a) b)
Figura 4. Areas das sub-regibes de interacéo: apéar (MPFA-O Axissimétrico); b) bilinear (MPFA-FPS
Axissimétrico).

Devemos observar que, o uso de uma funcéo dedatedo bilinear (quatro pontos)
requer um grau de liberdade a mais, em relacdookiapacao da pressédo adotada no MPFA-
O (trés pontos), como ilustrado na Fig. 4. Ness®,ca vérticel , comum aos volumes de
controle “envolvidos” pela regido de interacdo edsd, passa a ser uma incognita auxiliar nas
formulacdes MPFA-FPS. Um balanco em um volume dwrgle auxiliar define a equacéo
gue complementa o sistema algébrico local.

Seguindo o procedimento adotado na descricdo doAMPRlefinimos a vaza@ [N nas
meias arestas dentro de cada regido de interagéoias$a a um nd . A vazao calculada so-
bre o seguimentdl , recebe contribuicbes dos volumes de conttolé esquerda) ® (a
direita). Comparada ao MPFA-O, a principal difegedas formulagcdes enriquecidas consiste

na forma como definimos o gradierif® no interior das regides de interac&o.

O campo de pressdoe o vetor posicdal, que possui coordenadasez serdo escritos
em termos das coordenadas naturdisy). Esse mapeamento de coordenadas esta ilustrado
na Fig. 5.

p(&n)=(1-&)(1-n) n+&(2-n) p+(én) B+n(1-¢) B
(24)

d(£.7)=(1-¢)(1-n)d +&(1-n7) d,+(én) dy+n(1-¢) d,
Dada a dependéncia entre as coordenadgas ¢,77, podemos escrever as derivadas da
funcaop(¢,/7) como a seguir:

9 _0podr dpdz.  0p_0pdr, 9pdz

; (25)
0f or 9 0zo&'  an aran dzan
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T
z 4| m=1 3 Espaco
=0 mapeado
Espago fisico
A
¥

2=1 ¢=1

1 @ >

K F=p=10 2 d

Figura 5. Sub-regido de Interacao apresentada no eco fisico e mapeado.

ou alternativamente na forma matricial por:

o) [or oz)(ap o
o¢ = 0¢ 0¢|]or , ondeJ = ¢ o¢ (26)
o[ |or oz ap o oz
on on dn|loz on an

A matriz jacobianal define a transformacgéao entre os sistemas de auenids. Manipu-
lando algebricamente a Eq. (26), o gradiente pages fisico pode ser dado, para a sub-

regiao de intera(;énI:EIZ, por exemplo, da seguinte forma:
0P, ez = JoiezIP(€:77) (27)

Por fim, as coordenadd@se /7 séo escritas de acordo com 0 ponto de quadrataie ca-
da fluxo € calculado. Tomando, por exemplo, a raeéataEI a vazéor, V. [N, , ilustrada
na Fig. 6, calculado el =1 e n=(1-A), onde A é um parametro normalizado, que pode
variar continuamente ao longo da referida melatanl(é)% A< 1) (ver Fig. 6b).

A vazaorz Vg [N € entdo computada com a contribuicédo dos doisnesdude controle

que compartilham a meia aresta. Inicialmente, aribaicdo do volume de controle (a
esquerda) € considerada. A vazao na meia akdstaaproximada como:
Vg INg, =K Dp (28)

LEIZ

,
m

onde o gradiente de press@p... é calculado de acordo com a Eq. (27).

N=V4
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Vazdo Vg Mg

a) b)

Figura 6. Ponto de quadratura onde a continuidade @k fluxos é imposta para a meia aresta (i.e., on@
fluxo utilizado no calculo da vazéo é obtido): a) Bpresentacéo do fluxo/vazéo calculada no ponto deat

dratura da semi-aresta. b) Parametro/ .

Escrevendo a Eq. (28) para as outras meias adstagido de interacdo, o sistema algeé-
brico local com contribuicdo dos volumes de coetéksquerda das meias arestas é definido,
tal como no MPFA-O, como:

e 4E| ENEI A, 0 0 0 p£ b.,l 0 0 h_,4 b.l.,5 EE
rflaﬁl ENél — 0 %2 0 0 Py + b2,1 b2,2 0 0 b2,5 p? (29)
e Ve (N 0 0 a; 0]in 0 by, by, 0 byl "
L, N, | |0 0 0 a,llp,] |0 0 by b, b, ‘;Z
[

Analogamente, podemos obter a vazado com a corgéibudo volume de controlB (a
direita). Nesse caso, a sub-regido de interac@&bid@ah pelo poll'gonauliélﬁ. Sendo assim,
€ montado um sistema algébrico local para os vaduteecontrole a direita das meias arestas.
Impondo continuidade da vaz&o sobre as meias amdateegido de interacdo avaliada, € pos-
sivel separar a presséo nos pontos de colocggdop,, p; € p,;) das pressdes nos pontos
auxiliares (pz, P, Pz, P, € p,). Seguindo o mesmo principio utilizado para o MRBA
temos:

al,l Cl,2 O O p[
O a2,2 C2,3 0 pé —
0 0 aa,3 03,4 pw
¢, O 0 a, Py
(bi+d) by, 0 b, (n.+a)][Pe] GO
b, (botdy)  dag 0 (bygrdyf|™®
_ .
0 bs,z (b3,3+ d3,3) d3|4 ( b3,5+ d3,) P,
L d4,1 O b4,3 (b4,4+ d4,4) ( b4,5+ d4 9_ plz
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Conforme mencionado anteriormente, o grau de lgmcho veérticd ( p, ), caracteristi-

co dos esquemas FPS, requer uma equacédo a majsepautir que o sistema algébrico des-
crito na Eqg. (30) seja determinado. A equacao adididesse sistema é obtida a partir do ba-
lanco de massa no volume de controle auxiliar,axomé ilustrado na Fig. 7.

“azdo no
volurme de
controle
auxiliar

ke

Figura 7. Volume de controle auxiliar no esquema RFA-FPS: a) Fragmento de malha com regido de
Interacdo associada ao vértice I; b) Indicacdo ddhuxos através das superficies deste VC auxiliar.

Utilizando a equagéo (11) para o volume de contobaliar Q_,,, ilustrado nas Fig. 7,

podemos obter a equacéo necessaria a resolucé&iainasalgébrico local.
O fluxo na arestayh € definido substituindo devidamente as coordenpdesmétricas de

acordo com o ponto de quadratura desejado. Naaaagsliada, os parametrds e /7 sao
dados da seguinte forma:

&=1-r; n=1-1(1-y) (31)

As constanteg e y representam, respectivamente, o tamanho do valieneentrole au-
xiliar, (0]] como ilustrado na Fig. 8, e um ponto de quadaadefinido ao longo da aresta
onde a “vazao auxiliar” é calculada (aregta). A orientacdo dg/ (normalizada entre 0 e 1),
é ilustrada na Fig. 8b (seta branca). E facil ieaifque y =1 implica emsn =1 e a “vazéo
auxiliar” € calculado no pontg.

A orientacdo dey (normalizada entre 0 e 1) é ilustrada na Fig.seéa(branca). E facil
verificar quey =1 implica emn =1 e a “vazao auxiliar’ € calculado no porda Paray =0,
temosn =1-1, que equivale a um ponto de quadratura coincid=teo pontd.

O fluxo na aresta avaliada € dado por:

(Vg N = ~ToK Py, Ny (32)
Assim, a Eq. (30) pode ser reescrita de maneirgpaota como:

H FPS{ f)} =G FPS{ pau} 363
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onde os vetore{sﬁ)} e{ paux} contém, respectivamente, as pressées nos pontmdodacao e

nos pontos auxiliares, sendo, esses ultimos, o®ponediosp e o vérticep, da regido de
interacao.

Crientagdo de p

a) b)

Figura 8. Parametrizacdo do volume de controle aubar: a) Orientacdo do ponto de quadratura e defini
¢do do tamanho do volume de controle auxiliar ; biRepresentacédo do volume de controle auxiliar.

As pressdes nos pontos auxiliares séo escritas ttomao dos pontos de colocacgéao.
{Pand =G o B} 34)

As vazbes nas meias arestas de cada RI sédo esomntadependéncia apenas das pressoes
associadas aos pontos de colocacgao, tal como rfagoEqgs. (19) e (20) na descricao do
MPFA-O.

Novamente, podemos escrever o sistema globalasianiEq. (23), cuja solucao fornece o
campo de pressao nos pontos de colocacao dos VC.

4 RESULTADOS

Nessa secao serdo avaliados exemplos afim de ragatlasempenho das formulagfes
submetidas a problemas apresentados na literdtiéra. da analise qualitativa sera utilizado a
norma apresentada na Eq. (41) para a quantifickasierros.

M 5 Mme P

= {Z(p(”)— D) Q Qﬁ} (41)
i=1 i=1

onde p(7<) e p sao os valores da pressdo em cada ponto de catoEa@btidos por meio

das solucdes analitica e numérica, respectivaméntermo de ponderacd@. é o volume
do elemento discreto (i.e., 0 volume finito) axissirico avaliado
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As taxas de convergéncia nas aproximagdes numédoas campos deR, com
a = p( pressag, sdo calculadas, como:

_log[E;* (h)/E? (h)]
log(h,/h)

, a=p (42)

ondeh é o tamanho (uniforme) das subdivisées do dondmacada direcdo coordenadae(

2).

4.1 Escoamento monofasico nas proximidades de um pogm eeservato-
rio homogéneo e isotrépico

Esse exemplo, obtido de KREITH e BOHN (2001), cdaasi® avaliacdo da distribuicao
de pressbes em um reservatério de petrdleo isotr@homogéneo avaliado nas proximida-
des de um poco. A geometria do problema consisteiransolido de revolucdo gerado pela

rotacéo, em torno do eixe ={O,0;O,}T, de um quadrado com dimensdes unité[rmﬂﬂz. A
distancia entre o dominio e o eixo de simetrig20, 2. O reservatorio esta submetido a uma

pressao unitaria em=r,=0,2 e uma pressao nula enFR =1,2. Nas faces superiores e

inferiores séo estabelecidos condi¢des de fluxo.rAllFig. 9 apresenta as condi¢cdes de con-
torno e a geometria do problema.

O tensor de permeabilidades para o problema é piado

10
2 w

A solucgédo analitica do problema é dada pela Equé4ao

_ log(r /r,) B
p(r)=p, -{—Iog R/ ro)}( - R,) (44)

onder, e R representam, respectivamente, os raios corresptasdas faces mais proxima e

mais distante do eixo de simetria. A posicao raghalqualquer ponto do dominio é represen-
tada pelo parametro. As pressoeg, , p; € p, correspondem aos raios mencionados.

O presente problema foi avaliado com uma malha rqngdlar estruturada com 8x8,
16x16, 32x32 e 64x64 subdivisoes.

CILAMCE 2015
Proceedings of the XXXVI Iberian Latin-American @uass on Computational Methods in Engineering
Ney Augusto Dumont (Editor), ABMEC, Rio de JaneiRd, Brazil, November 22-25, 2015



Template for CILAMCE 2015 (double-click to edit ghitle field)

. r

FN=0
Figura 9. Geometria e condi¢des de contorno do prédma.

A Fig. 10 apresenta o perfil de pressdes ao lommgeixb radial, sendo parte a) relativa ao
MPFA-O Axissimétrico e a parte b) relativa ao MPFRS-Axissimétrico.

Pressure x radius Pressure x radius

E T T T T T T E T T T T T T
T numerical solution Q' numerical solution
12 analytical solution 19k analytical solution

a) b)
Figura 10. Perfil de pressdes ao longo do eixo a) MPFA-O Axissimétrico; b) MPFA-FPS-Axissimétrico.

A Fig. 11 apresenta a distribuicdo de pressdesanoirdo utilizando uma malha com
64x64 elementos e a formulagdo MPFA-O Axissimétrica
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DB: res 001.vtk

Cycle: 1

aaaaaaaa

Tue Aug 11 02:31:58 2015

Figurall. Elevacédo do campo de presséo obtida comatha com 64x64 subdivis6es utilizando MPFA-O.

Os resultados apresentados na Fig. 10 e Tabelasttamoexcelente concordancia entre
as formulacdes numéricas abordadas e a solucéitiGanaDs erros diminuem com o refina-
mento da malha e a taxa de convergéncia obtidaxénpat de 2, mesmo para malhas pouco
refinadas, tal como esperado.

Na Tabela 1, erros na norma, ke correspondentes taxas de convergéncia sacenfaes
dos para o campo de pressdo com os métodos MPFAABFA-FPS. Os valores sédo os
mesmos como esperado uma vez que temos malhadaetesmeio homogéneo e isotrdpico.

Tabela 1. Erros e taxas de convergéncias para o casnalisado.

Norma / taxa
Método | de conver- %] =8 %] =16 %] =32 % =64
géncia
EFEZ 7,28x10° 1,89x10° 4.78x10" | 1.19 x10*
MPFA-
O L
Ry 1,94 1.98 1,99
Egz 7,28x10° 1,89x10° 4.78x10" | 1.19 x10*
MPFA-
FPS
Ry 1,94 1.98 1,99

4.2 Escoamento monofasico nas proximidades o poco ene%ervatério”
isotrépico e homogéneo com termo fonte uniformemeatdistribuido

A geometria do problema consiste em um sélido #@eluedo gerado pela rotacdo, em
torno do eixo de simetria, ={O,0;O,}T com distanciar, =0, de um quadrado com dimen-

sﬁes[0;5]2. As condic6es de contorno sao definidas da segfmntna: fluxo nulo é imposto
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sobre a face esquerda (ersr,) do dominio. Isso representa a simetria do proalem rela-
¢cdo ao eixo de revolucdo. Na face direitas R=5, um valor nulo de pressao € atribuido.
Nas faces superior e inferior, fluxo nulo tambémtrébuido, representando superficies isola-
das (SILVA, 2004). Foi admitida uma fonte uniformesrte Q, distribuida no dominio. Trata-

se de mais um problema académico para verificagdorthulacdo axissimétrica. A Figura 12
apresenta as condi¢ces de contorno e a geometpibiema.

r=>510

FN=0
Figura 12. Geometria e condicdes de contorno do dotema.

O tensor de permeabilidades é dado, ao longo a@edohinio, por:
K=K, com k=2 (45)

Para esse problema foi utilizado uma malha esadé&uquadrilateral com 8x8, 16x16,
32x32 e 63x63 subdivisdes.

A Figura 13 mostra o perfil de pressdes ao longeigo radial para o problema utilizan-
do as formulacbes MPFA-O Axissimétrico (parte ayncmalha 8x8, e a formulacdo FPS-
Axissimétrica (parte b) para malha de densidadal igi82x32. A solu¢cédo analitica é dada em
vermelho e a numérica em azul. Novamente os remgdtaom ambas as formulacdes sao
idénticos uma vez que o meio é novamente homogérisotropico. A solugdo analitica é
dada pela expresséao:

_Q
|0(r)—4

% (R*-r?) (46)
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Pressure x radius
8 T T T T T Pressure x radius

O numerical solution 8 T T " ; : : .
. o
analytical solution G Eoag ”Uméf_\cal SD‘Ut.\Dn
= analytical solution
S e
o
4 5!
Q
o
.

a) b)
Figura 13. Perfil de press@es ao longo do eixo a) MPFA-O (malha 8x8); b) MPFA-FPS (malha 32x32).

Com os resultados obtidos julgamos que a formulagdmostrou capaz de reproduzir
problemas desse tipo, lidando bem com a presengaes com termos de fonte distribuida
no dominio.

4.3 Escoamento monofasico nas proximidades do poco eraservatorio
anisotropico e homogéneo com termo fonte uniformemee distribui-
do

Esse exemplo possui as mesmas caracteristicas geasiéo problema 4.2, com exce-
cdo do tensor de permeabilidades que € anisotrépiealo por:

10 1
K { 1 10} (35)

As formulac6es MPFA-O e FPS foram testadas pam s, utilizando uma malha es-
truturada quadrangular com 8x8, 16x16, 32x32 e &4xfhdivisdes. Nas Fig. 14 e 15 o cam-
po de pressao € ilustrado para malhas quadrangwane diferentes densidades de malha.

DB: Case_11001.vtk DB: Case_11001.vtk
Cycle: 1 Cycle: 1

uuuuu

user: victor user: victor
Sun Aug 16 16:55:43 2015 Sun Aug 16 16:58:25 2015

Figura 14. Distribuicdo de pressdes no dominio, forulagdo MPFA-O: a) Malha com 8x8 volumes de con-
trole; b) malha com 64x64 volumes de controle.
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DB: Case_11001.vtk
Cycle: 1

DB: Case_11001.vik
ycle: 1

uuuuuuu

pesucocolor

11111

user: victor user: victor
Sun Aug 16 16:50:42 2015 Sun Aug 16 16:52:32 2015

Figura 15. Distribuicdo de pressdes no dominio, forulacdo MPFA-FPS: a) Malha com 16x16 volumes de
controle; b) malha com 32x32 volumes de controle.

A Tabela 2 mostra os resultados em termos de @esséximas e minimas obtidas para
o exemplo. Observamos que as formulacdes MPFA demeesultados consistentes quando
submetida a problemas anisotropicos. No que seeréfsatisfacdo do Principio do Méaximo
Discreto, verificamos que o valor minimo admissivala presséao foi respeitado, i.e, valores
negativos de pressédo ndo foram observados paraimentias malhas adotadas. Embora o
valor maximo néo seja imposto, dado o termo desfdmimbém verificamos uma convergén-
cia, em ambos 0s métodos, para uma pressao magima.d

Tabela 2. Pressdes maximas e minimas dadas paraxemplo 4.3.

Valores
. Max. e _ _ _ _
Método Min. de %]—8 %—16 %]—32 %]—64
pressao
Prnax 7,4020 7,4731 7,4917 7,4972
MPFA-O
Prin 0,0569 0,0167 0,0048 0,0013
MPEA- Prmax 7,3949 7,4694 7,4902 7,4966
FP
> Prin 0,0585 0,0173 0,0050 0,0014

4.4 Escoamento monofasico nas proximidades o poco ensegvatorio iso-
tropico e heterogéneo com termo fonte uniformementdistribuido

Esse exemplo possui as mesmas caracteristicas geaséo exemplo 4.2, porém com
tensores de permeabilidades distintos consideraag@mdas horizontais. Essas camadas sdo
divididas pela reta e =0,5 e os tensores sdo dados de acordo com a Fig. 16.
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K:20 0]
0 20
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Figura 16. Tensores de permeabilidades nas regiéés dominio.

Na Fig. 17a o campo de pressao para a formulacd@AMP € ilustrado para uma malha
com 8x8 subdivisdes. Na Fig. 17b o mesmo resultabiigio com uma malha de 64x64 sub-
divisbes € apresentado. O campo de presséo tamizgmesentado na Fig. 18 para malhas
com 16x16 subdivisdes (Fig. 18a) e 32x32 subdigi$b&y. 18b).

DB: Case_11001.vtk DB: Case_11 001.vitk
Cycle: 1 ycle: 1 T
e H
vvvvv
pppppp o
i
[}
-
H -
L
-
788
i
E
.....
user: victor user: victor
Sun Aug 16 17:00:26 2015 Sun Aug 16 17:06:33 2015
a) b)

Figura 17. Distribuicdo de pressdes no dominio, forulagdo MPFA-O: a) Malha com 8x8 subdivisdes; b)
malha com 64x64 subdivis6es.
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DB: Case_11001.vtk DB: Case_11001.vtk
Cycle: 1 Cycle: 1
it Tt
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e | =
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vex 74 fremp:
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user: victor user: victor
Sun Aug 16 17:01:59 2015 Sun Aug 16 17:02:57 2015

a) b)

Figura 18. Distribuicdo de pressdes no dominio, forulagcdo MPFA-FPS: a) Malha com 16x16 subdivisdes;
b) malha com 32x32 subdivisdes.

A Tabela 3 apresenta valores maximos e minimosaets@o para as formulacoes MPFA-
FPS e MPFA-O. Assim como observamos no exemplaiante valor minimo, estabelecido
pela condicdo de contorno € honrado nas solucGegnuas obtidas para as varias densida-
des de malha.

Tabela 3. Pressdes maximas e minimas dadas paraxemplo 4.4.

Valores
, Max. e _ _ _ _
Método Min. de %]—8 %—16 %]—32 %]—64
pressao
Prmax 7.2912 7.3794 7.4455 7.4754
MPFA-O
Prin 0.2591 0.1176 0.0546 0.0257
; 7.2 7.4041 7.4 7.4
MPFEA- Prax 360 0 566 805
FPS
Pri n 0.2558 0.1179 0.0546 0.0256

5 CONCLUSOES

No presente trabalho as formulagcdes numeéricas dimddédos volumes finitos tipo
MPFA-O e MPFA-FPS foram adaptadas para resolvejuagéio de pressdo em problemas
axissimétricos. Esse tipo de abordagem é de extreleaancia para avaliar, por exemplo, a
distribuicdo de pressdo nas proximidades de pogoseservatérios de petroleo. Quando o
problema permite assumir axissimetria do modelopuoblema tridimensional pode ser re-
presentado computacionalmente com uma discretiZaicBimensional viabilizando uma si-
mulacdo muito mais econémica. As adequactes fedadormulacdes do tipo MPFA leva-
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ram a resultados coerentes com o esperado pamsgbgoblemas axissimétricbenchmark
simples encontrados na literatura. Nesses, a tex@avergéncia esperada para as formula-
cOes investigadas foi obtida, mesmo para baixasidkes de malha. As formulagdes tam-
bém foram habeis para lidar com problemas com tnojEa, em malhas que nao sao k-
ortogonal. Nesse caso, se obteve resultados cesrenn o esperado para o problema. Como
se sabe, formulagbes mais tradicionais tipo TPF&quentemente utilizada em simuladores
comerciais voltados para a industria do petroléo, é habil para lidar adequadamente com
esse tipo de problema.
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