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Resumo. Elementos estruturais com paredes finas e seções abertas são comumente 

encontrados nas estruturas metálicas e, cada vez com mais frequência, nas estruturas 

projetadas com novos materiais, sendo as seções I, L, C e T usuais na prática de engenharia. 

As vigas de paredes finas possuem, em geral, uma boa resistência à flexão, mas uma baixa 

rigidez a torção, condição suficiente para que instabilidades provoquem um acoplamento em 

flexão e torção. Muitas destas estruturas trabalham em regime não linear e uma formulação 

não linear, que leve em conta grandes deslocamentos e os acoplamentos inerentes, é 

necessária. Neste trabalho adota-se um modelo não linear para vigas de paredes finas 

e seção aberta, considerando grandes deslocamentos, os efeitos de encurtamento e 

acoplamentos em flexão e torção. Um estudo das frequências naturais, das cargas críticas 

e da relação frequência-carga axial é apresentado para perfis com diferentes condições de 

contorno. Com base nestes resultados, faz-se um estudo do comportamento dinâmico não 

linear de um perfil engastado e livre, destacando o efeito do acoplamento não linear na 

região de ressonância e sua influência na estabilidade dinâmica da estrutura. 
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1  INTRODUÇÃO 

Vigas de paredes finas e seções abertas são comumente encontradas na maioria dos ramos 
da engenharia estrutural, assim é importante garantir que o seu projeto seja confiável e seguro. 
Análises preliminares das estruturas de vigas com paredes finas também ajudam a aperfeiçoar 
o projeto e evitar futuros custos com reparos. É, portanto, essencial para engenheiros 
projetistas saber avaliar a estabilidade e as características dinâmicas destas estruturas com 
precisão, bem como a interação entre instabilidade e dinâmica. A maioria das estruturas com 
elementos estruturais de paredes finas têm seção aberta, resultando em uma baixa resistência à 
torção, e, em geral, com um ou nenhum eixo de simetria (Murray 1986; Mori e Munaiar Neto, 
2009, Allen e Bulson 1980). A análise é complexa devido ao acoplamento entre as tensões de 
flexão e torção e ao empenamento. 

Sabe-se que, quando as seções transversais das vigas têm dois eixos de simetria, o centro 
de cisalhamento e baricentro das seções transversais coincidem, e a flexão e torção são 
fenômenos independentes em uma análise linear. No entanto, para um grande número de 
vigas com seções de paredes finas encontradas na prática, o centroide e o centro de 
cisalhamento das seções transversais não são coincidentes. Quando as seções transversais têm 
um eixo de simetria, a vibração de flexão na direção do eixo de simetria é desacoplada, mas a 
vibração de flexão na direção perpendicular ao eixo de simetria é acoplada com o modo de 
vibração torcional, mesmo em uma análise linear. Esta característica tem estimulado 
pesquisas sobre o comportamento dinâmico de vigas com paredes finas. O acoplamento torna-
se ainda mais importante quando se consideram, em perfis com paredes finas, os efeitos da 
não linearidade geométrica. Entretanto, apesar da extensa literatura sobre perfis com paredes 
finas, pouco se conhece sobre o comportamento dinâmico não linear destas estruturas. 

As teorias sobre o acoplamento das vibrações de flexão com as de torção em vigas de 
paredes finas foram inicialmente desenvolvidas por Timoshenko e Young (1955), Gere e Lin 
(1958) e Vlasov (1961). Em particular a teoria de Vlasov tem desempenhado um papel 
importante na análise destas estruturas (Barsoum e Gallagher 1970; Wang e Kitipornchai 
1986; Laudiero e Zaccaria 1988; Trahair 1993). Neste modelo, o momento de torção aplicado 
é equilibrado pelos momentos devidos ao cisalhamento de St-Venant e empenamento. 
Entretanto, Gregory (1961), Gobarah e Tso (1971) e Black (1967), estudando o 
comportamento de perfis de seção aberta sujeitos a grandes deslocamentos, verificaram que as 
equações contêm termos não lineares que são negligenciados na formulação de Vlasov, e que 
levam ao chamado “efeito de encurtamento”. Moore (1986) prova que este efeito é importante 
e leva a uma melhor correlação entre resultados teóricos e experimentais. 

Para grandes ângulos de torção, vários modelos não lineares têm sido desenvolvidos, 
levando a sistemas de equações acopladas altamente não lineares (Gobarah e Tso 1971; Attard 
1986; Ronagh, Bradford e Attard 2000). Em especial, Mohri, Azrar e Potier-Ferry (2001) 
desenvolveram uma formulação não linear onde os campos de deslocamento são expressos 
sem qualquer hipótese simplificadora quanto à magnitude do ângulo de torção, estabelecendo 
equações de equilíbrio que levam em conta os efeitos de encurtamento e o acoplamento entre 
torção e flexão, permitindo prever o comportamento das estruturas carregadas em flexão e em 
torção, bem como, submetidas a grandes deslocamentos. Esta formulação foi usada pelos 
autores para estudar a estabilidade e vibrações lineares de várias estruturas de paredes finas 
(Mohri, Brouki e Roth 2003; Mohri, Azrar e Potier-Ferry 2004, Mohri, Bouzerira e Potier-
Ferry 2008, Mohri, Damil e Potier-Ferry 2010), assim como, por Mancilla, Gonçalves e 
Carvalho (2014, 2015) para estudar as vibrações não lineares de perfis simplesmente 
apoiados. Esta formulação é a base do presente trabalho. 
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Neste artigo, portanto, um modelo não linear para vigas de seção aberta e paredes finas, 
considerando grandes deslocamentos, os efeitos de encurtamento e acoplamentos em flexão e 
torção, é adotado. Um estudo das frequências naturais, das cargas críticas e da relação 
frequência-carga axial é apresentado para perfis com diferentes condições de contorno, a 
saber: simplesmente apoiado, engastado, engastado apoiado e bi engastado. Com base nestes 
resultados, faz-se um estudo detalhado do comportamento dinâmico não linear de um perfil 
engastado, destacando o efeito do acoplamento não linear na região de ressonância e sua 
influência na estabilidade dinâmica da estrutura. Para isto são usadas diversas ferramentas de 
dinâmica não linear, tais como diagramas de bifurcação, respostas no tempo, planos de fase e 
seções de Poincaré. Os resultados mostram que a consideração dos acoplamentos não lineares 
é essencial para se avaliar o nível de segurança destas estruturas.  

2  DESCRIÇÃO DO SISTEMA ESTRUTURAL 

Considera-se, pois, um perfil C de material linear isotrópico, comprimento L e massa por 
unidade de comprimento m. Um segmento indeformado da viga é mostrado na Fig. 1, 
juntamente com o sistema de referências adotado, as definições geométricas da seção 
transversal do perfil e as forças nele atuantes. Na Fig. 1, X, Y e Z definem o sistema retangular 
de coordenadas globais, localizado no centro de gravidade CG da seção transversal, onde Y e 
Z são os eixos principais de inércia e X o eixo longitudinal da viga. 

Como o perfil adotado possui apenas um eixo de simetria, o centro de cisalhamento SC 
não coincide com o centro de gravidade CG da seção transversal. Na Fig. 1b, as coordenadas 
do centro de cisalhamento SC, no sistema de referências adotado, são ysc e zsc. Em adição, na 
Fig. 1b, h é a altura do perfil, b a sua base, tf  a espessura da mesa, tw a espessura da alma e M 
é um ponto ao longo do contorno da seção transversal com coordenadas y, z e ζ, onde ζ é a 
coordenada setorial usada no modelo de Vlasov para torção não uniforme (Vlasov, 1961). O 
sistema é solicitado por uma força lateral uniformemente distribuída denominada Qy, com 
direção horizontal (eixo Y), atuando no centro de cisalhamento SC do perfil. 

  

 

a) Sistema de coordenadas b) Seção transversal c) Força atuante 

Figura 1. Perfil C – características geométricas e sistema de referência. 

3  EQUAÇÕES DE MOVIMENTO 

As equações de movimento, considerando os termos não lineares até a terceira ordem, são 
dadas por (Mancilla, 2014): 
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onde v e w são, respectivamente os deslocamentos transversais devidos à flexão nas direções 
Y e Z, θ é a rotação em torno do eixo x, N é o esforço normal devido a uma carga axial P, 
(.)’ = ( ) / X∂ ∂ , (.)(4) é a derivada de ordem quatro em função de X, E o módulo de Young, G o 

módulo de elasticidade transversal e J é a constante de torção de St-Venant, Iy e Iz são os 
momentos de inércia em torno dos eixos Y e Z, respectivamente, I0 o momento polar de 
inércia; It a constante de torção de maior ordem, sendo: 
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onde, IR é o momento de inércia de quarta ordem, A é a área da seção transversal, sendo: 
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As três componentes das cargas distribuídas aplicadas ao longo do elemento são 
denotados por qx, qy, qz e mx é a um momento torsor adicional resultante da excentricidade das 
cargas com relação ao centro de cisalhamento. Detalhes da formulação podem ser encontrados 
em Mohri, Azrar e Potier-Ferry (2004) e Mancilla (2014). Adicionalmente,  ξ é a taxa de 
amortecimento e ω0 é a menor frequência natural de vibração. 
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Por meio do método de Galerkin, as equações diferenciais parciais de movimento podem 
ser reduzidas a um sistema de equações diferencias ordinárias no domínio do tempo. As 
equações discretizadas de movimento são obtidas, para cada uma das condições de contorno, 
usando apenas o primeiro modo de flexão e de torção no método de Galerkin, a saber: 

( , ) ( ) ( )ov x t v t f x=  (50) 

( , ) ( ) ( )
o

w x t w t g x=  (11) 

( , ) ( ) ( )
o

x t t h xθ θ=  (12) 

onde vo(t), wo(t), e θo(t) são as amplitudes modais dependentes do tempo, associadas com os 

três graus de liberdade, f(x)=g(x) é o primeiro modo de vibração a flexão da viga e h(x) é o 

primeiro modo de torção, no presente trabalho considera-se ( ) ( / )h x sen x Lπ= . As expressões 

analíticas para as funções f(x) e g(x) são apresentadas por Blevins (1979) para todas as 

combinações de contorno clássicas de vigas esbeltas. A seguir são apresentadas as equações 

discretizadas para as condições de contorno consideradas na análise paramétrica. No caso da 

viga engastada e livre as funções f(x) e g(x) para a estrutura carregada devem ser alteradas 

para levar em conta o cortante não nulo na extremidade livre (Allen e Bulson, 1980). 

3.1 Equações de movimento para a viga simplesmente apoiada nas duas 
extremidades 
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3.2 Equações de movimento para a viga engastada e livre 
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3.3 Equações de movimento para a viga engastada e apoiada 
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3.4 Equações de movimento para a viga bi-engastada 
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4  RESULTADOS NUMÉRICOS 

Os resultados numéricos, considerando as diferentes condições de contorno, 
correspondem a uma viga com módulo de Young E = 210,00 GPa, coeficiente de Poisson 
ν  = 0,30 e densidade ρ  = 7800,00 kgf/m3. Como propriedades geométricas têm-se 
comprimento L = 400 cm, base b = 10,00 cm, altura h = 20,00 cm, espessura da mesa 
tf  = 0,50 cm, espessura da alma tw = 0,50 cm, coordenadas do centro de cisalhamento 
ysc = -6,0818 cm e zsc = 0,00 cm, área da seção transversal A = 19,50 cm², momentos de 
inércia Iy = 1236,60 cm4, Iz = 193,45 cm4 e IR = 350530,00 cm6 e constante de torção de 
St-Venant J = 1,67 cm4. No Item 4.1, as frequências naturais e cargas críticas da viga são 
estudadas. No Item 4.2, para a condição engastada e livre, uma carga harmônica com direção 
Y é aplicada no centro de cisalhamento SC do perfil e as vibrações não lineares são estudadas. 
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4.1 Análise linear: frequências naturais e cargas críticas 

Para a determinação das frequências naturais de vibração da estrutura, bem como, das 
cargas críticas de flambagem, uma linearização das Equações (13) a (24) é necessária. Deste 
processo, omitido neste trabalho, é possível verificar, justamente, que os acoplamentos estão 
associados com os parâmetros geométricos ysc e zsc, isto é, são impostos pela geometria da 
seção transversal (monosimétricas ou assimétricas), pois o centro de cisalhamento não 
coincide com o centro de gravidade da seção (Fig. 1). 

Resolvendo o problema de autovalor, obtido a partir do sistema de equações linearizado, 
calculam-se as três menores frequências naturais e os respectivos modos de vibração, a saber: 
Tab. 1, para a viga simplesmente apoiada nas extremidades, Tab. 2, para a viga engastada e 
livre, Tab. 3, para a viga engastada e apoiada e Tab. 4, para a viga engastada nas 
extremidades. 

Tabela 1.  Frequências e modos de vibração para a viga simplesmente apoiada 

Modo ω0 (rad/s) 
Direção v              
(eixo Y ) 

Direção w              
(eixo Z ) 

Direção θ                
(em torno no eixo Z ) 

v 100,811 1,000 0,000 0,000 

w – θ 102,408 0,000 -0,987 0,160 

w – θ 322,515 0,000 -0,999 0,012 

Tabela 2.  Frequências e modos de vibração para a viga engastada e livre 

Modo ω0 (rad/s) 
Direção v              
(eixo Y ) 

Direção w              
(eixo Z ) 

Direção θ                
(em torno no eixo Z ) 

v 35,914 1,000 0,000 0,000 

w – θ 82,058 0,000 0,993 0,116 

w – θ 126,643 0,000 -0,969 0,246 

Tabela 3.  Frequências e modos de vibração para a viga engastada e apoiada 

Modo ω0 (rad/s) 
Direção v              
(eixo Y ) 

Direção w              
(eixo Z ) 

Direção θ                
(em torno no eixo Z ) 

w – θ  104.434  0,000 -0,992 -0,124 

v 157.486 1,000 0,000 0,000 

w – θ 488.349 0,000 -0,999 0,003 
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Tabela 4.  Frequências e modos de vibração para a viga bi-engastada 

Modo ω0 (rad/s) 
Direção v              
(eixo Y ) 

Direção w              
(eixo Z ) 

Direção θ                
(em torno no eixo Z ) 

w – θ  105,076  0,000 -0,980 -0,198 

v 228,528 1,000 0,000 0,000 

w – θ 707,685 0,000 -0,999 0,002 

 

Por sua vez, as três menores cargas e os respectivos modos de bifurcação são mostrados 
nas Tabelas 5 a 8 para as mesmas condições de contorno.  

Tabela 5.  Cargas crítica, Pcr, e modos de flambagem para a viga simplesmente apoiada 

Modo Pcr (kN) 
Direção v              
(eixo Y ) 

Direção w              
(eixo Z ) 

Direção θ                
(em torno no eixo Z ) 

v 250,592 1,000 0,000 0,000 

w – θ 258,594 0,000 -0,987 0,160 

w – θ 2564,773 0,000 -0,999 0,012 

Tabela 6.  Cargas crítica, Pcr, e modos de flambagem para a viga engastada e livre 

Modo Pcr (kN) Direção v              
(eixo Y ) 

Direção w              
(eixo Z ) 

Direção θ                
(em torno no eixo Z ) 

v 62,648 1,000 0,000 0,000 

w – θ 194,857 0,000 0,5008 0,8655 

w – θ 1002,201 0,000 0,9915 0,1298 

Tabela 7.  Cargas crítica, Pcr, e modos de flambagem para a viga engastada e apoiada 

Modo Pcr (kN) 
Direção v              
(eixo Y ) 

Direção w              
(eixo Z ) 

Direção θ                
(em torno no eixo Z ) 

w – θ  268,855 0,000 -0,999 0,003 

v 524,282 1,000 0,000 0,000 

w – θ 4725,992 0,000 -0,992 -0,124 
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Tabela 8.  Cargas crítica, Pcr, e modos de flambagem para a viga bi-engastada 

Modo Pcr (kN) 
Direção v              
(eixo Y ) 

Direção w              
(eixo Z ) 

Direção θ                
(em torno no eixo Z ) 

w – θ 272,217 0,000 -0,999 0,002 

v  1033,071 1,000 0,000 0,000 

w – θ 9042,787 0,000 -0,980 -0,198 

 

Para a viga simplesmente apoiada, verifica-se que o perfil possui duas frequências 
naturais próximas, o que pode provocar uma ressonância interna, algo mais difícil de ocorrer, 
no entanto, para as demais condições de contorno. De igual forma, para a viga simplesmente 
apoiada, observa-se que a segunda carga de bifurcação é próxima da carga crítica da estrutura, 
o que pode gerar uma interação modal. Sendo a seção em C monosimétrica, nota-se que o 
modo de flexão em v é desacoplado, mas há um acoplamento entre a flexão em z e a torção. 
Assim a carga crítica para o modo desacoplado é igual à respectiva carga de Eulher. 

Comparando os resultados obtidos, verifica-se que o incremento das forças reativas, ou 
seja, do grau de hiperestaticidade da estrutura, leva ao aumento da rigidez do elemento e, 
consequentemente, ao aumento da frequência de vibração da estrutura (períodos de vibração 
menores), assim como, ao aumento da capacidade portante do perfil, refletido na sua carga 
crítica de flambagem. 

Para fins de comparação, verifica-se na Fig. 2 e Fig.3 que tanto a frequência de vibração 
quanto a carga crítica decrescem de forma não linear com o comprimento L da viga. Em 
particular, na Fig. 3b, verifica-se a possibilidade de uma interação modal, pelas razões 
expostas, quando L ≈ 3.6.  

Em adição, verifica-se na Fig. 4 que, para as condições de contorno estudadas, à medida 
que a carga axial de compressão P cresce, a rigidez efetiva do perfil decresce, decrescendo 
também o valor das frequências de vibração. 

4.2 Analise dinâmica não linear – carregamento harmônico qy 

Considera-se aqui que o perfil está submetido a um carregamento harmônico uniforme qy 
aplicado no centro de cisalhamento do perfil, descrito por Qy sin (Ωy t) onde Qy é a magnitude 
da carga harmônica e Ωy é a frequência de excitação e t é o tempo. As equações não lineares 
que governam o movimento forçado da estrutura para o perfil monosimétrico C considerado 
neste trabalho são dadas por: 

( ) 087869.0sin10295.04987.2366
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a) Viga simplesmente apoiada b) Viga engastada e livre 

  
c) Viga engastada e apoiada d) Viga bi-engastada 

Figura 2. Variação das três menores frequências naturais com o comprimento da viga. 

  
a) Viga simplesmente apoiada b) Viga engastada e livre 

  
c) Viga engastada e apoiada d) Viga bi-engastada 

Figura 3. Variação das três menores cargas de bifurcação com o comprimento da viga. 
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a) Viga simplesmente apoiada 

  
b) Viga engastada e apoiada c) Viga bi-engastada 

Figura 4. Variação das três menores frequência naturais com a carga axial 
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Na Fig. 5 apresenta-se a relação não linear frequência (Ωy) vs. amplitude dos 
deslocamentos (v0), na qual se verifica que a curva, com início na frequência natural de 
vibração ω0, devido à não linearidade geométrica, inclina-se para direita, ou seja, apresenta 
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um comportamento com ganho de rigidez ou hardening. Este comportamento é esperado para 
estruturas unidimensionais altamente flexíveis (Carvalho et al., 2013). 

 

Figura 5. Relação frequência vs. amplitude dos deslocamentos. 

 

  

a) v0 vs. Qy b) w0 vs. Qy 

 

c) θ0 vs. Qy 

Figura 6. Diagramas de bifurcação da estrutura para a frequência de excitação ΩΩΩΩy = 30 rad.s-1.  
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Na Fig. 6 apresentam-se os diagramas de bifurcação tendo como parâmetro de controle a 
magnitude da carga harmônica Qy (incrementando a carga em vermelho e decrescendo em 
azul) para uma frequência de excitação Ωy = 30 rad.s-1. Verifica-se que inicialmente os 
deslocamentos wo(t) e θo(t) são nulos (vibrações planares).  Para certo valor da magnitude da 
excitação (Qy ≈ 6 kN) ocorre a instabilidade dinâmica e a estrutura passa a apresentar 
vibrações de flexo-torção caracterizada pelo surgimento de vibrações  wo(t) e θo(t). 

Estas vibrações coexistem, até Qy ≈ 10 kN, com as vibrações planares. Para magnitudes 
mais elevadas, apenas vibrações de flexo-torção foram detectadas. A resposta da estrutura, 
devido ao acoplamento flexo-torção, é complexa, com a presença de janelas de soluções 
periódicas entre faixas de soluções quase periódicas ou caóticas. 

5  CONCLUSÕES 

Neste artigo um modelo não linear para vigas com seção aberta e paredes finas, 
considerando grandes deslocamentos, os efeitos de encurtamento e acoplamentos entre flexão 
e torção, foi adotado. O exemplo numérico escolhido mostra a influência das condições de 
contorno nas frequências de vibração da estrutura e na carga crítica de flambagem de uma 
seção monosimétrica em C, bem como indicam configurações com maior probabilidade de 
ocorrência de ressonâncias internas e interações modais. 

O efeito do acoplamento flexão-torção acentua-se na análise não linear dinâmica do perfil 
excitado lateralmente por uma carga harmônica uniformemente distribuída, mostrando a 
possibilidade de instabilidade dinâmica com o aparecimento de vibrações complexas de flexo-
torção. Este é um trabalho em desenvolvimento e pesquisas futuras constarão de uma análise 
paramétrica das vibrações forçadas no regime não linear. 
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