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Resumo. O constante crescimento de pesquisas na drea da mecinica computacional con-
tribui para o surgimento de diversos softwares utilizados por engenheiros e pesquisadores,
capazes de realizar andlises sofisticadas, como o0s que utilizam a teoria da plasticidade.
Neste cendrio, o presente trabalho destaca o ambiente computacional INSANE (INterac-
tive Structural ANalysis Environment. Atualmente, o nicleo numérico do sistema possui
um framework computacional para modelagem constitutiva, em que dentre as suas diversas
caracteristicas ressalta-se a independéncia do método numérico utilizado e os diferentes
tipos de modelos de andlise. Tal framework é propicio ao desenvolvimento colaborativo
de modelos para a andlise fisicamente nao linear. Este trabalho abordada o projeto orien-
tado a objetos da implementacao dos modelos constitutivos para plasticidade no sistema
INSANE, posicionando-o no nicleo numérico e detalhando as classes que o compoe, e,
apresenta uma hierarquia de classes para os algoritmos de retorno, necessdrios para o
integracao das relagoes constitutivas que regem o comportamento do material, no contexto
de plasticidade computacional. Finalmente, serao apresentadas simulacoes numéricas do
comportamento fisicamente nao linear de modelos estruturais via Método dos Elementos
Finitos, para exemplificar os modelos constitutivos e 0s algoritmos de retorno implemen-
tados.

Palavras Chave: POO, JAVA, Plasticidade Computacional, MEF, Modelos Constituti-
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1 INTRODUCAO

A teoria da plasticidade surgiu da necessidade de estudar equacoes constitutivas que
permitissem descrever matematicamente deformacoes imediatas e nao reversiveis que ocor-
rem em um corpo sélido, ou seja, as deformacgoes que nao desaparecem totalmente ao serem
removidas as forcas que lhe deram origem (Chen e Han, 1988; Souza Neto et al., 2008). O
desenvolvimento da teoria matematica da plasticidade estd intimamente ligado ao avanco
das técnicas computacionais baseadas em modelos numéricos, como o Método dos Ele-
mentos Finitos, e alimentado pelo aumento constante da capacidade de processamento
dos computadores.

O constante crescimento de pesquisas na area da mecanica computacional contribui
para o desenvolvimento de diversos softwares, utilizados por engenheiros e pesquisadores,
capazes de realizar analises sofisticadas, tendo como pano de fundo modelos constitutivos
bastante complexos, como os que utilizam a teoria da plasticidade. Uma enorme gama
de problemas préticos de engenharia, como a analise de tensoes em estruturas metélicas
e de concreto, em solos e rochas, pode ser resolvida a partir da aplicacao destas técnicas,
obtendo um nivel de precisio aceitavel. E neste contexto que o ambiente computacio-
nal INSANE (INteractive Structural ANalysis Environment) vem sendo desenvolvido no
Departamento de Estruturas da Universidade Federal de Minas Gerais.

O INSANE ¢ um sistema computacional que segue o paradigma de programagao
orientado a objetos (POO), sendo implementado em JAVA, de codigo aberto e de facil
expansao. O sistema tem sua estrutura dividida em trés grandes aplicagoes: Os pré e pos
processadores, que sao aplicagoes graficas interativas e um nicleo numérico, responsavel
pelo processamento, que contém as implementagoes dos modelos numéricos e das técnicas
de solucao apropriadas.

Em seu trabalho, Penna (2011) propos a criagao de um Ambiente Unificado capaz de
contemplar diversos modelos constitutivos, ampliando as possibilidades da anélise fisica-
mente nao linear de estruturas. Este artigo trata do projeto orientado a objetos relativo
a implementagao de modelos constitutivos elastoplasticos segundo aludido ambiente, que
foi incorporado ao nucleo numérico do INSANE, mais especificamente na segmentacao
relativa aos modelos constitutivos.

2 FORMULACAO DOS MODELOS CONSTITUTIVOS

Os modelos constitutivos em geral apresentam uma notagao propria e, embora em
muitos casos guardem semelhancas, a falta de uma unidade das formula¢des impede uma
implementacao computacional genérica e objetiva. O Ambiente Unificado proposto por
Penna (2011) apresenta uma expansao da estrutura teoérica proposta por Carol et al.
(1994), sendo capaz de contemplar varios modelos constitutivos - elastoplasticos ou de
degradagao elastica; isotropico, ortotropico ou anisotropico - formulados com uma ou
varias funcoes de carregamento.

Na formulacao dos modelos elastoplasticos as equacoes das variacoes de tensao podem
ser escritas como

Tij = E?jkl(g}cl — k) (1)
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com
éZl = /I\mkl (2)

onde E?jkl sao as componentes do tensor de rigidez elastico, my,; é o gradiente das func¢oes
de potenciais plasticos (regra de fluxo) e &%, ¢ a variagao das deformagoes plasticas.

A definicao da superficie de plastificacdo segundo modelos fenomenolégicos é realizada
através do uso de um critério de escoamento. Ao longo dos anos, muitos critérios foram
sendo propostos a medida que se estudavam as diversas classes de materiais. A Equacao
(3) representa a forma linearizada da condigdo de consisténcia a partir da superficie de
escoamento F'(o, p) em termos do tensor de tensoes, o, e de um vetor de variaveis internas,

OF

—l-a—pk pr =0 (3)

g

Assumindo que as varidveis internas, p;, sao funcoes das deformacoes plésticas e que
pi = Op;/0e},;, pode-se reescrever a Eq. (3) da seguinte forma

com
oF
- 5
n] aaij ) ( )

Comparando as Eqs. (3) e (4), obtém-se

OF OF
H= ——| =
o\ o (9pl

Opi
—_— 6
o agil T ( )

Nas Equacoes (4) e (5), n;; representa as derivadas de F para valores constantes do
multiplicador plastico A (ou seja A = eh, = 0, nao ocorrendo nenhuma mudanca das
deformacoes plasticas e variaveis internas p;), e geometricamente, representa um vetor
normal & superficie de carregamento atual F' = 0 no espaco de tensdes. O modulo
inelastico H é obtido a partir de derivadas de F para valores constantes de o, sendo
positivo para o caso de endurecimento (expansdo da superficie de escoamento), zero para
o caso de plasticidade perfeita (sem alteracao da superficie de escoamento) e negativo
para o amolecimento (contracdo da superficie de escoamento).

Substituindo as Eqgs. (1) e (2) na Eq. (4), obtém-se uma expressdo para o multipli-
cador plastico ()

0 .
 neaBEogEn
H +np EY  mys

pgrs

(7)

No numerador da Eq. (7), identifica-se o incremento da tensdo e o seu produto
escalar com o vetor normal n.4 cuja resultante, se positiva, aponta para fora da superficie
de carga (carregamento plastico), e, em caso de resultante negativa, aponta para o interior
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da superficie (descarregamento elastico). Para a consisténcia dos sinais, é necessario que
o denominador da Eq. (7) seja sempre positivo.

O operador tangente relaciona as variagoes de deformagao com variacoes de tensao
na forma

Gij = Elpén (8)

)

Substituindo as Eqs. (1) e (7) em (8), obtém-se

EO

ija

H 4 np ES . mig

pgrs

0
pMabNed Eggr

t 10
Eij = Eiji —

?, 1,

3 IMPLEMENTACOES COMPUTACIONAIS

3.1 Ncleo Numérico

O nitcleo numérico do INSANE é responsével pelo processo de solucao e obtencao
de resultados da andlise estrutural. O atual estagio organizacional do nicleo numérico
¢ resultado de diversos trabalhos dentre os quais destacam-se Almeida (2005), Fonseca
(2006), Saliba (2007), Fonseca (2008), Ajeje (2009), Fuina (2009) e Penna (2011). Sua
estrutura é composta pela interface Assembler e pelas classes abstratas Model e Solu-
tion, conforme ilustrado na Fig. 1.

java.util.Observer

AN

<<interface>>
Persistence

<<interface>> <<interface>>
Observable Observable

<<abstract class>>

Model

<<abstract class=>

Solution

<<interface>>
Assembler

Figura 1: Organizacao do Nuacleo Numeérico.

A interface Assembler ¢ a responsavel pela montagem do sistema matricial de se-
gunda ordem com o qual é possivel representar diversos tipos de modelos, a classe abstrata
Solution desencadeia o processo de solucao, possuindo os recursos necessarios para re-
solver esse sistema matricial, seja ele linear ou nao linear, e a classe abstrata Model
possui os dados relativos ao modelo discreto a ser analisado e fornece para Assembler
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todas as informacoes necessarias para montar a equacao do modelo, que serd resolvida
por Solution.

As classes abstratas Model e Solution se comunicam com a classe Persistence,
que é a interface responsavel pelo tratamento dos dados de entrada e pela persisténcia
dos dados de saida, sempre que observada alguma alteracao no estado dos modelos. Esta
persisténcia é realizada por meio de arquivos XML (eXtensible Markup Language), que
possibilitam a criacao de dados estruturados com base em arquivo texto.

A comunicacao entre as classes Model e Solution e a interface Persistence ocorre
através de um mecanismo de propagacao de mudancas proporcionado pelo padrao de
projeto Observer. Persistence ¢ um componente observador, enquanto os componentes
observados sao as classes abstratas Model e Solution. Quando alguma mudanca ocorre
no estado de um objeto observado, o mecanismo de propagacao de mudancas é disparado
e se encarrega de notificar os objetos observadores para se atualizarem, assegurando a
consisténcia e a comunicagao entre o componente observador e os componentes observados.

A Figura 2 mostra a hierarquia da interface Model. As classes que a implementam
sao constituidas por listas de objetos inerentes ao modelo discreto a ser analisado, como
por exemplo FemModel, que representa um modelo de elementos finitos propriamente
dito e contém métodos de acesso e manipulacao de seus dados.

=<interfacesx»
Maodel

,._f"_\, - model

: Observable
1

1
FemModel J

N

[ [ 1 |
NonLocalFemModel MfreeModel GFemModel XFemModel

b ® ModelDataManager

Figura 2: Hirarquia da classe Model (Penna, 2011).

Na mecanica dos so6lidos computacional, para o caso de analise estatica fisicamente
nao linear, as solucoes sao obtidas por meio de um processo incremental iterativo dado
por:

K,-0U =6\ -P+Q (10)

onde K, é a matriz de rigidez tangente, 6U é o vetor de deslocamentos incrementais, o\ é
um incremento do fator de carga, e os vetores de cargas de referéncia e de cargas residuais
do modelo sao respectivamente, P e (), sendo que, o taltimo é obtido pela diferenca entre
o vetor de cargas externas e o vetor de forcas equivalentes as tensoes internas Fj.

No INSANE, o processo incremental iterativo segue o processo de solucao do algoritmo
genérico proposto por Yang e Shieh (1990), e teve sua inclusdo no sistema a partir dos
trabalhos de Fuina (2004), Fonseca (2006), Fonseca (2008) e Penna (2011).
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Durante a solucao é solicitada a montagem do tensor constitutivo necessario para a
obtencao da matriz de rigidez incremental. A classe ConstitutiveModel é especialmente
importante, pois uma vez que o modelo constitutivo recebe as informagoes dos elementos,
do formato da integracao, dos dados dos pontos materiais, das propriedades fisicas do meio
e do tipo de anélise, todas as operacoes necessarias para o calculo do operador tangente
e das forcas internas podem ser realizadas, sem se remeter diretamente aos elementos
finitos, aos pontos de integracdo e nem mesmo ao modelo discreto, seja este do Método
dos Elementos Finitos, ou de outras abordagens tais como o Método dos Elementos Finitos
Generalizado (Alves, 2012), Método dos Elementos de Contorno (Anacleto et al., 2013)
ou Métodos Sem Malha (Silva, 2012).

3.2 Implementacao dos Modelos Elastoplasticos

A partir do criagdo do ambiente computacional proposto por Penna (2011) , o modelo
constitutivo passou a ser descrito por func¢oes potenciais e seus respectivos gradientes, que
resultam em um conjunto de operacoes tensoriais capazes de lidar com os tensores consti-
tutivos, os gradientes das funcoes e as condicoes de carregamento e descarregamento . As
operacoes da estrutura tedrica unificada e as particularidades de cada modelo sao entao
atribuidas a um conjunto de classes, denominadas "Filters", criadas para responder pelas
parcelas que compoem as operacoes comuns. As implementagoes sao tais que cada "Fil-
ter" contém as informagoes do respectivo modelo constitutivo que ele quer representar e as
hipoteses do modelo de anélise. O modelo constitutivo é tratado pelo "Filter" no formato
tensorial, possibilitando ao modelo de andlise fornecer as componentes de cada tensor (de
rigidez, de flexibilidade, de tensao e de deformacao) necesséarias para sua montagem.

A Figura 3 mostra a parte da heranca de classes de ConstitutiveModel. Observa-se
que o modelo constitutivo geral, UnifiedConstitutiveModel possui uma instancia de
UnifiedConstitutiveModelFilter, entendida como a superclasse do conjunto de classes
que formam a camada "Filter".

<<abstract classe»>
Constitutive Model

@rmount G0
@rmourt Cs(..)
@rmount Gt}
@ rmourt Dual Intemal'vanables(. ..} q—l Unified Constitutive Model
@ check(viateral) -

@ check(Continuous Pointhiodel) o

@ check(fnalysishiodel) -fitter |

@ getLabell.. )

@update(...) Unified Constitutive Model Filter |

@initl...)

Figura 3: Diagrama de classes para ConstitutiveModel.

A classe de UnifiedConstitutiveModel se auxilia dos respectivos "Filters" para a
montagem das parcelas que compoem as operagoes gerais da estrutura teodrica unificada,
tais como a obteng¢ao do tensor de rigidez elastico (mountC(...)), da aproximacao secante
do tensor de rigidez incremental (mountCs(...)), a atualizagao das variaveis constitutivas
(update(...)), o calculo do tensor de tensoes (realizado pelo método mountDuallnternal-
Variable(...)) e do operador tangente (mountCt(...)). A figura 4 apresenta as atividades
mais gerais do modelo constitutivo unificado.
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ConstitutiveMods! Filter

| UnifiedConstitutiveModel UnifiedConstitutiveMedelFilter

| mountC(_..} [ getElasticTensor(..}

0
'

.
"

. N v

B

N \

A montagem dos tensores elasticos (mountC(..)) T Cada "Filter” apresenta =
e secantes (mountCsi...)) s3o delegados aos a implementagio
"Filters". particular de cada

models constitutive

update() | .'/’
—

Figura 4: Obtenc¢ao dos tensores de rigidez elastico e secante e atualizagao das variaveis
(Penna, 2011).

A heranca de UnifiedConstitutiveModelFilter é apresentada na Fig. 5, onde
estao destacadas as classes referentes aos modelos elastoplasticos com os critérios de von
Mises, Rankine, Drucker-Prager e Ottosen.

<<abstract class>>
ConstitutiveModelFilter

+ getConstitutiveMatrix( ..)
+ getTangentOperatorMatrix(...)

[

UnifiedConsitutiveModelFilter

+ getElasticTensor( )

+ getSecantTensor(..)

+ getinelasticPotential( . )
+ getLoadingFunctionPotential(...) ilter
+ getHardeningSofteningPotentiall...) k- - UnifiedConstitutiveModel
+ UpdateConstitutive Variables( )

+ gethumberofPreviousVariables( . )

+ getConstitutiveVariableslables(Material)
+ update(...)
+isSymmetrized(Analysisiodel)

+ setSymmetrized(ContinuousPaintiodel)

\ I

IsotropicConstituiveModeIFiIter| | MLFConstitutiveModeIFilter| | SLFConstitutiveModelFllter| | MicroPlaneConsitutiveModelFilter

| ElastoPlasticConstitutiveModel |

| SLFEPCMVonMises | SLFEPCMOttosen

| SLFEPCMRankine

| SLFEPCMDruckerPrager

| SLFEPCMVonMisesMixHardenin|

Figura 5: Diagrama de classes para UnifiedConstitutiveModelFilter.

Como pode ser visto na declaracao dos métodos da Fig. 5, a classe UnifiedConsti-
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tutiveModelFilter é responsével por efetuar as operacoes referentes aos modelos cons-
titutivos, delegando as especificidades de cada modelo aos respectivos "Filters" através
da solicitacdo das parcelas do tensor secante (método getSecantTensor(...)), do tensor de
modulo inelastico (método getHardeningSofteningPotential(...)), do tensor relativo ao gra-
diente das fung¢oes de potenciais plasticos (método getInelasticPotential(...)) e do tensor
dos gradientes das fungoes de carregamento (método getLoadingFunctionPotential(...)),
que sao utilizados no cdlculo do tensor tangente.

A interacao entre o modelo constitutivo e os "Filters" é descrita nas Figs. 6 e 7,
através de diagramas de atividade, que apresentam o processo de obtencao do operador
tangente e o calculo das tensoes, para o modelo elastoplastico de Drucker-Prager.

ConstitutiveModel UnifiedCostitutiveModel
UCMSinglelLoadingFunctionModel SLFEPCMDruckerPrager |
getSecantTensor(...) EUL':‘
etLoadingFunctionPotential Tl
mountct( ) [ g g (..) ] ekl
<
N

O modelo constitutivo delega [ gefinelasticPotential(. ) ] Mimii
ao "Filter" as fungdes de
montagem dos tensores
para o célculo do operador

tangente.

] II?’HJi

[ getHardeningSofteningPotential(...)

Os termos tensoriais necessarios ao

» .
LUH = f;m_!- e

My iTink]

Jrfmh

calculo do operador tangente séo
implementados nos "Filters”
especificando as caracteristicas
préprias de cada modelo constitutivo

Figura 6: Calculo do Operador Tangente. Adaptado de Penna (2011).

ConstitutiveModel

UnifiedCostitutiveModel

JCWSingleLoadingFunctionModsl

[ mountDuallnternalVariableVector(. ) ]—/

Q calculo das tensdes &
realizado por um
algoritmo de retorno

| SLFEPCMDruckerPrager |

J

[ updateConstitutiveVariables(...)

)

getSecantTensor(...) J

L
O método realiza todas as operagbes
necessarias aoc modelo constitutiva,
como por exemplo, o célculo do estado
de degradac&o do material & a avaliagéo
das variaveis histéricas para o estado
de tenséo corrente

Figura 7: Calculo das tensoes. Adaptado de Penna (2011).
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A Figura 8 evidencia a relacao de herancga entre as classes relativas aos modelos
elastoplasticos e a classe abstrata ElastoPlasticConstitutiveModelFilter, que ocorre
através da utilizacdo de métodos como getElastic Tensor(...) e getComplianceTensor(...).

==abstract class==
ElastoPlasticConstitutiveModelFilter

@getElasticTensor{...)
@ getComplianceTensor()

T

SLFEPCMVonMises SLFEPCMOttosen SLFEPCMRankine SLFEPCMDruckerPrager
@ getinelasticPotential(...) @ getinelasticPotential(...) @ getinelasticPotential...)
© getloadingFunctionPotential{...) © getLoadingFunctionPatential...) @ getLoadingFunctionPotertial{...)
- - - B GetlnelasticGrad(...) B GetinelasticGrad(...) B GetinelasticGrad( ...
SLFECPMVonMisesMixHardening © getHardeningSofteningPotertial(...) © getHardeningSofteningPotentiall ) ® getHa|'deningSofEen)ingPotemiaI(...)
@ getinelasticPotential(...) @ getloadingFunction(...) @ getloadingFunction(...) @ getLoadingFunction(...)
@ getloadingFunctionPotential(...) @ getinternal Variables{...) @ getinternal'/ariables(...) @ getinternal'ariables(..)
B GetinelasticGrad(...) @ getResidualPlasticFlow(...) @ getResidualPlasticFlowr...) @ getResidualPlasticFlow(...)
@ getHardeningSofteningPotential]..) @ getModuliTangentConsistent(.. ) @ getModuliTangentConsistert(...) @ getModuliTangentConsistent(...)
@ getloadingFunction(...) @ getHeissianMatrix(...) @ getHeissianMatrix(...) @ getHeissianMatrix(...)
@ getinternal’/ariables(...) @ getOperator(...) @ getOperator(...) © getOperator(..)
@ getResidualPlasticFlow(...) @ getPlasticStrainsincrements(...) @ getPlasticStraingincrements(..) @ getPlasticStrainsincrements(...)
@ getModuliTangent Consistent(...) @ getinternal'Variablesincrements(...) @ getinternal'ariablesincrements(...) @ getinternalariablesincrements(...)
@ getHeissianMatrix(..) @ updateConstitutive'ariables(..) @ updateConstitutive'/ariables...) @ updateConstitutiveVariables(...)
@ getOperator(..) 2 unLoadLaw...) ZunLoadLawi...) ZunLoadLaw(...)
@ getPlasticStrainsincrements(...) @init(...) @init(...) @init{...)
@ getinternal'Variablesincrements(...) @ update(...) @ upclate(...) @ update(..)
@ updateConstitutiveVariables(...)
ZrunLoadLawi...)
@init(...)
D update(...)

Figura 8: Diagrama de classes para ElastoPlasticConstitutiveModelFilter.

Na Figura 8 também observa-se os métodos implementados nos filtros, seguindo a for-
mulagao apresentada na segao 2, como por exemplo métodos getSecant Tensor(...) (Efjkl),
método getHardeningSofteningPotential(...) (H), método getInelasticPotential(...) (m;;),
método getLoadingFunctionPotential(...) (ny). De maneira geral, os filtros sdo bastante
parecidos, contendo também métodos com as derivadas da funcao de carregamento e da
funcao de potencial plastico utilizadas no algoritmo de mapeamento de retorno, necessa-
rios para a integracao numérica das relacoes constitutivas que regem o comportamento
do material.

3.3 Classe Material

Os materiais sao representados pelas classes que implementam a classe abstrata Ma-
terial (Fig. 9) e seus atributos sdo um identificador e um mapa (HashMap), contendo os
valores necessarios para caracterizar os distintos materiais como por exemplo, modulo de
elasticidade e coeficiente de Poisson.

Conforme a Fig. 9 a classe ElastoPlasticMaterial implementa a classe abstrata
Material, herdando seus atributos e particularizando sua representacao para materiais
empregados para os modelos elastoplasticos. De maneira geral, cada modelo constitutivo
estd associado a um tipo de material que o represente de forma mais adequada, entretanto,
alguns modelos como o de Rankine possuem os mesmos parametros de entrada que o
modelo de von Mises e, portanto, utilizam a classe VonMises para representacao do
material.

O comportamento nao linear dos materiais elastopléasticos é definido por leis de en-
durecimento ou amolecimento. Estas leis sao tratadas pela classe abstrata InelasticL.aw e
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=<interface==
Hardenable
+ getinelasticModulus(double)
+ getinelasticLaw()
=<ahstract class>» :
Material " =<=abstractclass==
==ahstract class== InelasticL.
+ getlabel] ElastoPlasticMaterial nelasticLaw
+ getMaterialvalues() N + getDamage(double)
tPt{Matrix) #inelasticlaw ;
+ getPt() e R IR inelasticlaw __ - + getinelasticModulus(double
+ getPt(Matrig KF— + getlneIast!cMDdqus(double) . getLabelo ( )
+ gelPs( + getlnelasnc!_awo + getkappadl
+ getPs(Matrix) : ge}gxr}mﬂaémlmoduluso +getDamageThreshald)
+isComhinableQ getBulkilodulus() + getRateThreshold()
+ getConstitutiveMadels() AN
+ createlnstance()

HardeningLawLinear | HardeningLawExponential |

| | | HardeningLawExponentialGeneral |

| vonMises | | DruckerPrager | | Ottosen |

Figura 9: Diagrama de classes para Material.

suas instancias, que podem assumir diversas formas para a evolug¢ao do modulo inelastico.
Um aspecto importante a ser observado na Fig. 9 ¢ que a classe abstrata ElastoPlas-
ticMaterial, implementa a interface Hardenable, ao incorporar os métodos getlne-
lasticModulus(...) e getInelasticLaw(...), responsaveis, respectivamente, pelo calculo do
modulo ineldstico especifico do material e por indicar a lei inelastica utilizada na ana-
lise. A instancia de InelasticLaw pode assumir varias formas, para as diferentes leis de
endurecimento ou amolecimento implementadas por InelasticLaw, conforme mostra a
hierarquia de classes, também ilustrada na Fig. 9.

Diversas fun¢oes de evolucao do médulo ineldstico tém sido propostas. Para a repre-
sentacao do comportamento inelastico exponencial, a func¢ao de endurecimento ou amo-
lecimento utilizada é dada na Eq. (11) abaixo, e que foi obtida a partir da derivada da
fungoes de evolugdo do modulo inelastico apresentada por Benallal et al. (1987) apud de
Souza Neto et al. (2008).

H(K) = b.a.e”™" (11)
sendo a e b parametros do material e k a varidvel interna associada ao fenomeno de

endurecimento ou amolecimento.

Além da funcao exponencial, o INSANE conta também com a funcao potencial apre-
sentada por Bouchard et al. (2011) e por Vaz Jr. et al. (2011), cuja lei de endurecimento
ou amolecimento é definida por:

b.a.n

(K + (n.r)]*=°

H (k) = (12)
sendo a e b parametros relativos ao material, K uma deformacao inicial relativa ao limite
elastico, k a variavel interna associada ao endurecimento ou amolecimento, n o coeficiente
responsavel por ajustar os valores de k, a e b.
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3.4 Algoritmo de integracao das tensoes

O principal problema de uma analise elastopléastica reside na determinacao isolada das
parcelas elastica e plastica do incremento de deformagao total, resultando na necessidade
de se realizar a integracao da lei constitutiva, devido ao fato do moédulo elastoplastico
ser funcao da deformagao plastica, decorrendo assim um processo iterativo. Pelo carater
incremental dos modelos numéricos de plasticidade, deve-se utilizar um algoritmo da
classe de mapeamento de retorno capaz de obter a atualizacao das tensoes necessaria ao
equilibrio das forcas internas na analise nao linear.

Ortiz e Popov (1985) apontam que algoritmos eficientes devem: garantir a consisténcia
das equacgoes constitutivas a serem integradas; possuir estabilidade numérica; e garantir a
consisténcia do modelo incremental. A escolha de um algoritmo improéprio pode levar nao
s6 a uma solucao imprecisa para as tensoes, como também pode atrasar a convergéncia
das iteracoes de equilibrio ou até mesmo levar a divergéncia da iteracao. Atualmente
o sistema conta com dois algoritmos de retorno, o método da projecao do ponto mais
proximo ("closest-point projection") e o método do plano de corte ("cutting-plane").

A Figura 10 apresenta a associagao entre ElastoPlasticConstitutiveModelFilter
e as classes dos algoritmos de retorno. Tal associagao é feita a partir de uma instancia da
classe ReturnMappingAlgorithm que devera ser informada na inicializacao do modelo.
Assim, todas as opcoes de algoritmos estarao disponiveis para qualquer um dos modelos
implementados.

ElastoPlasticConstitutiveModel

+ getElasticTensor(.)

+ getComplianceTensor(..)

+ getSecantTensor(...)

+ gethpex(.)

+ getyieldGradStress(..)

+ getyieldGradinternalvar(...)

+ getloadingFunction(...)

+ getinternalVariablesi..)

+ getResidualPlasticFlow(...)

+ getYieldGrad(...)

+ getModuliTangentConsistent(...)

+ getHeissianMatrix(...)

+ getOperator(...)

+ getPlasticStrainsincrementsi(...)

+ getinternalVariablesincrements(...)
+ getinternalvVariablesincrements(...)
+ getReturnMappingAlgorithmd...) - — -
+ setReturnMappingAlgorithme...) ClosestPointProjection | | CuttingPlane

____________ >| ReturnMappingAlgorithm |

Figura 10: Diagrama de classes para ReturnMappingAlgorithm.

Os algoritmos de mapeamento de retorno foram implementados no sistema segundo
a metodologia proposta por Simo e Hughes (1998). As equagOes para o alogirtmo de
integracao das tensoes sao dadas por:

(1) Inicializacdo das variaveis.

(*) —ehi e ) ) Oofun ) OO
RnJrl = (k) + +A’Vn+l 8 f € fnJrl = f(anJrl? QnJrl) (13)
—0g 1 + oy g fnt1
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onde agil = VW (ent1 — 551:)1), qgle = —VH(aff_gl) e W representa a energia

elastica acumulada.

(2) Verificagao do critério de escoamento e avaliagdo da regra de fluxo/lei de endureci-
mento residuais:

k (%) k
Clly = VW (enn — b)) e DY) = -V2H(al),) (14)
(=1) 2 2 b
[A(k) ]_1 L [CnJrl + Af%ﬁ*lao‘o‘fn%*l] Af%ﬁ*laaqfnJrl (15)
n+1 T
AV 1105, fri [wall + A 102, frii]

onde [Ail “1)7! € uma matriz cujos argumentos referem-se aos modulos de elasticidade
e tangente.

(3) Calculo do médulo elastico e do mddulo tangente consistente

fn [a fn 1(9 fn 1]TAn Rn
APy = P (16)

aafn
[a fn+18 fn+1] kll o
aqfnJrl

(4) Obter incrementos da deformagao plastica e das variaveis internas

k
(k) -1
ACATE [CY) + D910, fog] 0
. =
Aafﬁ)—l 0 [Dn+1 + A 102, frt]
w1 (17)
Oor fr+1
A”:l-f—l Rn+1 + AQ
q.fn+1
(5) Atualizar as variaveis de estado e os parametros consistentes
(b+1) (k) (k1) (k) (k) p(k+1) (k) (k)
Ep1 = +Ae, n+1 , O =ap +Aany e Ay =Ayy +A275+1
(18)

O processo iterativo Closest-Point Projection tem como principal desvantagem a ne-
cessidade de se computar os gradientes da regra de fluxo e da lei de encruamento (Eq.

19), pois para modelos de plasticidade complexos esta tarefa pode ser extremamente tra-
balhosa.

0z5f(0.q) 03,f(0.q)

) \ (19)
Opef(0,0)  Ogef(0,q)
A Figura 11 mostra um fluxograma para o algoritmo implementado na classe Clo-
sestPointProjection proposto por Simo e Hughes (1998) visando ilustrar a estrutura
dos algoritmos de mapeamento de retorno implementados.
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e

[ 1. Inicializacio das variaveis: ]

—=Loop sobre o n° de iteragdes (k=% | 1)

2. Verificar os critérios de escoamento e avaliar a re-
gra de fluxo/lei de endurecimento residuais:

3. Calcular mddulo eldstico e modulo tangente consistente:

‘ 4. Obter incrementos da deformac@o plastica e das varidveis internas

!

| 5. Atualizar as viriaveis de estado e os pardmetros consistentes l

Figura 11: Diagrama de classes para ReturnMappingAlgorithm.

4 EXEMPLOS NUMERICOS

Nesta secao, os modelos constitutivos implementados sao apresentados em um exem-
plo de tracao, cujo objetivo é ilustrar cada modelo, ressaltando as caracteristicas indivi-
duais de cada um e visando mostrar algumas das possiveis aplicacoes.

As simulacoes estao organizadas de maneira que se possa observar a variacao da
lei inelastica do material com situacoes de endurecimento, amolecimento e plasticidade
perfeita, adequando-se os parametros das fungoes para estes comportamentos e adotando
as funcoes inelésticas linear, exponencial e potencial implementadas no sistema INSANE.

Serd considerada uma chapa retangular em estado plano de tensao, adotando-se a
malha com 64 elementos quadrilaterais de 4 noés de tamanho 0,125m x 0,125m, cuja
configuracao de geometria, de carga, as condi¢oes contorno estao apresentadas na Fig.
12.

b

1,0MN/m

q=

-
—=
.
—=
—
e
—=
—
.
=
boe
=

1 11T 11

1,0 m

Figura 12: Condigoes de contorno, geometria e carga para simulagao de tracao uniaxial.
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Os dados apresentados para as leis inelasticas variam em cada modelo, sendo vélido
ressaltar que, durante esta analise nao se teve a preocupacgao de simular dados reais, pois
o objetivo é apenas apresentar o funcionamento dos modelos. Os parametros de cada
modelo constitutivo sao listados abaixo:

Critério de Rankine: £ = 2,0 x 10°M Pa, v = 0,2, 0, = 2M Pa e lei inelastica linear;

Critério de Drucker-Prager: F = 2,0x 10'M Pa, v = 0,2, 0, = 2M Pa e lei inelastica
exponencial;

Critério de von Mises com Encruamento isotrépico: £ = 1,0 x 10°M Pa, v = 0, 2,
oy = 50M Pa, H = 500M Pa e lei inelastica linear;

Critério de von Mises com Encruamento Cinemético: £ = 1,0x10°M Pa, v = 0, 2,
oy = 50M Pa, H = 1000M Pa e lei inelastica linear;

Critério de von Mises com Encruamento Misto: £ = 1,0 x 10°MPa, v = 0,2,
oy = 50M Pa, H = 1500M Pa e lei inelastica linear;

Critério de Ottosen: £ = 32129M Pa, v = 0,2, 0, = 2M Pa;

A anélise foi realizada com aproximacao tangente e tensor constitutivo continuo. Para
solucao das equagoes nao lineares foi adotado método de controle direto de deslocamento,
em que o deslocamento horizontal do ponto A foi controlado com incremento de 0, 0005m
por passo, com tolerancia em deslocamento de 1 x 10™* e para a integracdo das tensoes
foi utilizado o algoritmo de retorno Closest Point Projection.

As trajetorias de equilibrio foram obtidas e, para cada modelo, as curvas "Fator de
carga X Deslocamento Horizontal" da extremidade da chapa estao apresentadas. A Fi-
gura 13 reproduz o comportamento de endurecimento (médulo inelastico H = 2000M Pa),
amolecimento (moédulo inelastico H = —2000M Pa) e plasticidade perfeita (modulo ine-
lastico H = OM Pa) para o modelo de Rankine.

3

~
n

[

e w

_
0 B

o 0,00005 0,0001 0,00015 0,0002 0,00025

Deslocamento (mm)

Fator de Carga

-

o
n

‘ ~=~Plasticidade Perfeita Hardening (endurecimento) —-=Softening (amolecimento) |

Figura 13: Curvas Fator de Carga x Deslocamento para variagao do moédulo inelastico.

A resposta do modelo esta diretamente associada & lei inelastica adotada, com as fun-
coes dependendo de um conjunto de parametros que devem ser prescritos para descrever
o comportamento do material. Através do modelo de Drucker-Prager buscou-se ilustrar
a leis inelasticas exponencial implementada no sistema. Os resultados estao apresentadas
na Fig. 14.

A partir da Fig. 14, podemos observar diferentes curvas obtidas através da variacao
dos parametros a e b da Eq. (11). Com estas varia¢oes buscou-se ilustrar tanto o compor-
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Figura 14: Curvas Fator de Carga x Deslocamento para variagoes dos parametros da lei
inelastica exponencial.

tamento de amolecimento quanto o de endurecimento, além de apresentar a sensibilidade
das curvas aos parametros.

Os modelos constitutivos para funcao de von Mises sao apresentados com o objetivo de
ilustrar o comportamento da chapa quando submetida aos variados tipos de encruamento
(misto, isotropico e cinemético). As trajetorias de equilibrio obtidas estdo apresentadas
através das curvas "Fator de carga x Deslocamento Horizontal" da extremidade da chapa
na Fig. 15.

a0

80

70

60
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40 —F‘

Fator de Carga

30 1Bt

20 G

0 0,005 0,01 0,015 0,02

Deslocamento (mm)

| ===Encruamento Misto  ===Encruamento lsotropico Encruamento Clnematico ‘

Figura 15: Curvas Fator de Carga x Deslocamento para encruamento isotropico, cinematico
e misto

As superficies de escoamento da chapa foram geradas a partir dos valores das tensoes
obtidos. Na Figura 16 pode-se observar claramente a superficie eliptica de escoamento
inicial com critério de von Mises, antes que qualquer carregamento fosse aplicado. Apos
a aplicacao do carregamento tem-se trés outras superficies, uma para cada tipo de encru-
amento (isotropico, cinematico e misto) geradas a partir da implementagcao.

Os resultados obtidos mostraram que, quando aplicado o encruamento isotrépico a
superficie sofreu expansao uniforme, mantendo a sua posicao de centro inalterada. Quando
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oo

a0 60, &0 9%

| + Superficie Inicial m Hardening Misto Hardening Isotrépico = Hardening Cinematico ‘

Figura 16: Superficie de escoamento de von Mises.

aplicado o encruamento cinematico, a superficie manteve sua forma e foi translada na
direcao de aplicacao da carga. A partir da consideracdo do moédulo de encruamento
misto no problema, a superficie a sua forma e tamanho alterados (conforme encruamento
isotropico) e também sofreu a translagao (conforme encruamento cinematico).

A Figura 17 apresenta os resultados obtidos com o modelo de Ottosen, um critério de
falha de quatro parametros valido para uma grande variedade de combinacgao de tensoes,
e desenvolvido para reproduzir matematicamente as relacoes tensao-deformacao para o
concreto. Neste modelo, buscou-se apresentar o comportamento das leis inelasticas em

um ensaio de compressao uniaxial.

25
2 s
® B
po
8 1,5 :
1] B iy
t 2
= 1 1f -
m [] I.'
re I
05 41 R
] :
|
0 E
) -0,0002 -0,0004 -00006 -00008 -0,001 -0,0012 -0,0014 -0,0016 -0,0018
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Figura 17: Curvas Fator de Carga x Deslocamento para variagao da lei inelastica em ensaio

de compressao uniaxial.

Ressalta-se que as condicoes de geometria e contorno apresentadas anteriormente
foram mantidas, alterando o sentido da carga (passando para compressao). Outro aspecto
alterado foi o algoritmo de mapeamento de retorno utilizando-se o Cutting Plane.
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5 CONCLUSAO

Este trabalho apresentou o projeto orientado a objetos relativo a implemetacao dos
modelos constitutivos elastoplasticos, segundo o Ambiente Teérico-Computacional para
Modelos Constitutivos desenvolvido por Penna (2011). Pode-se observar o grande poten-
cial da biblioteca de modelos constitutivos do sistema computacional INSANE que se d&
em virturde da generalidade das implementacoes dos modelos e dos diversos recursos para
modelagem constitutiva existentes nesta plataforma.

Os Modelo Elastoplasticos de von Mises com encruamento misto, Drucker-Prager,
Rankine e Ottosen foram utilizados nas simulagoes numéricas apresentadas. Em geral, as
anaslises numéricas buscaram apresentar os modelos constitutivos, além de apresentar a
variacao das leis inelésticas com fungoes linear, exponencial. Pelos exemplos numéricos
apresentados pode-se concluir que os modelo implementados conseguem simular ensaios
de tracao e compressao para variados valores de endurecimento e amolecimento.

A continuidade dessa pesquisa refere-se a implementantacao dos modelos constitu-
tivos elastoplasticos cléssicos de Tresca e Mohr-Coulomb, além de novos modelos para
simulagao do concreto que possam representar o material de forma coerente com os resul-
tados experimentais. Outra implementacao importante a ser realizada esté relaciona ao
carregamento ciclico, que ¢ de suma importancia para analises mais elaboradas além de
ilustrar de forma mais clara os encruamentos cinemético e misto.
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