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Resumo. Entender o comportamento real de uma estrutura € algo muito complezo, devido
a variacao das tensoes atuantes no corpo que por vezes extrapolam os limites do dominio
eldstico. E nesse ambito que surge a teoria da plasticidade, uma extensio necessdria da
teoria da elasticidade, que fornece uma abordagem mais realista acerca do comportamento
do material e consequentemente da estrutura. Tal complexidade existente € devida aos
diferentes comportamentos observados nos diversos materiais. A teoria matemdtica da
plasticidade prové um conjunto de equagoes que descrevem, a partir de hipdteses fisicas, o
comportamento de materiais elastopldsticos, permitindo assim, a andlise fisicamente nao
linear de estruturas. Neste sentido, este trabalho abordada o arcabouco tedrico necessd-
rio o implementacao de modelos constitutivos elastopldsticos com “hardening” isotropico
e cinemdtico no ambiente computacional INSANE, um software livre para andlise estru-
tural, criado a partir do paradigma da programacao orientada a objetos. Uma formulacdo
geral para modelos de plasticidade computacional € descrita de forma detalhada em sua
versao baseada em tensao, dando énfase aos critérios de von Mises e Drucker-Prager, con-
frontando as expressoes de ambos os critérios. Finalmente, sao apresentadas simulagoes
numéricas do comportamento fisicamente nao linear de modelos estruturais via Método
dos Elementos Finitlos.

Palavras Chave: Plasticidade Computacional, Modelos Constitutivos, Andlise Nao Li-
near, Método dos Elementos Finitos
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1 INTRODUCAO

O constante crescimento de pesquisas na area da mecanica dos so6lidos tem se sus-
tentado no avanco das técnicas computacionais, alimentado pelo aumento da capacidade
de processamento dos computadores e pelo surgimento de softwares capazes de realizar
andlises sofisticadas. Estes estudos sao desenvolvidos com o objetivo de se determinar,
da maneira mais realista possivel, o comportamento mecanico de materiais aplicados na
engenharia.

A solugao para um problema estrutural esta relacionada a capacidade do engenheiro
de compreender as simplificacoes fisicas representadas por modelos matematicos, notada-
mente aquelas referentes ao comportamento constitutivo do meio. As pesquisas com foco
na modelagem constitutiva dos materiais vém proporcionando formulagoes sofisticadas,
como a teoria matematica da plasticidade.

Uma das funcoes do modelo constitutivo é prever a existéncia de um dominio elastico
delimitado por uma funcao matematica. Tratando-se de modelos elastopléasticos, tal fun-
¢ao é escrita em termos das tensoes e delimita a uma regiao dentro da qual o material tem
comportamento puramente eldstico, sem o surgimento de deformagoes permanentes. Dois
dos critérios mais conhecidos e utilizados sao: o critério proposto por von Mises, para des-
crever o escoamento plastico em metais e materiais cujo comportamento nao dependam
da pressao hidrostatica e o critério de Drucker-Prager, que consiste numa modificacao do
primeiro, no qual um termo extra é incluido para que o modelo se torne sensivel ao efeito
da pressao hidrostatica.

Outra importante funcao do modelo constitutivo é prever como o material se comporta
na ocorréncia de deformacao plastica, associada ao fendmeno de encruamento do material,
ou seja, a possibilidade de haver aumento da tensao de escoamento acompanhando a
evolucao das deformagoes inelasticas. Os modelos de von Mises e Drucker-Prager podem
ser utilizados considerando regras de encruamento isotrépico, cinematico ou misto.

Este artigo apresenta o arcabouco tedrico e computacional usado para a implemen-
tagdo de modelos constitutivos elastoplasticos no ambiente computacional INSANE (IN-
teractive Structural ANalysis Environment). Maiores detalhes sobre as implementacoes
do sistema podem ser vistos em Almeida (2005), Fonseca (2006), Fonseca (2008), Fuina
(2009) e Penna (2011).

2 FORMULACAO GERAL PARA MODELOS CONSTITUTI-
VOS ELASTOPLASTICOS

Visando a implementacdo de modelos constitutivos no sistema INSANE, Penna (2011)
apresentou uma expansao da estrutura teorica proposta por Carol et al. (1994), capaz
de contemplar varios modelos constitutivos (elastoplasticos ou de degradacgao elastica,;
isotropico, ortotropico ou anisotropico), partindo de hipoteses comuns a modelos elas-
toplasticos e de degradacao elastica para a descricao do meio material, criando assim,
o hoje denominado Arcabouco Teorico e Computacional para Modelos Constitutivos do
INSANE.
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Segundo o aludido Arcabouco Teorico, as equacoes das variagoes de tensao podem
ser escritas como

Gij = B (én — £3y) (1)
com

P = Amyy (2)
onde E?jk,l sao as componentes do tensor de rigidez elastico, A 60 multiplicador pléstico,
my é o gradiente das fungoes de potenciais plasticos @ (com my = 0Q/doy), que geo-

metricamente, representa a direcdo da regra de fluxo e €7, é a variagao das deformacoes
plasticas.

Ao longo dos anos muitos critérios de escoamento foram sendo propostos para a
definicao de superficies de plastificacao, a medida que se estudavam as diversas classes de
materiais. A Equagdo (3) representa a forma linearizada da condi¢ao de consisténcia a
partir da superficie de escoamento F'(o, p) onde os argumentos da fun¢io sao o tensor de
tensoes o e o vetor das varidveis internas p.

OF

. oF
F = il
Opy,

= ——| Gij +
80'1‘]‘ J

p

pr=0 (3)

g

Podendo ser escrita como

com
OF
ni; = aaij , (5)
e
H = - = —— —_ 6
ox|. ~ opi|, 0en, (6)

onde n;; representa as derivadas de F' para valores constantes do multiplicador plastico
A e H & o modulo linear isotropico de endurecimento/amolecimento, obtido a partir de
derivadas de F' para valores constantes de o, sendo positivo para o caso de endurecimento
(expansdo da superficie de escoamento), zero para o caso de plasticidade perfeita (sem
alteracdo da superficie de escoamento) e negativo para o amolecimento (contracdo da
superficie de escoamento).

Geometricamente, n;; representa um vetor normal a superficie de carregamento atual
no espaco de tensoes como apresentado na Fig. 1. Em um modelo associativo, a funcao
de carregamento F' e a regra de fluxo sao definidas de tal modo que n e m sao totalmente
proporcionais (ou seja QQ = F').

O multiplicador plastico (\) apresentado na Eq. (2) é um escalar, cujo valor é positivo
em caso de deformacoes plasticas, e tem como papel ajustar o tamanho dos incrementos
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Figura 1: Vetor de fluxo. Adaptado de Souza Neto et al. (2008).

plasticos. Substituindo as Egs. (1) e (2) na Eq. (3) tem-se o classico formato para o
multiplicador plastico, dado por

O .
o nCdECdk‘l€ Kl
H + np EY  mys

pgrs

(7)

As derivadas apresentadas fornecem as formulas bésicas para o operador tangente,
que relaciona as variacoes de deformacgao com variacoes de tensao e é necessario para a
montagem do tensor de rigidez tangente. Assim, a equacdo constitutiva pode ser dada
por

é’z’j = fjklékl (8)

Substituindo as Eqs. (1) e (7) na Eq. (8), tem-se tensor E};;, que ¢ denominado
modulo tangente elastoplastico e é dado por

0 0
ikl — igkl —
“ Y H 4 np ES . mig

pgrs

(9)

O modulo tangente elastoplastico no entanto, nao garante convergéncia quadratica
na resolucao dos métodos incrementais iterativos. Uma maneira de se obter taxas de
convergéncia superior a esta limitagao é a substituicao do médulo tangente elastoplastico
pelo modulo tangente consistente, conforme visto adiante (segao 4).

2.1 Critério de von Mises

O critério proposto por von Mises em 1913 (Chen e Han, 1988) estabelece que a
plastificacao tenha inicio quando o valor critico da energia de distor¢cao por unidade de
volume ¢é atingido . FEste pressuposto equivale a considerar que o segundo invariante do
tensor desviador ou tensor anti-esférico, J, , atinge um valor critico. A superficie do
escoamento de von Mises no espago de tensoes, representada por um cilindro, é mostrada
na Fig.2.

A representacao matemaética do critério de escoamento é dada por

F(O’,Oz,ﬁ) = 3J2(77(Ua ﬁ)) - (Uy + %O‘) (10)
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Figura 2: Superficie de escoamento de von Mises. Adaptado de Kossa (2011).

onde S é o modulo inelastico isotrépico generalizado, o é a funcao das deformacoes
plasticas acumuladas e i ¢ o tensor de tensoes, dado por

n(o,B) =s(o) - B (11)

e definido como sendo a diferenca entre o tensor desviador e o tensor de tensoes (3,
conhecido como "back-stress" e cuja lei de evolucao é dada por

B = (12)

onde J# & o modulo de encruamento cinematico e B é o tensor relativo as varidveis
termodinamicas associadas ao encruamento cinematico.

O tensor 3 representa a evolucao da posicao do centro da superficie de plasticidade
no espaco de tensoes. Quando 3 = 0 tem-se = s, e a superficie de escoamento é a de
von Mises com encruamento isotropico e tensao de escoamento o.

Ainda na Eq. (10), tem-se o segundo invariante do tensor anti-esférico dado por:

Ja(m) = ~m) = Sirl?’) = 5n - n = | (13)

Assim, tem-se

oF 2 n
Ny = — = 4] =—— 14
1= 9~ V3Tl 14
Onde || = yn:7.
Em um modelo associado:
2g 0 0
21 0 —isc 0 (15)
Nig = Mij =\ 5 —20
A N 2
0 0 —%0

O moédulo inelastico, associado aos fendmenos de endurecimento ou amolecimento, é
dado por
OF 0o,

o OF 9oy 1
do, Ot (16)
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com

oF Ooy,
- = e .
doy, el

=+ H (17)

2.2 Critério de Drucker-Prager

O critério proposto por Drucker-Prager em 1952 (Chen e Han, 1988) é uma genera-
lizagdo do critério de von Mises, consistindo numa modificacao do critério, na qual um
termo extra é incluido para que o modelo se torne sensivel ao efeito da pressao hidros-
tatica. Enquanto o critério de von Mises é interpretado em termos do tensor de tensoes
octaédrico, o critério de Drucker-Prager impoe que o escoamento plastico ocorre quando
o invariante da tensao desviadora J, e a tensao hidrostatica atingem uma combinacao
critica.

A superficie de escoamento no espaco de tensoes principais é representado por um cone
circular cujo eixo de simetria é o eixo da pressao hidrostatica. A superficie de escoamento
de Drucker-Prager esta ilustrada na Fig. 3.

m-plane

Figura 3: Superficie de escoamento de Drucker-Prager. Adaptado de Kossa (2011).

O critério de Drucker-Prager é dado pela fungao:

F(o,a) = +/Jo(s(a)) +np(o) — k (18)

onde p = tr[o]/3 é o invariante do tensor hidrostatico, ¢ uma constante relacionada
ao material e a funcao k, define o tamanho da superficie de escoamento. Para o caso
do material sofrer encruamento isotropico, a funcao k relaciona-se com a curva tensao-
deformagao uniaxial (Chen e Han, 1988) e pode ser definido por:

k= (17 + %) o(a) (19)

onde o(«) representa a curva de encruamento, que, para o caso linear é dada por
ola) =0,+ Ha (20)

onde o, é a tensao de escoamento inicial, o é o fluxo plastico acumulado e 77 é o médulo
de encruamento.
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Uma das principais diferencas na formulacao do modelo de Drucker-Prager em relagao
ao modelo de von Mises é que agora trata-se de um modelo nao associado (F' # @), e a
funcao de potencial plastico, similar a funcao de escoamento é dada por

(0,04) =/ Jo(s(0)) + np(o (21)

em que 7) ¢ uma constante adicional do material.

Portanto, os gradientes de F' e () para valores constantes do multiplicador plastico,
representado pelos tensores m e n, sao dados por:

20 0 0 100
’ 1 n 22
m; a% \/_ 0 —30 0 [+35[0 10 (22)
0 0 —30 001
20 0 0 100
R ! 1 23
i G s = |0 —30 0 |+35]0 10 (23)
0 0 —io 001

O modulo inelastico, obtido a partir de uma lei associada aos fenomenos de endure-
cimento ou amolecimento, é dado por

H = —%tr(a)%ﬂ (24)

A aplicacao do modelo de Drucker-Prager deve levar em consideracao a singularidade
existente na superficie de escoamento, seu vértice. Portanto, é necessario que seja utilizada
uma estratégia de solucao alternativa durante a aplicacao do algoritmo de integracao das
relacoes constitutivas. No contexto de superficies de escoamento com singularidades tais
como cantos e vértices, varios métodos ja foram propostos, como os de Simo e Hughes
(1998) e Souza Neto et al. (2008). Quando o retorno ocorre no vértice, as funcoes de
escoamento (Eq. (18)) e de potencial de fluxo plastico (Eq. (21)) devem ser alteradas
para (Hofstetter e Taylor, 1991 apud Szabo6 e Kossa, 2011):

F(o,a) =np(o) —k (25)

Q(0,04) = 7p(0) (26)

3 ALGORITMO DE INTEGRACAO DAS TENSOES

Durante a andlise elastoplastica é necessirio que seja realizada a integracao da lei
constitutiva, para que as parcelas elastica e plastica do incremento de derfomacao total
sejam obtidas, sendo este um processo iterativo, devido ao fato do médulo elastoplastico
ser funcao da deformacao plastica. Pelo carater incremental dos modelos numéricos de
plasticidade, deve-se utilizar um algoritmo da classe de mapeamento de retorno capaz de
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obter a atualizacao das tensoes necessaria ao equilibrio das forcas internas na anélise nao
linear.

O desenvolvimento de esquemas eficientes para a integracao das relacoes constituti-
vas, no contexto numérico, ainda é alvo de pesquisas recentes em todo o mundo, prin-
cipalmente por sua importancia nos problemas de engenharia que envolvam deformacao
plastica. Existe uma grande variedade de métodos de integracao, com diferentes niveis de
complexidade (Taqgieddin, 2008).

Atualmente o sistema INSANE conta com dois algoritmos de retorno, o método da
projecao do ponto mais proximo ("Closest-Point Projection") e o método do plano de
corte (" Cutting-Plane").

3.1 Closest-Point Projection

Do ponto de vista fisico, o algoritmo " Closest-Point Projection" é um processo im-
plicito sistematico, que considera um residuo de fluxo plastico para garantir que a funcao
de escoamento no passo atual "n+1" seja igual a zero. Conceitualmente, a ideia do al-
goritmo ¢ bastante simples e consiste numa aplicagao sisteméatica do método de Newton
para o sistema de equacoes dado pelas Eqs. (27), que resulta no calculo da projegao a
partir do ponto mais proximo de um estado de tensao de tentativa sobre a superficie de
escoamento. O algoritmo é explicado abaixo em um contexto generalizado utilizando as
notagoes propostas por Simo and Hughes (1998).

(1) Supor a existéncia de um carregamento plastico, isto é, fl’i‘{l > 0, de modo que

A > 0. Definir o fluxo plastico residual R, 1 e a condicao de escoamento.

(k)
£+1 + 5 aO'fn-‘rl (k)

k k k k
Riuil = k) + A%(wzl e Jfop = f(UfH)h qngl) (27)
—ay iy F oy, Oq fnt1
onde o n+1 = VW(ens1 — éfl(fl) quﬂl = —-VH(«x n+1> e W representa a energia elastica

acumulada.

(2) Calcular o modulo elastico e o modulo tangente consistente:

(k)
Cfﬁl = VW (ent1 —pyy) e fo@l = —VQH(agi)l) (28)
k
(k) 1-1 [CLY + AYs10% 6 fosi] AYp10G g fun
AL = 2 (29)
AYn+10ga [t [Dn+1 + A%y 110¢ qq/n+1]

onde [A;k_zl]_l ¢ uma matriz cujos argumentos referem-se aos moédulos de elasticidade e
tangente.
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(3) Obter incrementos dos parametros consistentes

(k) T A (k) (k)
k fn - [3a-fn+15’ fn+1] An R‘n
AQ%SL _ +1 q +1%n 41 _ (30)

o fn
00 fns10q faid]TAR), L 770
ann+1

(4) Obter incrementos da deformagdo plastica e das varidveis internas

p® (1) 2 .
Agy | |[Cod + A5, fr] 0
k o -1
AO‘7(1+)1 0 [wal) + A%+13§qfn+1]
(k) (31)
Jo f,
k k k O J/n+1
A wazl + AQ'Yr(Lle
ann+l
(5) Atualizar as variaveis de estado e os parametros consistentes
ey = A (32)
iy = ar At (32D)
(k+1) (k) (k)
Avpn = Ay + AQ’Y?}ZH (32¢)

A principal desvantagem associada ao processo iterativo descrito é a necessidade de
se computar os gradientes da regra de fluxo e da lei de encruamento (Eq. 33), pois esta
tarefa pode ser extremamente trabalhosa para modelos de plasticidade mais complexos.

2, f(o,q) 92,f(0,q)

(33)
92, f(o,q) 05,f(0,9)

3.2 Cutting-Plane

O método Cutting-Plane, analisado em Ortiz e Simo (1986), é um processo explicito,
que integra primeiro as equacoes elasticas a partir da tensao no passo anterior para obter
a tensao de tentativa para o passo atual. O principal objetivo deste algoritmo ¢ ignorar a
necessidade de computar os gradientes contidos na Eq. (33). O caso geral deste esquema
envolve as seguintes etapas:

(1) Supor a existéncia de um carregamento plastico, isto &, ffﬁl > 0, de modo que,

A > 0. Definir o fluxo plastico residual R, 1 e a condicao de escoamento.
k k k
= fenalh) (34)
(2) Obter incrementos dos parametros consistentes

00 frt Cﬁﬂ : 0o fl + aafﬁﬂ-hﬁﬂ
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(3) Atualizar as variaveis de estado e os parametros consistentes.

(k+1) (k)
Ent1 = En U+ A n+1‘90' nt1 (36a)
k+1
q’SL—; ) = qn+1 + A27n+1h’n+1 (36b)
k
A/Y?g—::_[l = A/yn—i-l + A2711—4—1 (36C)

A convergéncia do algoritmo para o valor final das variaveis de estado é obtida a uma
taxa quadréatica. Essas taxas quadraticas de convergéncia sao alcancadas aqui apesar
da simplicidade apresentada pelo método, o que, acabam tornando o algoritmo de plano
de corte muito atraente para os calculos de grande escala em modelos mais elaborados,
principalmente nos codigos explicitos, que nao requerem a solugao de um sistema global
de equacoes de equilibrio.

4 OPERADOR TANGENTE CONSISTENTE

Para se obter a taxa de convergéncia quadratica durante a aplicacao do método de
Newton-Raphson na solugao de algoritmos como o " Closest-Point-Projection", um passo
crucial é utilizar o tensor tangente consistente (Simo e Hughes, 1998). O conceito de
modulo tangente consistente foi formalizado por Simo e Taylor (1985) e, posteriormente,
reapresentado por diversos autores.

O procedimento para se obter o tensor constitutivo tangente, envolve o célculo da
derivada da tensao o, relacionada & deformacao final, €, ;. Por esta razao, as derivadas
de todas as variaveis internas que aparecem no procedimento de atualizagao de tensao cor-
respondente tém que ser avaliadas (Szabo e Kossa, 2011). O mddulo tangente consistente
é definido como

oo™
E(k) — n+1 (37)
€Pn k
i 852 JZI

Como ja discutido anteriormente, cada modelo tem suas particularidades e pode con-
ter tantas variaveis quanto necessario para a descricao adequada do comportamento do
material e, dependendo do modelo, tais variaveis podem ser escalares, vetoriais ou tenso-
riais (Souza Neto et al., 2008).

4.1 Operador Tangente Consistente para o modelo de von Mises

O tensor tangente consistente para o modelo de von Mises com encruamento misto é
dado por:
A6G? A 1
~trial Idwkl 6G2 ~trial

Ez]kl Ez]kl ) N”+1ij Nn+1kz (38)

onde G & o modulo de elasticidade transversal, I; é a projecao do tensor desviador, N,

é o vetor de fluxo unitario e g% ¢ a fun¢ao da deformagao elastica teste dada por:

ar = \/3Ra(sii) (39)
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4.2 Operador Tangente Consistente para o modelo de Drucker-
Prager

Para o modelo de Drucker-Prager existem duas possibilidades para o médulo elasto-
plastico consistente: um modulo para quando o retorno ocorre na parte suave do cone e
outro para quando o retorno acontece no vértice.

O modulo tangente consistente para o retorno na parte suave do cone é dado por:

)‘\ .
Ej ;= 2G +2G D,;D
( V2 He%“fH) (ﬂuggmu ) T o)
_\/—GAK(TZDz‘j5kl +76;; D) + K(1 — KnnA)di;om

em que K ¢ o modulo volumétrico dado por

E
K=50=9 (41)

o tensor de segunda ordem D é:
g€ trial

e trial
sl

e A é definido por

1
G+ Knn+&H

(43)

sendo n, £ e 7 constantes relacionadas ao material.

5 EXEMPLOS NUMERICOS

Com o objetivo de validar as implementacoes sao apresentadas duas simulagoes nu-
méricas realizadas com os Modelos Elastoplasticos de von Mises e Drucker-Prager imple-
mentados no INSANE. Para tanto, os resultados obtidos sao comparados com resultados
existentes na literatura.

5.1 Viga Engasta em Balanco

Este exemplo trata do colapso de uma viga engastada em uma das extremidades. As
caracteristicas geométricas, as condicoes de contorno e as malhas utilizadas nos modelos
estao ilustradas na Figs. 4 e 5.

As propriedades adotadas para o material estao na Tabela 1.
Lubliner (1990) fornece de forma detalhada a soluc¢ao analitica para a carga limite de
colapso da viga apresentada neste problema, que pode ser obtida por
o, bh?
4L

Eimite = (44)
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P b =50 mm

S

A
D h =100 mm

Figura 4: Geometria da viga em balan¢o submetida a carregamento na extremidade livre.

ARTLRRY

L = 1000 mm

(a)

(b)

Figura 5: Malha de elementos finitos para a viga em balango submetida a carregamento na
extremidade livre (a) Malha de elementos Q8. (b) Malha de elementos Q4.

Tabela 1: Parametros do Material

Modulo de Elasticidade FE = 210G Pa
Coeficiente de Poisson vr=20,3

Tensao de escoamento o, = 0.24G'Pa

em que b e h sao a largura e a altura da se¢ao transversal, respectivamente, e L. o compri-
mento total da viga. Para a geometria e propriedades do material apresentados, o limite
de carga analitico é

0,24 x 0,05 x (0,1)2

— 30kN 4
4x1,0 S0k (45)

Eimite =

A partir destas informacoes, procedeu-se com o ajuste dos parametros para a obten-
cao da solucao numérica utilizando o modelo elastoplastico de von Mises, considerando
plasticidade perfeita, analise sob condi¢oes de Estado Plano de Tensao (EPT), método
de controle de deslocamento generalizado com incremento de 0,015mm e tolerancia de
1 x 1073, Foram feitas duas simulacoes, adotando-se a malha com 2 x 50 elementos qua-
drilaterais de oito nds e 4 x 100 elementos quadrilaterais de 4 n6s como visto na Fig.
5.

A Figura 6 mostra a solugao numeérica obtida, apresentado o deslocamento vertical
resultante a partir da carga aplicada para cada incremento. Para o modelo de elementos
finitos de quatro nos, a carga alcancada no ultimo passo foi de F' = 31,23k N, apresentando
um erro relativo de 4,11%. O modelo de elementos finitos de oito nds apresentou um nivel
de carga de F' = 30,47kN, resultado que estd em concordancia com o limite tedrico
estabelecido, com um erro relativo de 1,57%.
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—~—Modelo von Mises Q.4
Modelo von Mises Q.8

Carga aplicada, F (KN)

— Limite de Carga Analitico

) 10 20 30 40 50 B0 70 80
Deslocamento vertical do né carregado (mm)

Figura 6: Curva Carga x Deslocamento Vertical para a viga em balanco.

5.2 Sapata Corrida

O colapso de uma sapata corrida foi analisado por Souza Neto et al. (2008). O
problema consiste em uma base retangular, com uma largura B e comprimento L, apoiada
sobre o solo (assumido como um meio infinito), submetida a uma pressao vertical P. A
Figura 7 ilustra a geometria do problema.

Figura 7: Sapata corrida: definicao do problema. Adaptado de Souza Neto et al. (2008)

O objetivo desta andlise é determinar a pressao sob a qual ird4 ocorrer o colapso da
base. Os parametros do material estao na Tabela 2.

Tabela 2: Parametros do Material

Modulo de Elasticidade E = 10"kPa
Coeficiente de Poisson v=0,48

Coesao c =490 kPa

O solo foi modelado considerando-se o critério de Drucker-Prager, que é sensivel a
pressao hidrostatica e, portanto, adequado a este tipo de analise. Devido a simetria apenas
a metade da secao transversal foi discretizada, utilizando uma malha de 140 elementos
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quadrilaterais de oito nos, anélise sob condigdes de Estado Plano de Tensao (EPT). Na
solucao foi adotado o método de controle direto de deslocamento com incremento de
deslocamento vertical de 3.75 x 1077 m no ponto de simetria e com tolerancia de 1 x
10~3. Para simular o dominio infinito, a malha de elementos finitos foi discretizada com
profundidade, largura e altura de 5,0 m conforme Fig. 8. Considerou-se também que a
sapata ¢ rigida e sem atrito na interface solo/sapata.

P

1( B/2=0,5m

5m

Figura 8: Sapata corrida: Malha de elementos finito. Adaptado de Souza Neto et al. (2008)

Somente a lei associativa (¢ = 1 = 20°) foi considerada durante a analise. A Figura
9 apresenta a comparagao entre o resultado obtido com o critério de Drucker-Prager e a
solugdo estabelecida por Prandtl (Souza Neto et al., 2008).

Plim
C

~ 14,8 (46)

O limite de carga normalizado obtido a partir do modelo numérico foi de Py,,/c =
14,61, um resultado muito préximo do limite estabelecido por Prandtl, apresentando um
erro de aproximadamente 1,28%.

[
/ =+—Solucdo de Prandtl

Pressdo Normalizada, P/c

a4
/ ===Modelo de Drucker-Prager

T
o 0,0005 0,001 0,0015 0,002 0,0025 0,003 0,0035 0,002

u/B

Figura 9: Curva Carga x Deslocamento Vertical normalizado.
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6 CONCLUSAO

Este trabalho apresentou a formulacao para modelos constitutivos elastoplésticos, se-
gundo o Ambiente Teérico-Computacional para Modelos Constitutivos desenvolvido por
Penna (2011), enfatizando os critérios de von Mises com encruamento misto e Drucker-
Prager com encruamento isotropico. No desenvolvimento deste texto foram apresentadas
as equacoes necessirias para a implementacao destes modelos no ambiente computaci-
onal INSANE. Além disso, também foram apresentadas as equacoes necessarias para a
implementacao dos algoritmos de retorno " Closest-Point Projection" e " Cutting-Plane",
necessarios para a integragao das relagoes constitutivas que regem o comportamento do
material.

Foram apresentados dois exemplos numéricos, com o objetivo de verificar a imple-
mentacao dos modelos, sendo observado, em ambos os casos, que os resultados obtidos
foram satisfatorios se comparados aos resultados presentes na literatura.

A continuacao desta pesquisa objetiva implementar novos modelos constitutivos no
sistema, além dos mencionados neste trabalho, como os modelos de Tresca e Mohr Cou-
lomb. Os modelos de Rankine, para materiais sensiveis a pressao hidrostatica e o modelo
de Ottosen, para o concreto também ja estao implementados e estao em fase de testes.
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