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Resumo. O problema de tomografia por impeddncia elétrica consiste em determinar a dis-
tribuicdo de condutividade elétrica de um meio a partir de medidas tomadas na fronteira do
corpo. Esse problema tem diversas aplicacoes em medicina com a deteccdo de tumores e mo-
nitoramento de apneias, em geofisica e ciéncias ambientais com a localizagdo de depositos
de minerais e monitoramento de fluidos, e na engenharia com a detecgdo de corrosoes em es-
truturas. Neste trabalho, objetiva-se reconstruir um conjunto de inclusdo com coeficientes de
condutividade elétrica distinta do meio, submetendo o corpo a um conjunto de fluxo elétrico e
medindo a correspondente distribuicdo de campo elétrico sobre sua fronteira. Como esse pro-
blema é escrito na forma de uma equacdo diferencial parcial sobredeterminada, a ideia bdsica
consiste em reescrevé-lo na forma de um problema de otimizagcdo. Em particular, objetiva-se
minimizar um funcional de forma que mede a diferenca entre os potenciais medidos e cal-
culados numericamente. Sobre a solucdo do problema inverso, ambos potenciais coincidem.
Sendo assim, o referido funcional é minimizado utilizando o conceito de derivada topologica
de primeira e segunda ordem. Cabe esclarecer que a derivada topologica de primeira ordem
ndo fornece informagdo suficiente para resolug¢do de problema inverso, apresentando seus va-
lores criticos sobre a fronteira do dominio devido a elipticidade do problema. Por ouro lado
serd mostrado que a derivada topolégica de segunda ordem consiste de termos ndo locais que
corrigem referidas discrepancias, conduzindo a solug¢do do problema inverso.

Keywords: Problemas Inversos, Tomografia por Impeddncia Elétrica, Andlise de Sensibilidade
Topologica
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1 INTRODUCAO

Apresenta-se neste trabalho o problema de EIT (Electrical Impedance Tomography), cujo
objetivo é determinar a condutividade elétrica de um corpo a partir de medicdes eletromagné-
ticas em sua superficie. Esse problema tem diversas aplicagdes, dentre as quais podemos citar
as aplicacdes em ciéncias médicas com na detec¢do de tumores Bertero and Boccacci (1998);
O. Scherzer and Lenzen (2009) e monitoramento de apneias, em geofisica e ciéncias ambientais
com a localizacio de depdsitos de minerais e monitoramento de fluidos e na engenharia com a
deteccao de corrosdes em estruturas.

O problema de reconstru¢do da condutividade elétrica € considerado um desafio ndo apenas
por ser nao-linear, mas também por ser mal posto, o que significa que pequenas mudancas na
condutividade elétrica pode resultar em alteragdes grandes dos dados medidos.

Uma importante classe de métodos s@o os baseados em expansodes assintoticas, onde supoe-
se a condutividade constante por partes. Vdrios algoritmos vem sendo propostos para resolver
situacoes particulares contendo informagdes adicionais sobre os dados ou a configuracao subja-
cente. Por exemplo, em Ammari (2003); Bruhl (2003); Cheney (1999), o meio de base € assu-
mido suave (com condutividade conhecida) e contém um certo niimero de pequenas inclusdes
com uma condutividade mais alta ou mais baixa. Em Hintermiiller et al. (2012), considera-se
uma expansao assintotica topoldgica de segunda ordem, de um funcional de forma que mede a
diferenca entre os valores dos campos medido e calculado numericamente, para iniciar um algo-
ritmo com base no Método Level-Set. Contudo, o uso dessa classe de método requer introduzir
um termo de regularizacdo ao funcional objetivo.

Apresentamos um método direto baseado em expansdo assintética do mesmo funcional
adotado em Hintermiiller et al. (2012), onde os termos principais sdo conhecidos como deri-
vadas topoldgicas de primeira e segunda ordem que sio utilizadas para detectar a localizagdo
bem como o tamanho das inclusdes, em um unico passo. Como o método resultante ndo € ite-
rativo, dispensa-se a introdu¢do de termos de regularizacdo ao funcional objetivo. Além disso,
apresentamos uma maneira mais sucinta de se expandir o funcional custo e conseguimos uma
representacdo mais simples desta expansiao em relacao a Hintermiiller et al. (2012), o que per-
mitiu propor um novo método de resolu¢cdo do problema inverso da condutividade baseado na
minimizacao da expansdo assintdtica resultante em relacdo aos parametros de interesse, a saber,
tamanho e posi¢do das inclusdes.
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2 FORMULACAO DO PROBLEMA INVERSO

Considere um dominio {2 que representa um dado corpo que possua a capacidade de condu-
zir eletricidade em seu interior e cujo coeficiente de condutividade elétrica seja k*(z) > ko > 0
uma funcdo escalar mensurdvel e limitada, desconhecida, com = € (). Seja o corpo €2 subme-
tido a uma corrente elétrica conhecida () sobre OS2, onde Of) representa a fronteira Lipschitz
continua de ). Assume-se que a corrente elétrica () produz um potencial elétrico u que € lido de
alguma forma em parte da fronteira I',,, C 0€). Tem-se entdo que a partir da leitura u = U sobre
I',., objetiva-se encontrar a condutividade elétrica k*(x) do corpo € satisfazendo o seguinte
problema de valor de contorno sobredeterminado

)
divig(u)] = 0 em (2,
q(u) = —k*Vu,
(1)
q(u)-n = Q sobre 02,
\ u = U sobre I,,.

2.1 Tomografia por impedancia elétrica

Sobre as condicdes ja enunciadas sobre 2 e I',,,, considere o problema valor de contorno (1),
onde a condutividade elétrica k*(z) é desconhecida. Assim, consideramos o seguinte problema
Problema 2.1. Dada uma excita¢do de Neumann Q) € H~Y2(00), encontrar k* € C.(Q2) a
partir de observagdes do campo U sobre T, C 909, isto é, de foma que exista u[k*] € H'(Q)
que satisfaca (1), onde

N
C,=q0el™Q):p=k 19—2(1—%)1%. wi CQewNwj=0sei#jp. (2)

i=1
Aqui, 1, denota a fun¢do caracteristica do conjunto w;, v;, k € R™ sdo conhecidos.

Assumimos que cada w; mensuravel e simplesmente conexo. Além disso, uma vez conheci-
dos os valores de £ e dos contrastes -;, esse problema se resume em um problema caracterizagao
de um conjunto 6timo w* = | J; w;, [ = {1,2,--- , N}, tal que

ko sexe\w
k* = 3)

vk sex € w;.

O objetivo deste trabalho é tratar a reconstru¢do de k* via andlise de sensibilidade topo-
l6gica. Para isto, supde-se que existam anomalias em {2 que torna a condutividade elétrica
constante por partes.

2.2 O problema de otimizacao

Apresentamos como tratar o problema (2.1) via um problema de otimiza¢do de um funcio-
nal de forma.
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Figura 1: Corpo com anomalias

Assim, para cada excitagdo @;, i € {1,--- ,M},0 < M € N, seja u; solugdo do seguinte
problema de Neumann:
(
div[g(u;))] = 0 em )

q(u;) = —kVu,

q(u;)) -n = Q; sobre 0} “)
faﬂ Q =0
. frm U; = me UZ'7

sendo k constante por partes.

Consideremos o seguinte funcional de forma

V00 = Tl ) = 3 / (ui — U, )

onde u; é solugdo de (4) dado @);, U; é a medida do potencial elétrico sobre I',,, correspondente
a corrente elétrica (); e y € a fungdo caracteristica de ).

Proposicao 2.1. Sejam k* o coeficiente de condutividade que deseja-se reconstruir e u; solucdo
de (4),i =1,--- ,m. Entdo, se k = k*, tem-se que u; = U; para todo i € {1,--- ,m} sobre
[y, Portanto o funcional 1)(x) atinge um minimo.

Tendo em vista a proposicao 2.1, observamos que a solu¢ao do problema (4) ird coincidir
com o dado U; lido na fronteira de {2 quando k£ = k*, o que implica que o funcional (5) atinge o
minimo. Assim, encontrar a fun¢do k* que minimiza o funcional (5) € equivalente a encontrar
o conjunto de inclusdes desconhecidas no interior de ) considerando k* constante por partes.
Uma forma de abordar essa classe de problemas inversos € utilizando o conceito de derivada
topoldgica que serd apresentado a seguir.

Sem perda de generalidade, consideraremos apenas uma medida U sobre I',, C 0. A
extensao para mais medidas € trivial.
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3 CONCEITO DE DERIVADA TOPOLOGICA

A Andlise de Sensibilidade Topolégica Novotny and Sokotowski (2013) fornece um de-
senvolvimento assintético para um funcional de forma 1)(y), cujo termo principal é a derivada
topoldgica, que mede a sensibilidade do funcional com respeito a uma pertubacio singular
(furo, inclusao, termo-fonte).

Considere um dominio aberto e limitado €2 sujeito a uma perturbagdo confinada a regido
we(Z) = T + ew. Sendo & um pontos arbitrério de 2 e w dominio fixo.

D
—>

Figura 2: Representacido do dominio perturbado.

Consideremos a func¢do caracteristica associada ao dominio topologicamente perturbado,
T = X (T ).

Para o caso do problema inverso de EIT, consideramos inclusdes de coeficiente de condu-
tividade constante e tém-se que x-(Z) = 1o + (1 — 7)1z (), onde v € R* € o contraste da
propriedade material do meio.

Assume-se entdo, que o funcional de forma associado ao dominio topologicamente pertur-
bado, admite a seguinte expansio assintética:

D (xe(2)) = »(x) + f(e)Drb(2) + o(| f(e)]), (6)
onde
* f(e) é uma fungdo positiva tal que li_r)roz@ = 0.

* A fungdo D71 : 2 — R € a derivada topoldgica de primeira ordem do funcional ¢(x);

o€ _ .

* E oresiduo o] f(¢)|) é tal que lgz_r)ré iG]

Note que, como desejamos introduzir pertubacdes em () de forma a minimizar w(xg), a
derivada topoldgica de primeira ordem nos fornece uma direcao de decaimento desse funcional.
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4 EXPANSAO ASSINTOTICA DO FUNCIONAL DE FORMA

Apresentaremos agora o desenvolvimento do problema de minimizacdo do funcional (5)
via andlise de sensibilidade topoldgica.

4.1 Expansao Assintética Topologica de segunda ordem

Podemos generalizar o conceito de derivada topoldgica para vdrias perturba¢des no domi-
nio. Além de fazermos isso, vamos considerar um termo a mais na expansao do funcional. Esse
termo € a derivada topoldgica de segunda ordem e, conforme veremos, além de um termo cor-
recdo da expansdo, quando consideramos vdrias inclusdes € este termo que captura a interagao
entre as mesmas.

Considere um dominio €2 perturbado através da nucleacdo simultdnea de N inclusdes
B.,(z;), i = 1,--- N, onde B.,(z;) C 2 é uma bola de centro em Z; e raio ¢; que estd
associada a uma condutividade k;, com B, (;) N B, () = 0 se i # j.

B

@)
— .
Entdo, denotando por & = (2, -+ ,Zn) e e = (g1, ,en), admitimos que
D (x=(8)) = 000 + F0) - Dro(@) + 3 D3 (o) - ) +oll 7)), )

Consideremos ainda o funcional de forma associado ao dominio topologicamente pertur-
bado

B(xe) = T (1) = / (us — U)". ®)

Sendo u. € solugdo de

divige(u:)] = 0 em 2
ge(us) = —7:kVue
¢-(u:) - n = @ sobre O
Jou@ = 0 ©)
frm Ue = meU
[u] = 0 sobre | JY | 9B, (i;)
| [e-(u)]-n = 0 sobre | JY | 9B, (i;)
CILAMCE 2015
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onde

1, sex e N B.(%

’_)/8 _ \ szl 51( ) (10)
Yi, S€ T - Bal(j:z)7

e ; € o contraste da propriedade material do meio em cada inclusdo B, (z;).

Afim de identificar f(¢) e calcular Drt)(Z) em (6), € necessdrio conhecer o comportamento
de u. com respeito ao parametro €.

Para expandirmos u., admitimos

ue(x):u(x)—l—z wi(w/e;) + elii(x) + bi(x/e) + et (@) + Y (W (x/e;) + eletul ()
=

+ Ge(z). (11)

Sendo k constante em 2, temos que a solu¢cdo v do problema (4) é harmdnica em (2, de
classe C"*° no interior de 2. Portanto, podemos tomar a seguinte expansao em Taylor: se z € By,
entao

w(z) = uw(Zy) + Vu(zy) - (x — ;) + %VQ (&) (z — )%+ 'Vg u(Zy) (z—2)>+ 'V u(&) (x—)4,

3! 41
(12)
onde & = &/(x) é um ponto intermedidrio entre x e ;.
Sobre 0B, temos que [¢-(u:)] - n = 0. Logo
. . 1
0=—k(1—5)Vu(d;) n+ek(l—v)Vu(i)n - n—aefk(l — ) V3u(d)n® +3‘ fu(&)nt

+ Z [g-(w)] - o+ €2k (1 — )0ty + [qe ()] -+ eXk(1 — 7,) Oty
+ [[qE ]] + 6262k(1 — %)&Lug(x) + [[qe(ﬁe)]] -n. (13)
J#z

Assim, para i = [, escolhemos w;(z/¢;) solu¢do de

(

div[g-(w;))] = 0 no R?
g(w;)) = —7kVuw; no R?
w;, — 0 no oo (14)
[wi] = 0 sobre 0B, (%;)
| lg-(w)] - n = k(1 —)(Vu(i;) -n—eV*u(z;)n-n) sobre 9B, (i;)
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Logo, em R? \ By, w;(z/g;) = <€?gz' + €§Lhi)pi, onde

1 1 1

gi = ————=Vu(@;) - (z — ;) e hy = ~———V?u(2;)(z — ;)% (15)
|z — 2| 2 ||z — &|*
1—;
Note que
g2 (x—2;) @ (x —Iy)
Vw, = pj———— (T =2 _ Vu(z;) + Ri(e), 16
W= ||x—xiu2< lo— &P ) uld:) + Rale) (10

onde R (g) = e}Vh;.
Note que, sobre 0B;, x = &, + €;n;. Assim, Por Taylor temos que

sendo a matriz A dada por

1 (T; — ;) @ (& — Ty)
A= pi PPN =2 S a2 :
12 — 25| 12 — &5

(18)

Ro(e) = pi’L (1 ol _f") ® (z= x)) Vu(d;) — 2 AVu(@;) + Ra(e). (19)

|z — &2 |z — &2

Logo, escolhemos ﬁ)g , J # 1, tais que

divig.(w})] = 0 no R?
(@) = —kVa] no R’
W = 0 no oo (20)
[@/] = o sobre 0B¢;(%;)
\ lg-(@)] -n; = k(1 —~;)e2AVu(@;)-n; sobre dBe;(i;).

Assim, @) (z/¢;) = pjﬁAVu(ii) (x — ;) se x € R*\Bej(i;).

Sobre 02 temos w;|ao = (c2g; + €1 h;) ps.

Portanto construimos u;, ¢ = 1,--- , N, satisfazendo
( . ~
divlg(is)] = 0, em
ﬂz‘ = —kZV’[LZ, cm Q,
q(t;) 2
q(;) -n = —piq(g;) -n, sobre O
| f]_"m u = —p; fpm 9i-
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Sendo k constante em {2, temos que a solucdo u; do problema (21) é harmonica em (2,
de classe C™ no interior de (2. Portanto, se v € B, 4;(x) = (%) + V(%) - (v — &) +
sV20,(&) - (x — 2;)?, onde & = &(z) é um ponto intermedidrio entre z e Z;.

Portanto, escolhemos w; de forma a compensar os termos da ordem de 522, isto €, fazendo
1 =1lem (13)

div[g.(w;)] = 0, no R2?
g-(w;) = —:kVuw, no R?,
w; — 0, no oo, (22)
[w;] = 0, sobre 0B, (%;)
| lo-(@)]-n = ikl =) (Vay(@:) - n+ 5VPu(@)n®)  sobre 0B, ().

Assim, sobre OS2, W;|sn = <g§§i + 5?Bi> Di,
onde G = i V(i) - (v — &) e tildeh; = §—p Viu(i) (v — 2:)°

Agora, escolhemos 1; afim de compensar as discrepancias da ordem de ¢} geradas por w;
e w; sobre a fronteira exterior 0S2, ou seja,

( -
div[g(z;)] = 0 em ()
- (23)
q(w)-n = —piq(h; + gi) -n, sobre 9N
\ Jr. U = —p; Jr i+ g

As camadas limites @f}f também produzem discrepancias sobre 0f2, que sdo compensadas
por u!. Ou seja, denotando
. 1
0] = ———=AVu(z;) - (x — &), (24)

bl =l

construimos v tais que

( divig(u])] = 0 em ),
q(u{ ) = —kVuz em (), 03)
q(ul)-n = —p;q(0])-n, sobre 0N
L frm ug = =P frm ‘95
Note que sobre 0f) temos
N N
U = “+Z [efpigﬁefpihﬁ—efai+5?pi§i+€?piﬁi+€fﬁi—i—z (5?5?@9{—%8?65@)} +1.. (26)
i=1 i
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Logo, construimos . de forma a compensar os termos de mais alta ordem e de tal que a
condi¢do de compatibilidade seja satisfeita, ou seja,

( ~
divig:(i)] = 0 em ©,
Q€(ﬁ€) = _’Vskvfas em (),
- N -
qe (ae) no= —= Z 5?QE (hz) -n sobre 02
_ ZEI )
frm Ue = — ; & Ir,, hi
[a] = 0 sobre | Y, OB, (i),
N N N
lg-(a)] - n = > elgt + 21 e2(e2g? + Z £39ij) + Zp L Ry(e) sobre N, 9B, (i),
i=1 iz
\ J?ﬁl

27)

Onde, gf = k(l—%)%V‘*u(é})n‘L, gf = k(l—%)ﬁnfaz € gij = k(l—’yj)mAVU({il)(fE—iJ)

Tendo em vista a expansao assintética considerada anteriormente, apresentamos a expansao
para o funcional associado ao dominio perturbado.

Escrevendo u. = u + ¢., com

N N
goezz w2+€uz+wz+5uz+2w+€f§f) + T, (28)
=1
j#
tem-se
blxe) = / (ut g — UP = d(x) +2 / (w—U)p. + / 2. (29)

Conhecendo as solugdes explicitas para w; e w; podemos escrever

N
Pelon = > |E20ilgi + W) + £} pilha + G + W) + 5 pih +Ze (p;07 +ul) | +a.. (30)

i=1 j=1
J#i

Assim, temos que

/Fm(u—U)% :i lef/rm(u—U)(PigiJrﬂi)Jrsf/ (uw—"U)(pi(hi + i) + ;)

Im
2

+ > Enle), (BD

m=1

N
IGEE / (u— U)o, + )

j_
J#i
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sendo

N -
=y el o (u=Uhi e &(e) = [r, (u—U).. (32)
i=1
Para o tltimo termo em (31)

N 9 15
2 _ 2 - 77 -
Z;wf—ﬁm(gkmm%+w0 22 Eulo) (33)

onde
N ~ ~
Exe) =2, z 2pigi + W) 2 e (il + i) + i)

(e :2fF ( ed( ihi+§i)+ﬁi>)2

=2, 2 ol + ) (3 oo+ )
J#%

) =2y, 2 et + ) (3 clothi+ )+ )
J#%

— me (ﬁ:ljﬁ/:l 5?5?(/)]'9? + u ))2
J#Z

= Jr., 266/1 Z 2 (pigi + W)
&) =2, ZE pih Z Hpihi + gi) + )
(@) = i, (Zepihi)Z
Enie) = f. Zemh%

512 =2 fI‘ Us Z ngz =+ Uz)

(34)

Ei3(e) =2 [;. UEZ (pi(hi + @) + ;)
Eule) = [, e Z eSpih;

=1
815 fpm

Logo, substituindo (31) e (33) em (29), obtém-se

I'm
N

+/ (Zg?(pigi+ﬁi))2+g<§). (35)

i=1

bixe) = +22[ [ =+t [ v+ + i)

SFE / (u— U)o, + )

i
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Note que os problemas associados a @i;, @; € a uﬁ que aparecem nas trés primeiras integrais
em (35) deveriam ser resolvidos para cada ponto z;. Para evitar este trabalho podemos substituir
esses termos por estados adjuntos que ndo dependem do ponto. No entanto, como a quarta
integral envolve um termo quadrético em 1;, ndo podemos substitui-lo por um estado adjunto.
Portanto, consideraremos apenas o estado adjunto associado a @; e a uf .

Temos que u; satisfaz

u; € (2 : /q(a» : vn+/ piq(hi + ;) -mn =0, Vn €V, (36)
Q m

com

[}iz{@iEHl(Q)é/ SOi:—Pi/ hi+§i} ef}:{@eHl(Q);/ @IO}-
m m o2

Assim, considere v € V tal que

/Q(v)-WZQ/ (u—=U)n. (37)
Q m
Entdo, escolhendon = vem (36) e n = ﬁi + @; em (37) com P, = (h; + i) p; temos

/Qq(ﬁ,-)-w+/m piq(hi+G;)-nv =0 e /Qq(u)-v@wi) :2/ (u—U) (i +¢;). (38)

m

Utilizando integra¢do por partes em (38), podemos verificar que

Z/m(u —U)u; = /Qq(v) - Vi, & —/ piq(hi + §;) - nv.

m

Logo a segunda integral em (35) se escreve como

2 / (1= U)(ps(hs + o) + ) = 2 / (w— Uk + o — / pua(hs + ) - nv. (39)

m m

De maneira andloga, podemos escrever a terceira integral em (35) como
2 [ w-U)o0l +d) =2 [ w00~ [ pialél) . (40)

Portanto, substituindo (39) e (40) em (35), tem-se

N
Vi :¢(X)+Z 28?/ (u=U)(pigi+iis)+e; (2/ (U—U)(hﬁ—gi)m—/ q(hﬁ@)m-nv)
i=1 m - .
N | | . L
+;5?€§ (Q/Fm(u—U)Pj@f—/Fm Pjﬂ@-)-nv) +/Fm (;e?(pigi+ui)> LEE).
J#
(41)
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5 METODO PROPOSTO

Apresentamos agora o método direto proposto para a solu¢do do problema. Considerando
a expansdo truncada desconsiderando e termo £(¢) e o valor constante () obtemos a forma
quadrdtica em v := (g%, -+ | €3)

U (2, a) = Dpp(2) - o + %D%@b(ﬁ:)a e (42)

que possui um minimo global absoluto.

Como o objetivo é encontrar o par de vetores (2, €*) que minimizam (42), sendo z* = (z7,---

* * . . ., ~ . .
ea* = (2", &%), primeiramente fixamos a varidvel & e otimizamos com respeito a «, en-
contrando assim o = a* ().

Portanto, derivando (42) na direcdo de « e igualando a zero, obtemos
Dy (&) = —Drip(2). (43)

Logo, o valor 6timo para o* é dado por
. -1 .
o = — (D3(#)) " Dro(@).
Substituindo, a* em (42) obtém-se

U(z,a") = Dryp(z) - . (44)

Assim, o par de vetores (Z*, a*) que minimizam (42) é dado por

i = Argmin {Dry(2) - 0"} e o’ = — (D (") Dro(a”).

Algoritmo Proposto

Na se¢do anterior, apresentou-se o método proposto para se determinar a solucao numérica
do problema inverso de condutividade. O Algoritmo 1 descreve a busca exaustiva feita em um
subgrid considerado no método. Os dados de entrada do algoritmo sao:

* Um nimero N de anomalias que se deseja encontrar;

* O vetor D) e a matriz D2,

* O tamanho do grid em que o sistema € resolvido, dado por ng;
* Uma indexag¢@o ¢g do grid, com entradas dadas pelo valor i,,.

Como resultado, o algoritimo fornece a localizagdo e tamanho 6timos das anomalias, (Z, o),
e o valor minimo do funcional dado por (44), representado por S*.
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Algoritmo 1: Pseudocddigo

1. Entradas: N, n,, ig,
2.04-0, 8¢ 0e S* ¢ 0

3.parai; < 1 atén facga

4. parai, < 1 até n, faca

5

6. parai, <— 1 até n, faca

7 Drp ¢ [—ai(in), —as(ia), - - s —am (in)] " )

2h11(71) hia(i1,2) -+ han(i1,in)

g D24 ¢ h21(7i2,7?1) 2h22.(i2) h2N<Zl2a7;N) ;
I hni(in, 1) Pmo(in,i2) -+ 2hyn(in) |

9. o < D2t % Dy

10. seeg,>0Vk=1--- N faca

11. S <+ D) -«

12. se S < S*faca

13. S* <+ S;

14. a* —

15. x* — [iq,- -, inl;

16. fim se

17. fim se

18. fim para;

19.

20. fim para;

21. fim para;

22. retorna S*, x* e a*.
b

Tabela 1: Representaciao do algoritmo de otimizacao.

CILAMCE 2015
Proceedings of the XXXVI Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Ney Augusto Dumont (Editor), ABMEC, Rio de Janeiro, RJ, Brazil, November 22-25, 2015



Derivada Topologica de Primeira e Segunda Ordem no Problema de Tomografia por Impedadncia Elétrica

6 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Nos primeiros experimentos apresentados a seguir, o coeficiente de condutividade térmica
na matriz vale k,, = 1.0 e o da inclusao vale k; = 2.0. Subdividimos a fronteira de 2 conforme
a figura (3). Nesta figura, a regido mais escura sobre Jf2, simula 16 eletrodos distribuidos
uniformemente ao redor do corpo (2. Estes eletrodos sdo escolhidos aos pares para injecdo e
drenagem de corrente elétrica ();, deixando para cada escolha, os demais com uma condi¢do de
Neumann homogénea. Podemos, dessa forma, ter o caso de leitura completa do dado U, isto
é, quando I',, = 0f2, e o caso de leitura parcial de U, quando a leitura é feita apenas na regido
onde estdo os eletrodos.

N 7
FARCN

Figura 3: Simulacao do problema real

Qout

Observamos que a derivada topoldgica de primeira ordem nio € suficiente para detectarmos
a anomalia, uma vez que ela atinge os valores mais criticos na fronteira (Figura 4), devido a

elipticidade do problema.

(a) Target (b) Derivada Topolo-
gica

Figura 4: Derivada topoldgica de primeira ordem para apenas uma inclusao.

Para contornar esse problema, em geral o que se faz € regularizar o funcional custo e utilizar
métodos interativos, ver por exemplo os trabalhos de A. De Cezaro and Tai (2013); Hintermiiller
et al. (2012); Ammari (2003); Bruhl (2003); Cheney (1999).

Quando, ao invés de tratar o problema desta maneira usual, olhamos para o préximo termo
da expansao percebemos que a derivada topoldgica de segunda ordem corrige a discrepéncia
sobre a fronteira introduzida pela derivada primeira. Além disso, € na derivada segunda que
percebemos as interagdes entre as anomalias.

Aplicamos agora o algoritmo descrito na se¢do 5 para vdrios exemplos afim de demostrar
a eficiéncia do método proposto. A possivel solugdo 6tima & = (xq,--- ,xy) é tal que cada
it =1,---, N, pertence a um subgrid do grid de célculo.
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Inicialmente, destacamos que € necessario considerar um grid razodvel de busca da solugdo.
Considere trés subgrids de tamanhos diferentes, conforme a figura 5. Em 5(a) e 5(b) o centro
real da anomalia ndo pertence ao conjunto de nds do subgrid e neste caso o método fornece
como solugdo um dos pontos mais proximos da solucao real. Quando o centro do target pertence
ao conjunto de nds do subgrid de busca 5(c), a solu¢do = coincide com o centro do farget.

(b)

Figura 5: Malhas de busca da solu¢ido: O circulo em vermelho representa o target e em preto a solucio
encontrada. Em (c) o centro do farget pertence ao conjunto de nos do subgrid de busca, e o centro da
solucio coincide com o centro do farget .

Assim, a partir de agora, fixaremos um subgrid que nos fornece uma boa relagdo entre
solugdo e custo computacional, ja que o algoritmo de busca depende do tamanho deste subgrid.

6.1 Leitura completa
Neste caso, a leitura do dado U é feito sobre toda a fronteira OS2, ou seja, I',,, = 0S2.
Procurando por um niimero desconhecido de anomalias

Supomos que o nimero real de anomalias € desconhecido e faz-se sucessivos experimentos
afim de encontrar o nimero correto de inclusdes. Consideramos nestes experimentos uma tnica
leitura do dado U.

Nestes casos, quando o ndmero de inclusdes buscadas € menor que o nimero real de ano-
malias, o resultado fornecido possui 0 mesmo volume e centro de masssa que o target. Quando
este nimero € igual ao nimero de inclusdes reais, os centros da solu¢do encontrada coincide
com os centros do target. Além disso, o valor dos raios 6timos encontrado é extremamente
proximo dos valores reais. Caso o nimero de anomalias buscadas seja maior que o nimero de
anomalias do target, solugdes extras de tamanho despreziveis sdo fornecidas (figura 6(e)).
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(a) Target

‘\ ( x o | «* ® |
| [ | [ | [ |
‘
J \ J | / \
/ \ / \ / \ /
/ \ ‘ \\ . / / \\ .
/ \ \ / \ /

N ~

(b) N=1 (c) N=2

(d) N=3

(e) N=4

Figura 6: Considerando trés anomalias: rarget (a) e reconstrucdo com N = 1 (b), N =2(c), N =3 () e
com N = 4 (e).

Reconstrucao da forma

Notamos que o método fornece boa aproximacdo para a forma da anomalia, desde que se
considere um nimero razodvel de inclusdes buscadas e medidas tomadas.

(b) M=2 (c) M=4 (d) M=8 (&) M =16

Figura 7: Considerando N=4: rarget (a) e reconstrucio utilizando 2 (c), 8 (d) e 16 medidas (e) .
Tratamento com Ruido
Neste caso, o backgroud é degradado, produzindo assim um dado U,,,;s. corronpido sobre

I',.. Impondo 10% de ruido, modificamos o nimero de medidas necessdrias para alcangar uma
boa aproximacao do target.
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//. N
‘ .

\\ ® /

\ /

\\\ °

(a) Target

[ o [ e | [ e | ( o
PY | I e e ‘
(b) 2 medidas (c) 4 medidas (d) 8 medidas (e) 16 medidas

Figura 8: Impondo 10% de ruido no background (a) e reconstrucio utilizando duas medidas (b), quatro
medidas (c), oito medidas (d) e dezesseis medidas (e) .

Fixando um numero consideravel de medidas do dado U, aumentamos o nivel de ruido
afim de testarmos a robustez do método com tal perturbacdo na condutividade.

® N/ @ (] ] ]
@ \ [ ® | & ; [ ..
\ ® A o ,“‘ ® A [ ] )
\ ® / \§ ° ® ‘ ° ®
G - diur ~ _
(@ 10% de (b) Solucdo © 15% de (d) Solucdo ) 20% de (f) Solugdo
ruido ruido ruido

Figura 9: Solucoes com diferentes niveis de ruido obtidos com 64 medidas.

6.2 Leitura Parcial

Nos préximos casos, consideramos I', & 0 €, sendo ||, ||/||092|| =~ 0,5. Ou seja, a
leitura do dado U € feita apenas nas regides onde simulamos os eletrodos, conforme figure 3.
Apresentamos a seguir resultados que testam a robustez do método com respeito a ruido no caso
de leitura parcial.

oy RN L N N RN
(" ® \\{ [ J 1 ® \‘ ® 1 @ ‘ () 1
\ / \ / / / \ ® / ° |

. e / ° \ % /' °
\ /
A %
& 4 N S \\\\

e - _ QT ~ -

(@ 75% de (b) Solucdo () 10% de (d) Solucdo () 15% de (f) Solugdo
ruido ruido ruido

Figura 10: Solucdes com diferentes niveis de ruido obtidos com 64 medidas.

Observamos que, considerando um ndmero razoavel de medidas, o método € bastante ro-
busto com respeito a ruido mesmo quando temos uma leitura parcial do dado U.
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7 CONCLUSAO

Neste trabalho apresentou-se a determinacao das derivadas topoldgicas de primeira e se-
gunda ordem para um funcional de forma que mede a diferenca entre os potenciais medidos e
calculados numericamente de uma equacao diferencial parcial. Esta EDP representa o compor-
tamento de um campo elétrico em um dominio €2 quando este é submetido a um conjunto de
fluxo elétrico. A escolha do funcional de forma adotado deve-se ao fato de que dispomos de
informacdes restritas a fronteira do dominio. Viu-se que a minimizacao deste funcional conduz
a solucdo do problema inverso de tomografia por impedancia elétrica.

Uma forma de tratar esse problema de minimizagao € utilizar o conceito de derivada topo-
l6gica, o qual foi apresentado na sec@o 3. A derivada topoldgica de primeira ordem € utilizada
como direcdo de descida na minimiza¢do do funcional de forma. Porém, esta derivada ndo
¢ suficiente para reconstruir a solu¢ao do problema inverso, uma vez que seus valores mais
negativos sao atingidos na fronteira do dominio.

Visto isso, introduziu-se mais um termo na expansdo do funcional de forma associado
ao dominio ndo perturbado, a saber a derivada topoldgica de segunda ordem que corrige as
discrepancias na fronteira do dominio apresentadas pela derivada topoldgica de primeira ordem.

Alguns pontos que devemos destacar, no que diz respeito a contribui¢do deste trabalho, é
que obtém-se uma representacao mais simples da expansao do funcional (8), bem como obten-
¢do mais direta em relagdo aquelas encontradas na literatura (ver, por exemplo, Hintermiiller
et al. (2012)). O método resultante ndo iterativo, conduz a uma boa aproximagdo da solucdo
em um Unico passo € ndo necessita-se de nenhuma regularizacdo. Nesse método, apds trun-
camento da expansao, o problema resultante é dado por dois problemas triviais de otimizagao,
onde o primeiro fornece o tamanho 6timo das inclusdes, enquanto que o segundo fornece as
suas localizagdes 6timas.
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