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Resumo. Esse trabalho se insere no contexto de expansdo do INSANE (INteractive Structural
ANalysis Environment - http://www.insane.dees.ufmg.br/), um projeto de software livre, em
desenvolvimento no Departamento de Engenharia de Estruturas da UFMG, que visa
disponibilizar um ambiente computacional de codigo aberto, amigavel a adaptacGes e
escalavel em complexidade. Especificamente, o trabalho trata da implementacédo de métodos
de geracdo de malha para modelos bidimensionais do Método dos Elementos Finitos, bem
como da insercéo desses métodos em um ambiente gréafico interativo para pré-processamento
de modelos estruturais planos. Procedimentos para geracdo de malhas baseados em
mapeamento das fronteiras sdo revisados, destacando-se o de mapeamento transfinito, que
usa os projetores bilinear e trilinear para mapear o contorno do problema. Processos
baseados em decomposicdo de dominio, utilizando triangulacdo de Delaunay, também sdo
apresentados. Nesses casos, a malha é construida a partir da geracdo de nos e posterior
triangulacdo do dominio. Essa geracdo abrange as possibilidades de malha randémica,
concentrada (na qual o tamanho os elementos gerados varia dentro do dominio do problema)
e baseada em “grids” pré-definidos. O trabalho também abrange técnicas de refinamento de
malha. A estrutura de dados, utilizada para a implementacéo dos geradores de malha, e 0s
padrdes de projeto de software, utilizados para a implementacdo dos recursos graficos
interativos do pré-processador, sdo discutidos. Modelos construidos com o pré-processador
ilustram seus diversos recursos.

Palavras chave: Geracdo de malha, Software gréafico interativo, Método dos Elementos
Finitos

CILAMCE 2015
Proceedings of the XXXVI Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Ney Augusto Dumont (Editor), ABMEC, Rio de Janeiro, RJ, Brazil, November 22-25, 2015



Geradores de Malha para Modelos Bidimensionais do Método dos Elementos Finitos

1 INTRODUCAO

Esse artigo apresenta a implementacdo de métodos de geracdo e refinamento de malha
para modelos bidimensionais do Método dos Elementos Finitos, bem como a inser¢do desses
métodos no ambiente grafico interativo para pré-processamento do sistema INSANE
(INteractive Structural ANalysis Environment).

2 METODOS DE GERACAO DE MALHA

2.1 Mapeamento de fronteiras

Geradores de malha baseados no mapeamento de fronteiras tém como base malhas
geradas em dominios elementares (paramétricos), que consistem em quadrados ou triangulos
unitarios. Essas malhas elementares séo transformadas para o dominio real utilizando algum
tipo de mapeamento (Ho-Le, 1988; Fonseca, 1989; Gongalves, 2004).

Entre esse tipos de mapeamento se encontra 0 chamado mapeamento transfinito, que
descreve os limites da regido a ser mapeada atraves de um sistema de coordenadas curvilineas
em um numero ndo enumerdvel de pontos, e desse fato se origina 0 nome do metodo
(Gongalves, 2004).

Esse gerador de malha é capaz de discretizar modelos planos formados por subdominios
triangulares ou quadrilaterais. A base tedrica para a implementacdo estd descrita em
Goncalves (2004).

Primeiramente, se faz necessario introduzir o conceito de Projetor. Um projetor (P) é
qualquer operador linear idempotente que mapeia uma superficie real (F) em uma superficie
aproximada (P[F]). Esse operador recebe coordenadas locais e retorna um ponto no dominio
global.

Para subdominios quadrilaterais, é utilizado o projetor bilinear (B), definido abaixo.
BIF] = B(u,v) = (1 —v)i; (W) + vh,(w) + (1 —w)& ) + u &, W) +
-(1-w)(@ -v)F(0,0) — (1 —-wvF(0,1) —uvF(1,1) —u(1 — v)F(1,0) (D
para 0 < u,v < 1, onde u é uma coordenada paramétrica ao longo de E e E e v ao longo

de & e &. F(0,0), F(0,1), F(1,1) e F(1,0) sio os Vértices do dominio quadrilateral,
conforme representado na figura a seguir.

B

(0,1)

£ ) gz(v)

(0,0) e (1,0)
¥, )

Figura 1. Projetor Bilinear (Gongalves, 2004)

Y1, ¥y, & e & sdo as representacBes paramétricas das fronteiras do dominio. Dessa
forma, o projetor B[F] representa um sistema local de coordenadas curvilineas. Utilizando-se
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diferentes valores (de 0 a 1) para u e v obtém-se as coordenadas globais dos Vvértices de cada
elemento quadrilateral, a partir dos quais é gerada a malha sobre a regido em analise.

Para subdominios triangulares, € utilizado o projetor trilinear (S), definido a seguir.
[(5)em + (%) -w + () nw) + |
SITT= SGuv,w) =31 (29 (1 - ) + () ) + (1) w(1 - w)| )

-u

—u$(0) — vn(0) —wy(0)
para0<u<1,0<v<1,0<w<leut+v+w=1
Os pontos ¢(0), n(0), e y(0) correspondem aos trés vértices do dominio.

(0,1,0)

£(v)

ﬁ(w)

(1,0,0)

(0,0,1) V(u)
Figura 2. Projetor Trilinear (Goncalves, 2004)

O mapeamento transfinito € uma excelente opcdo para discretizar geometrias que podem
ser representadas por subdominios triangulares ou quadrilaterais. Porém, quando o dominio
tem angulos muito agudos ou muito obtusos, a malha gerada ndo é satisfatoria, além de néo
ser possivel variar o refinamento da malha. Esses empecilhos sdo contornados pelos métodos
apresentados na secao seguinte.

2.2 Decomposic¢éo de dominio

Os métodos de geracdo de malha por decomposi¢cdo de dominio implementados no pré-
processador descrito nesse trabalho funcionam a partir da geracdo de nos e posterior geragédo
dos elementos por triangulacdo de Delaunay, implementada no sistema INSANE (Penna,
2007). Essa triangulacdo consiste em um algoritmo que recebe um conjunto de pontos e gera
triangulos tais que, para qualquer triangulo, existe um circulo que contem seus Vértices e
exclui todos os demais pontos da triangulacdo (Figueiredo e Carvalho, 1991). A triangulacao
de Delaunay é utilizada para formar os elementos apds a geracdo de nds no contorno e
internos ao dominio a ser discretizado.

Malha Randémica. Um dos métodos para gerar nos aleatérios dentro de um dominio é a
técnica de Cavendish (Ho-Le, 1988). O algoritmo de geracdo de pontos aqui descrito consiste
numa modificacdo dessa técnica.

Nesse método, o usuario define a distancia média entre os nds (). Primeiramente, sdo
adicionados nos ao contorno a intervalos de comprimento mais préximos o possivel de [ (Fig.
3b). Em seguida, o objeto é dividido em quadrados de lado I/+/2. Para cada quadrado, é
definido um novo no interno a esta de maneira aleatéria. Se este nd estiver contido no
dominio e ndo muito proximo dos nds do contorno e dos demais nos, ele é adicionado. Sendo,
sdo realizadas mais duas tentativas antes de se passar para o proximo quadrado.
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A proximidade toleravel dos demais para que um n6 seja adicionado é de [ multiplicado
por uma tolerancia. Experimentalmente definiu-se essa tolerancia como 77%.

Uma vez gerados os nds de contorno e internos (Fig. 3c), é entdo realizada a triangulacéo
de Delaunay. Apés a triangulacdo, sdo retirados os tridangulos que ndo respeitam o contorno,
uma vez que essa geometria produz um feixo convexo e sem furos. Dessa forma, a malha
gerada respeita a geometria original (Fig. 3d).

(@) (b) (© (d)

Figura 3. Malha Randémica

Malha Concentrada Assimétrica. Este método consiste em uma modificacdo do acima
descrito. Nele o usuario pode definir para diversos pontos no dominio (pontos de referéncia) a
distancia nodal em torno destes pontos. A estrutura ¢ dividida em quadrados de lado 1,,;,, /2
(Linin € a menor distancia nodal definida). Para avaliar se um ponto P serd ou ndo adicionado,
sua distancia do contorno e dos demais pontos é comparada a um parametro calculado a partir
da funcéo definida pela Eq. 3.

D) = ¥, 1, - [H7j1=1<d(P,Rj)>sli ;tj] -

d(Ri,Rj)

onde cada R; é um ponto de referéncia, [; € a distdncia nodal associada a R;, d(4,B) é a
distancia entre dois pontos e s é o fator de suavidade, um escalar que define a suavidade das
transicdes e a extensdo das partes mais refinadas.

Pela Eqg. (3) pode-se perceber que em qualquer ponto de referéncia o valor da funcao
apresentada sera igual a distancia nodal definida para este ponto, ou seja, D(R;) = [;.

(@)s=0,5 (b)ys=1,0 () s=2,0

Figura 4. Fung¢do de Distancia Nodal

A Figura 4 mostra a fungdo D para um dominio quadrado de lado 10 (0 < x,y < 10). No
ponto de coordenadas (0,0) o valor da distancia nodal foi definido como 0,1 e no ponto
(10,10) foi definido como 1,0. As trés imagens ilustram a influéncia do fator de suavidade (s)
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na forma da funcdo D, e consequentemente na malha gerada. Maiores valores de s geram
malhas com partes refinadas maiores e transicbes mais graduais, a0 passo que menores
valores de s resultam em partes refinadas menores e transicdes mais bruscas.

Grids Pré-Definidos. Também consiste em uma modificacdo do processo de geracdo de
malha randémica. A Unica diferenca é que a geracdo dos nos internos ndo segue uma
distribuicdo aleatdria, mas sim distribuicGes fixas. A Figura 5a ilustra o padréo de tridngulos
equilateros, e o processo retratado na Fig. 5b gera nds segundo um grid ortogonal. A nédo
conformidade das arestas diagonais nesse ultimo caso é consequéncia da triangulacdo de

S

(@) (b)
Figura 5. Malha por Grids Pré-Definidos

2.3 Refinamento de malhas

E possivel refinar malhas ja existentes a partir de um similar a0 método de malha
concentrada apresentado. Primeiramente, define-se um vértice ou uma linha, definida por dois
ou mais vértices, a partir do qual a malha sera refinada (Fig. 6a), além do alcance e da taxa de
refinamento. Todos os elementos que tiverem algum né dentro desse alcance serdo incluidos
no dominio sobre o qual serd gerada uma nova malha (Fig. 6b). As arestas internas sao
removidas para favorecer uma malha de melhor qualidade (Fig. 6c).

O processo de geracdo da malha local é similar ao da malha concentrada assimétrica,
porém a funcdo distancia nodal é dada por:

D(P) = {Efds + it(r — d)S]r~s, Z ; : )

onde d € a distancia do ponto ao vértice ou linha de referéncia, r e t sdo, respectivamente, o
alcance e a taxa de refinamento, [ é a média do comprimento dos lados dos elementos que
compde o dominio de refinamento e s € o fator de suavidade.

Apos a geracdo da malha local (Fig. 6d), ela é reintroduzida na malha global, respeitando
a compatibilidade na interface entre as duas (Fig. 6e).
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(d) (e)

Figura 6. Refinamento de Malha

2.4  Combinacdes dos Métodos

O gerador de malhas aqui apresentado permite combinar os diversos métodos acima
descritos. Para a malha da Fig. 7a, foi realizado primeiramente um mapeamento transfinito
dividindo cada aresta de um quadrado de lado 10 em 13 partes. Depois, em torno de um de
seus vértices foi feito o refinamento com raio de alcance igual a 7 e com 20% de refinamento.
A Figura 7b mostra um quarto de circunferéncia onde primeiramente foi gerada uma malha
randdmica mais grosseira, que posteriormente foi refinada em 10% a partir de sua aresta
esquerda. Por fim, a Fig. 7c ilustra a opcéo de refinamento a partir de uma linha definida por
diversos pontos.

(@) (b) (©

Figura 7. Combinacdo dos Métodos de Geracao de Malha
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3 DIRETRIZES DA IMPLEMENTACAO

3.1 Estrutura de dados

A estrutura de dados utilizada no pré-procesador é a Half-Edge Data Structure (HEDS),
ou Estrutura de Dados de Semi-Arestas.Esta é constituida dos niveis Subdivisdo Planar, Face,
Loop (ou Ciclo), Semi-Aresta, Aresta e VVértice, conforme a Fig. 8 (Mantyla, 1987; Del Savio
et al., 2004; Ferreira, 2008). Essas entidades s&o armazenadas em listas duplamente
encadeadas.

anterion Subdivisdao proximo
Planar
1 1
| |
n 1
anterior « proximo
] Face ———
1 1
n 1
anterior > proximo
—— Ciclo e
| 1
n
n 1 1 1
anterior I proximo
——— Semi-Aresta —= Aresta
1 2 1
1
anterior 7 proximo
] Vértice [
n

Figura 8. HEDS (Del Savio et al., 2004; Ferreira, 2008)

Nesse modelo, cada Aresta é formada por duas Semi-Arestas, uma para cada lado da
Aresta e contendo um Vértice cada.

A Subdivisdo Planar contem listas de Faces, Arestas e Vértices. No pré-processador aqui
descrito é utilizada apenas uma subdivisdo planar, que representa a estrutura plana como um
todo. O nivel seguinte € a Face, formada por Loops. O primeiro Loop da lista descreve o
contorno da Face e os demais representam os furos, caso existam. O Loop é formado por uma
lista de Semi-Arestas, e essas contém referéncias ao Loop, a Aresta a qual pertencem e a seu
Vértice.

Essa estrutura permite acesso rapido entre as entidades que a compde, assim favorecendo
as operacdes geométricas necessarias ao funcionamento do pré-processador.
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3.2  GUI e padrdes de projeto de software

A implementagdo da interface grafica com o usuario (GUI - Graphical User Interface) do
gerador de malha, ilustrada na Fig. 9, se deu segundo os padrbes MVC (Model-View-
Controller) e Command, conforme apresentado em Gongalves (2004).

E's INSANE 2.0 BETA -a
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=
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Figura 9. GUI do Gerador de Malhas

O padrédo MVC ¢ utilizado de forma a separar 0 modelo geométrico de sua representacéo
gréfica, dividindo a aplicagdo em trés componentes: Modelo, Vista e Controlador. O Modelo
é responsavel pelo armazenamento dos dados, ao passo que a Vista apresenta ao usuario as
informacGes armazenadas e o Controlador rege a interagcdo entre os dois, permitindo que se
faca alteracdes no Modelo mantendo a Vista atualizada.

Por sua vez, o padrdo Command permite que tarefas e rotinas de execucdo sejam
encapsuladas. Dessa forma, elementos da interface grafica (botGes e itens de menu) séo
associados a essas rotinas.

O uso desses padrdes de programacao traz consigo uma maior modularidade do cddigo, o
que favorece mudancas, adaptacdes e a expansdo do sistema.

4 RESULTADOS

Com o0 uso do pré-processador aqui descrito, € possivel desenhar a geometria do
problema, gerar a malha e definir seus atributos (apoios, carregamentos, materiais, modelo de
andlise, etc.), tudo em uma interface gréafica interativa. A seguir sdo apresentados modelos
construidos com a aplicacao.

A Figura 10a apresenta uma placa anular, apoiada na borda externa e com carregamento
distribuido na borda interna. Considerou-se a simetria do problema, assim apenas um guarto
do modelo foi desenhado. A malha foi gerada a partir do mapeamento transfinito.
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A Figura 10b mostra uma chapa com furo submetida a tracdo, discretizada com o
processo de geracdo de malha concentrada assimétrica.

Por fim, a Fig. 10c retrata uma malha para o ensaio de cisalhamento em quatro pontos
(Schlangen, 1993). Nesse caso gerou-se uma malha randémica que foi refinada em uma linha
a partir do entalhe.

(©
Figura 10. Exemplos
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