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Abstract. A non-linear dynamic FEM formulation for the analysis of fiber-reinforced
laminated shells is presented. To consider the continuum and fibers individual mechanical
properties and naturally assembles the consistent reinforced media for dynamic analysis, a
consistent mass matrix is developed for each fiber finite element. The achieved mass matrix is
constant and the Newmark time integrator is adopted. Triangular laminated shell finite
element with ten nodes and seven degrees of freedom per node are used to discretize matrix
and any order one-dimensional finite elements with three degrees of freedom per node are
used to discretize fibers. The geometrical nonlinear strategy is total Lagrangian and the
Saint-Venant-Kirchhoff Constitutive Law is adopted to model the material. The nonlinear
equilibrium equation is achieved from the Principle of Stationary Energy and the Newton-
Raphson iterative procedure is used to solve the problem. To validate the proposed
formulation, the present results are compared to reference values in which homogenized data
was adopted for dynamic properties.
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Formulagdo dindmica ndo linear para analise de cascas laminadas reforcadas com fibras

1 INTRODUCAO

Uma formulacdo dinamica ndo linear para analise de cascas laminadas reforcadas com
fibras é descrita e implementada computacionalmente. Apesar da importancia do tema e da
grande quantidade de estudos desenvolvidos algumas dificuldades relacionadas a simulagéo
numérica ainda podem ser observadas, tais como, a necessidade de integradores temporais
especificos para assegurar a conservacao da energia quando a descricdo cinematica adotada
conduz a obtengdo de matriz de massa variavel (Armero, 2006; Campelo et al., 2011; Simo et
al., 1992) e a dificuldade em obter propriedades mecanicas homogeneizadas equivalentes que
possibilitem a correta modelagem e simulagcdo do meio heterogéneo original (Braun et al.,
1994; Kulikov, Plotnikova, 2007).

Devido a abrangéncia de aplicacBes das estruturas laminadas reforcadas com fibras em
situacdo dindmica muitos trabalhos foram desenvolvidos nos ultimos anos e revisdes da
literatura relativamente abrangentes relacionadas ao tema podem ser encontradas nos
trabalhos de Qatu et al., (2010) e Yang et al., (1990). Em muitos casos, estes estudos
restringem-se a anélise em pequenos deslocamentos e dificultam a identificacdo das tensdes
de contato fibra-matriz devido a consideracdo de propriedades mecanicas homogeneizadas
(Yang et al., 2000; Wagner, Balzani, 2008).

Para possibilitar a consideracdo das propriedades individuais das fibras e da matriz
laminada e melhor representar o0 meio heterogéneo original, os elementos finitos utilizados
neste trabalho para discretizar as fibras podem ser inseridos em qualquer posicdo da matriz ou
das laminas por meio de relages cinematicas que asseguram a aderéncia fibra-matriz e ndo
exigem a coincidéncia de nés na discretizacdo do problema (Sampaio et al., 2015).

Para modelar a matriz, elementos finitos de casca laminada com dez nos e sete graus de
liberdade por no, totalizando setenta graus de liberdade por elemento, sdo utilizados. Os
parametros nodais, em posicOes, sdo as trés translacOes, as trés componentes de um vetor
generalizado e a taxa de variagdo da deformacéo ao longo da espessura que evita o fenémeno
do travamento volumétrico (Coda, Paccola, 2008; Coda et al., 2013). Somente a superficie de
referéncia do elemento € discretizada e a consideracao de um nimero qualquer de ldminas néo
aumenta o nimero de graus de liberdade do elemento. Para simular a plastificacdo da matriz
um modelo constitutivo elastoplastico multi-linear ndo associativo e uma superficie geral de
ruina sdo utilizados (Bota et al., 2008; Rigobello et al., 2013).

A formulacéo ndo linear geométrica é Lagrangeana total e a Lei Constitutiva de Saint-
Venant-Kirchhoff que relaciona de forma linear o tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff de
segunda espécie e o tensor de deformagdes de Green-Lagrange é utilizada para modelar tanto
o material das fibras quanto o material da matriz. O equilibrio é encontrado a partir do
Principio da Estacionariedade da Energia e o sistema ndo linear de equacdes é resolvido
utilizando-se o procedimento iterativo de Newton-Raphson.

A associacdo da descricdo Lagrangeana total a uma cinematica que utiliza vetores
generalizados para descrever os parametros nodais do elemento finito de casca laminada
(Coda, 2009; Coda et al., 2013) resulta em uma matriz de massa consistente constante
possibilitando a utilizacdo do integrador temporal de Newmark que conserva a energia em
problemas elasticos que desenvolvem grandes deslocamentos (Coda, Paccola, 2009; Coda,
Paccola, 2011).

Para apresentar a formulagdo proposta, o artigo esta organizado da seguinte forma: o
problema de equilibrio dindmico ndo linear geométrico de corpos laminados reforcados com
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fibras é descrito na Secdo 2; o elemento finito da casca laminada onde as fibras séo
incorporadas € descrito na Secdo 3; a descri¢do cinemaética, o vetor de forcas internas, a matriz
Hessiana e a matriz de massa consistente desenvolvidos para cada elemento finito de fibra séo
apresentados na Secéo 4; o acoplamento dindmico fibra—casca laminada, que ndo aumenta o
numero de graus de liberdade e ndo necessita de coincidéncia dos nos de fibra com nos de
casca na discretizacdo do problema, é apresentado na Secdo 5; o método de integragdo no
tempo de Newmark S e o processo iterativo de Newton-Raphson utilizado na resolugdo do

problema de equilibrio ndo linear geométrico sdo descritos na Secdo 6; os resultados obtidos
com a presente formulacdo sdo comparados com valores de referéncia onde dados
homogeneizados foram adotados para representar as propriedades dinamicas do material
(Sampaio et al., 2014) na Secdo 7. Finalmente, a conclusdo do trabalho é apresentada na
Secéo 8.

Para descrever os equacionamentos empregam-se as notacdes indicial e intrinseca e 0s
simbolos (e) e (®) sdo utilizados para distinguir variaveis e grandezas relacionadas aos

elementos finitos de casca e fibra, respectivamente.

2 O PROBLEMA DE EQUILIBRIO DINAMICO NAO LINEAR

Seja (W) a energia de deformacéo interna de um corpo, (K) a energia cinética deste
corpo, (Q) a sua energia dissipativa e (P) a energia potencial das forcas aplicadas. Entdo, a
funcdo energia potencial ([1) para o problema de equilibrio dindmico nédo linear pode ser
escrita como:

[I=W+K+Q+P. (1)

A energia de deformacgdo interna (W) armazenada pelo corpo considerando-se as

contribuicdes da energia de deformacéo interna armazenada pela matriz laminada W e a
energia de deformagcdo interna armazenada pelas fibras W , i.e., W =W +W , é dada por:

W :jv w(Y.")dV, +jV~ w(YP(Y))av, | )

onde w € a energia especifica de deformacgdo por unidade de volume inicial de casca
laminada e W € a energia especifica de deformacao por unidade de volume inicial de fibra;

\?i' sdo as posicdes dos nos dos elementos finitos de casca laminada na configuracao atual;

Vjp sdo as posicdes dos nos dos elementos finitos de fibra na configuragdo atual; \70 éo

volume dos elementos finitos de casca laminada na configuracéo inicial e \70 é 0 volume dos
elementos finitos de fibra na configuracéo inicial.

A energia potencial das forgas conservativas aplicadas (P) € dada por:
P=-RY,, 3)

onde F, representa forgas aplicadas na dire¢éo k e Y, é a posicéo atual do ponto de aplicagéo
da forca F .
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A energia cinética (K) armazenada no corpo incluindo a energia cinética da matriz
laminada K e a energia cinética das fibras K , i.e., K = K + K , é escrita como:

1 -~ A & 7 1 ~ A L 7
K ZE v PoY:¥idVy +EJ.V~0 YAV 4)

onde y, sio as velocidades da matriz laminada, ¥, sdo as velocidades das fibras, p, ¢ a
densidade da matriz laminada e p, é a densidade das fibras.

O termo dissipativo (Q), considerando a contribuicdo da matriz laminada Q e a
contribuicéo das fibras Q,ie, Q=0Q+0Q, é escrito em sua forma diferencial como:

a ~ o~ A " A o~ A -
WQ(L X) = J.VB An 0 ¥:dV, +J.\70 AnPo ViV ()

onde A é a constante de amortecimento da matriz laminada e 1 é a constante de
amortecimento das fibras.

A aplicacdo do Principio da Estacionariedade da Energia na Eg. (1), em relacdo a uma
posicao nodal genérica Y, , i.e.:
_8H_8W+8K+8Q_6P B

oY, oY, oY, oY, oY,

9 0, (6)
resulta em uma equacéo de equilibrio dindmico ndo linear em relacdo a Y, para qualquer

instante de tempo t considerado e uma estratégia de resolucdo de sistemas de equacdes ndo
lineares deve ser adotada para que se encontre uma solugéo para o problema. A obtencéo das
contribuicGes das energias de deformagdo (W), cinética (K) e de amortecimento (Q) para o
equilibrio descrito pela Eq. (6) é apresentada na Secdo 3 para o elemento finito de casca
laminada e na Secdo 4 para os elementos finitos de fibra. O acoplamento das energias fibra-
matriz-laminada é apresentado na Secdo 5 e as estratégias de integracdo no tempo e de
resolucéo do sistema de equacBes sdo apresentadas na Se¢éo 6.

3 ELEMENTO FINITO DE CASCA LAMINADA

Seja d™" a distancia da superficie de referéncia do laminado até o centro de uma lamina
considerada segundo a diregio g° e seja h™" a espessura desta lamina, ambos definidos na
configuragdo inicial (Fig. 1a). A fungdo ¢"*" que mapeia os pontos da configuragdo auxiliar

~1lam

0" para a configuragdo inicial ©2° e a fungdo @™ que mapeia os pontos da configuragdo

auxiliar Q' para a configuracio atual 2 (Fig. 1b) podem ser escritas, respectivamente,
como:

- lam

= 385K, [d W ajm,@ N, ™

2

lam lam

@.“a”“=¢3.(§1,§2)Y”..+[(6'”“+h° égjﬂi.(;,éz)é.(&'“whf’z é) Fk(é,cfz)é.k, (8)

2
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onde 4(&.&)X,=%x" e ¢(&,&)Y, =y sdo, respectivamente, pontos na superficie de
referéncia da casca nas configuracgdes inicial e atual, e

Iam

~_O _ dlam

5% j¢|(§1’§2)Nn’ (9)

q! = [d”'a“‘+h°2 fs]w?.(mz)a.[&'am h 53] h (616, )G, (10)

sdo vetores generalizados nas configuragdes inicial e atual, respectivamente.

m jm
b

A

\
/
-

& &hun \ 2 +
Superficidde nfcrwuu

@ --@

(a) (b)

Figura 1. Mapeamento posicional do elemento finito de casca laminada

Nas Egs. (7)-(10), ﬁ (51,52) sdo funcbes de forma avaliadas nas coordenadas
adimensionais &; X, e Y, sdo as coordenadas dos nés | nas configuracdes inicial e atual,

respectivamente; N e G, sdo valores nodais dos vetores generalizados nas configuragdes

inicial e atual, respectivamente; e & s&o valores nodais da taxa de variagdo linear da
espessura.

~1lam

As funcdes """ e ¢,

A llam

;" € a composicdo destes dois valores para cada ponto de integracao fornece o valor

sdo utilizadas para encontrar seus respectivos gradientes °'a'“ e

numérico do gradiente da funcdo mudanca de configuracdo A" da configuracéo inicial £2°
para a configuracdo atual (2, ou seja:

Olam 1llam

‘AOlam _ 8(0 Allam _ 8(/) Alam Allam ( Aolam )—1. (11)

I of, "V &,

Para descrever a energia de deformacdo especifica w para o elemento finito de casca
laminada adota-se a lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff que relaciona de forma linear

CILAMCE 2015
Proceedings of the XXXVI Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Ney Augusto Dumont (Editor), ABMEC, Rio de Janeiro, RJ, Brazil, November 22-25, 2015



Formulagdo dindmica ndo linear para analise de cascas laminadas reforcadas com fibras

0 tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie §ij e o tensor das deformaces de

Green-Lagrange Eij dados, respectivamente, por:

S oW 5 = = 1.2 1, - -
WZEEij ijkIEkI ) Sij :EZ ijkIEkI’ Eij :_(Cij _é‘ij):E('AkiAkj _é‘ij)’ (12)
ij

onde @ijk,, éij , A, e 5, sao, respectivamente, o tensor constitutivo elastico linear de quarta

ordem, o tensor dos estiramentos a direita de Cauchy-Green, o gradiente de deformacéo e o
tensor Identidade. A primeira e a segunda derivada da energia de deformagéo em relacdo aos
parametros nodais do elemento finito de cascas necessarias para a resolucdo do problema
podem ser encontradas em Sampaio et al., (2014) e a deducdo das parcelas dinamicas para o
equilibrio do problema podem ser encontras em Coda (2015).

4 ELEMENTO FINITO DE FIBRA DE ORDEM QUALQUER

As fibras sdo discretizadas com elementos finitos unidimensionais curvos de ordem
qualquer com 3 graus de liberdade por nd. Estes elementos séo desenvolvidos para considerar
a ndo linearidade geométrica usando a Lei Constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff dada na
Eg. (13) e 0 mapeamento cinematico mostrado na Fig. 2:

We=lEE?. (13)
2
Na Eq. (13), Z é o médulo de elasticidade tangente e E é a medida de deformagéo de

Green unidimensional.

Figura 2. Mapeamento posicional do elemento finito de fibra

Da Fig. 2, os pontos X, na configuragdo inicial £2° e os pontos ¥, na configuragio atual

0 podem ser mapeados a partir da configuracdo auxiliar Q' com coordenadas
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adimensionais 7 usando fungfes de forma de ordem qualquer, ¢7p (77) e as coordenadas dos

nos p na configuracéo inicial )Zip e na configuracéo atual Vip, respectivamente, como:

X; :éio :ép (77) )Zip eV :éi]-:&p (77)Y~ip . (14)
onde p=1,..,N sdo os nos do elemento finito de fibrae i=1,2,3 sdo os graus de liberdade

associados a estes nos.

A medida de deformagéo de Green E na Eq. (13) é definida como:
_ Y,
T

ago

.1
E= (15)

2 k)

= 0 = ~ P, . ~ - e .
onde ‘TQ ‘ e ‘TQ ‘ sdo os modulos dos vetores tangente nas configuracdes inicial e atual

dados, respectivamente, por:

‘f%‘z:£d¢g(n)glp] [d¢(n)X2pJ [qﬁg(n)xsp], (16)

n n

‘_I:B‘Z_ d&p(ﬂ)yp 2+ MYP 2 MYW 2 17)
dp dp dp ° )

Para realizar a analise de equilibrio é necessario conhecer a primeira e a segunda derivada
da energia de deformacdo em funcdo das posi¢des dos nos de fibra, ou seja:
oW W 7 o O*W ‘I oW~
oY) Moyt '’ aYJloy’? M aviov”

(18)

Substituindo as Egs. (13)-(17) nas Egs. (18) e desenvolvendo as operacdes necessarias
obtém-se o vetor de forcas internas e a matriz Hessiana do elemento finito de fibra curva de
ordem qualquer, expressos, respectivamente, por:

[dﬁp(n)w}dé(n) [d&p(n)ﬂdé(n)

W _rpen I g [ael T 5 Ay (19)
8ij -l‘—’.0° -1 =0

e

oW i E_(d6,(n)y, \99,(n)( 94,(m) g, ) 8h(n)  BE dd,(m)d4(n) o |5 x . (20)
Njvs “ o

- 7o' dy dn dp - dn Tof dp dn

onde J ()=

dn dn dn
resolvidas nhumericamente empregando-se quadratura de Gauss—Legendre.

T =\/(ﬁj +(%j +[d)~(3j é 0 Jacobiano de % . As Egs. (19) e (20) sdo

A contribuicdo das fibras para o equilibrio dindmico do problema reforcado descrito pela
Eq. (6) é obtida resolvendo-se a primeira derivada da energia cinética das fibras e a matriz de
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massa consistente € obtida resolvendo-se a segunda derivada da energia cinética das fibras,
respectivamente, pelas expressoes:

-

K_w e 2K _y, (21)
8Y oY 0Y,

onde \fk sdo as aceleragdes nos nos das fibras e M é a matriz de massa consistente para o

elemento finito de fibra.

De outro modo, a primeira e a segunda derivada da energia cinética das fibras dada na
Eq. (4) podem ser escritas, respectivamente, como:

oK .
aY"kJ Vo pO yl 8Y j dVO ' (22)
’K _ (o oy, . 8%,
= ~5 — ~I ~I. + V. ~ I~ dV y 23
NIV’ Jo 2 (avj a1 Yiaviavs o (23)
onde ¥, é aproximado pela expresséo:
Vi =, (m)Y," (24)

Como as velocidades dos nos das fibras sdo funcdes do tempo t e das posicdes Vip dos

nos das fibras, depois de realizar as operacdes necessarias na Eq. (22), a primeira derivada da
energia cinética das fibras a ser somada na parcela inercial da equacéo de equilibrio dindmico

ndo linear pode ser escrita como:
oK . -
N = I\io Pof; (77)¢p (77) dVpY,” . (25)

k

Resolvendo-se a Eq. (23) obtém-se a matriz de massa consistente para os elementos
finitos de fibra cujos termos sdo expressos por:

p_ K A AdS,
M2 ZWZPO.[VO AGIAGERS :J‘o oty (11) 85 (17) 6 AL,y (26)

= ﬁo'gbfl¢j (77)¢ﬁ (ﬂ)é‘kajo(ﬂ)dﬂ-

A primeira e a segunda derivada da energia dissipativa das fibras sdo obtidas,
respectivamente, a partir das expressoes:

62@ 7~ ay|
8Y‘ J. W2 YidV, e WZIV/IWOO& = dV, . (27)

5 ACOPLAMENTO DINAMICO FIBRA-CASCA LAMINADA

As fibras séo incorporadas em qualquer posicdo do dominio sem aumentar o numero de
graus de liberdade do sistema de equagdes ndo lineares e sem a necessidade de coincidéncia
dos nés das fibras com os n6s da matriz na discretizacdo do problema escrevendo-se as

CILAMCE 2015
Proceedings of the XXXVI Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Ney Augusto Dumont (Editor), ABMEC, Rio de Janeiro, RJ, Brazil, November 22-25, 2015



Maria do Socorro Martins Sampaio, Rodrigo Ribeiro Paccola, Humberto Breves Coda

posicdes dos nds das fibras em funcdo das posicGes dos nos do elemento finito de casca
laminada pela expressao:

Y~ip =¢?|(§1p’§2p)YAi| +

- AE _ [ 4 - lam 2 _ e (28)
(d am +T§3p]+¢| (glp’fzp)n (d o +T§3p} ¢k (§1P’§2p)Y(i+4)'

onde os simbolos (¢) e (¢) sdo utilizados para distinguir variaveis e grandezas relacionadas
aos elementos finitos de casca laminada e fibra, respectivamente, e p indica 0 n6 do
elemento finito de fibra pertencente a um elemento finito de casca laminada considerado.
Uma vez conhecida a posi¢do de equilibrio da casca laminada para um dado instante de
tempo t, as posicOes das fibras sdo atualizadas empregando-se a Eq. (28). A partir das
posicdes atualizadas dos nos das fibras é possivel calcular as velocidades, as aceleracdes e as
contribuigOes dinamicas do passado, QS e F?S , das fibras, respectivamente, pelas expressoes:

Yo =Ys +At(1_7)Y:s +7/Aths+1 ' (29)

2 Y. a A

YS+1 = ﬂSAtlz _QS ) (30)

Q~S: Y52+Y_5+ i+1 Y.N'S, (31)
pa pat \2p

Ry =Y, +At(1— )Y, . (32)

As Egs. (31) e (32) sdo utilizadas para calcular as contribuicdes dindmicas das fibras para
o equilibrio dindmico do problema reforcado, i.e., massa e amortecimento.

Para acoplar as fibras a matriz laminada é necessario calcular a primeira e a segunda
derivada da energia de deformacdo, energia cinética e energia dissipativa das fibras em
relacdo aos parametros nodais dos elementos finitos de casca laminada empregando-se a regra
da cadeia. Essas derivadas resultam em uma matriz de transformacgdo analoga a apresentada
por Sampaio et al., (2015) e ndo € repetida aqui.

Finalmente, para simular a plastificagdo da matriz um modelo constitutivo elastoplastico
multi-linear ndo associativo e uma superficie geral de ruina sdo utilizados. Este modelo segue
os trabalhos de Botta et al., (2008), Rigobello et al., (2013) e Coda et al., (2015) e ndo € aqui
repetido.

6 NEWMARK BETA E METODO DE NEWTON-RAPHSON

A Eq. (6) reescrita conveniente como:

g:aa—VYV—F—i-MY“-i-CY':O (33)

descreve o problema de equilibrio dindmico a ser resolvido para qualquer instante de tempo t.
Para tanto, supde-se t,,t,...,t,t.,, =t + At instantes de tempo ao longo do intervalo onde a

S+1
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resposta dindmica da estrutura esta sendo observada e, admite-se que em t=t, todos os
valores sdo conhecidos. Entdo, a solucdo deve ser encontrada em t_, e a Eq. (33) pode ser

reescrita como:

on _ow
o |, oY

s+1

~F,, +MY,,, +CY,,, =0. (34)

S+1

Substituindo-se as aproximacdes do método de Newmark S para as posicdes e
velocidades dadas, respectivamente, por:

Vst ad|(2op st @)
Y's+1 :Ys +At(1_7)Y“s +7/AtY“s+1 ' (36)
na Eq. (34) tem-se que:
oIl oW M 7C
Y, )=—| =—] -F._,+——Y.,-MQ,+CR, +-—Y,  —yAtCQ, =0, 37
g( S+1) 6Y o GY o S+1 ﬂAtz S+1 QS S ﬁAt S+1 7/ QS ( )

onde os vetores Q, e R, representam contribuicGes dinamicas do passado, e s&o dados,
respectivamente, por:

Y, Y_s 1 .
Qs = BA? +ﬂAt +(2ﬂ +1ij ' (38)

Re =Y, + At(1-»)Ys . (39)

A Eq. (37) escrita simplificadamente como g(Y;,,) =0 é ndo linear em relagéo a (Y;,,):
Para resolvé-la é necessario expandi-la em Série de Taylor em torno de (Y°), de acordo com a
expressao:

g(Y)=9g(Y")+Vg(Y)avy+0* =0. (40)

Desprezando-se os termos de ordem superior O na Eq. (40) obtém-se:
-1
A =—(vg(Y°?)) a(v*), (41)
sendo Y° uma posicdo tentativa, usualmente Y, para Y,,, usado na Eq. (37) para calcular
g(Y?). Das Egs. (41) e (37) resulta para cargas conservativas que:
o*Tl|  o'W| M yC

+ +—=, 42
oY, oY?|., pat pat (42

Vg (Ys+1) =

S+1
onde C é considerado proporcional a M .

A Eq. (41) descreve o método de Newton-Raphson para resolver sistemas de equacdes
n&o lineares. Primeiramente escolhe-se uma posicéo tentativa Y° e calcula-se o vetor g(Y) de

acordo com a Eq. (37). Com a Eq. (41) encontra-se uma posi¢do correcdo AY que ao Ser
aplicada sobre a solugdo tentativa Y° resulta em um novo vetor posicdo dado por
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Y,,, =Y° +4Y . Com este novo vetor posicdo, repete-se o procedimento até que AY ou g(Y)
sejam suficientemente pequenos ou menores que um valor tolerancia assumido, ou seja:

lav)|<TOL ou |av|<TOL. (43)

A aceleracdo € corrigida em cada iteracdo empregando-se a expressdo obtida a partir Eq.
(35) dada por:

Y,

Ys+1 = ﬁ_Qs , (44)

que por sua vez é utilizada na Eq. (36) para corrigir a velocidade.
7 EXEMPLO NUMERICO

Neste exemplo, as solucBes obtidas para o anel laminado submetido a carga
uniformemente distribuida g mostrado na Fig. 3a, considerando a matriz de massa
consistente deduzida para as fibras, sdo comparados com as solugdes obtidas por Sampaio et
al., (2014) considerando as propriedades dindmica homogeneizadas do material. A secdo
transversal do anel é constituida por 5 1dminas, sendo 3 de aluminio e 2 de material compdsito
carbono-epoxi conforme representado na Fig. 3b. Para as simulacbes realizadas com a
presente formulacdo, as laminas de aluminio e de epOxi sdo consideradas isotropicas e as
fibras de carbono sdo dispostas nas laminas de epoxi em duas diregdes: o =0° e a =90°,
conforme mostrado nas Figs. 3c e 3d, respectivamente. O eixo z € a origem para 0 angulo « .

1’ ; - |
aluminio 0.4mm O.dmm O.4mm
R =200mm carbono-epoxi ) 0.4mm 0. 4mm LA L d b O.dmm
z aluminio 0.dmm O.4nmm O.dmm
—p . s, - ' .
carbono-cpoxi U,4IIIJ}F O.4mm LA SR eee 0. 4mm
aluminio 0. dmm 0. 4mm O
T t=2mm a + —
T L
b - = -
L= 15mm L= 15mm L= 15mm
L=15mm
(a) (b) (c) (d)
Figura 3. Anel laminado e se¢do transversal
330 4 40
300 4 u
° . e L 35 — u
270 4
240 4 304
210 25
= =
Q180
= % 20 u A
S 1504 . = —m— Epoxi
] —@— Aluminio B
ﬁ 120 ﬁ 154
90 10
60
54
30
0 T T T T T 1 0 T T T T T 1
00 2.0x10° 4.0x10° 6.0x10° 8.0x10° 1.0x10° 1.2x10° 00 2.0x10° 4.0x10° 6.0x10° 8.0x10° 1.0x10™ 1.2x10"
Deformagéo Deformagéo
(a) (b)

Figura 4. Curvas tensdo x deformacéo: a) Aluminio e b) Epdxi
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O modulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson adotados para as laminas de aluminio
e de epoOxi sdo dados, respectivamente, por E, =69GPa, v,=0,33, E,=2,1GPa e

v, =0,25. O modulo de elasticidade das fibras de carbono e o didmetro da se¢éo transversal
sdo dados, respectivamente, por E, =200GPa e ¢ =0,dmm. As densidades adotadas para o
aluminio, ep6xi e fibras de carbono sio dadas, respectivamente, por p, =2,79g/cm®,
p.=1,21g/cm® e p, =1,71g/cm®. Considera-se para a integragio no tempo com o método
de Newmark p=0,25 e y=0,5. O amortecimento das fibras de carbono e das laminas de
aluminio e de epoxi é considerado nulo, ou seja, 4, =0, 4, =0 e 4, =0.

A superficie de referéncia do anel foi discretizada em 80 elementos finitos cubicos
triangulares totalizando 480 nds e 3360 graus de liberdade. Para as fibras de carbono
dispostas segundo o angulo « =0° nas laminas de epdxi, foram utilizadas 15042 fibras
cUbicas nas laminas 2 e 4 para representar o problema de referéncia homogeneizado. Para as
fibras de carbono dispostas segundo o dngulo o =90° nas laminas de epdxi, foram adotadas
180 fibras para representar o problema de referéncia homogeneizado, sendo 90 fibras em cada
lamina discretizadas em 40 elementos finitos clbicos cada. Dois valores para a carga
uniformemente distribuida g foram considerados: g =2N/mm e q=5,33N/mm aplicadas

em 230 passos de tempo de tamanho At =0,9s.

Os procedimentos realizados para obter as propriedades do problema homogeneizado
foram apresentados por Sampaio et al., (2014) e os resultados obtidos nas simulagdes
realizadas pelos autores sdo aqui utilizados como valores de referéncia para validar a matriz
de massa consistente deduzida para as fibras.

Duas analises foram realizadas para cada um dos arranjos de fibras considerado, ou seja,
para « =0° e o =90° e para cada uma das cargas uniformemente distribuida consideradas,
ou seja, para q=2N/mm e q=5,33N/mm, a saber: (a) analise dindmica considerando a
matriz laminada el&stica e (b) anélise dindmica considerando a matriz laminada pléstica. Para
o caso (b) as curvas tensdo-deformacdo adotadas para o aluminio e para o epoxi sao mostradas
nas Figs. 4a e 4b, respectivamente. Adotam-se as mesmas curvas para as dire¢es X, Y e Z.
Em ambas as analises as fibras de carbono sdo considerados elasticas.

A Fig. 5 compara a trajetoria de equilibrio do ponto central de aplicacdo da carga
g=2N/mm para « =0° e «=90° com aquelas obtidas considerando o material carbono-
epoxi homogeneizado e matriz laminada elastica. Na Fig. 6 as comparacfes sdo feitas
considerando-se a matriz laminada plastica. Analisando as Figs. 5 e 6 é possivel observar que
que a amplitude do movimento diminui com o tempo no caso pléstico (Fig. 6), pois o anel
atinge o maximo deslocamento, plastifica e vibra em torno da posicdo de equilibrio
deformada, ou seja, ndo ha retorno a posicdo inicial devido a presenca de deformacGes
plasticas permanentes.

Analogamente, a Fig. 7 compara a trajetéria de equilibrio do ponto central de aplica¢do da
carga g =5,33N/mm para «=0° e a =90° com aquelas obtidas considerando o material

carbono-epoxi homogeneizado e matriz laminada elastica. Na Fig. 8 as comparacfes sdo
feitas considerando-se a matriz laminada plastica. Neste caso, o anel elastico comportou-se de
forma inesperada e apresentou valor maximo de deslocamento inferior aqueles obtidos para o
caso pléstico. Além disto, devido a problemas de integracdo no tempo a analise para o caso
elastico foi realizada em 2300 passos de tempo de tamanho At =0,09s. Destaca-se que ndo
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foi feito qualquer tratamento numérico para filtrar as frequéncias maiores que a natural
presentes nas curvas da Fig. 7.

100 —
90 —
80 - g% A‘
S 77 i £e
g 1 &9 ' !
= 70 s % g ‘
N oy 2 R %
£ 60+ W LA
© % A
R
= ") 5% 80
2 40 5 ks A
g % ot
g . § o »oow
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o L % . bﬁ b —O— 90° com fibras
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é —/\— 0° com fibras
0 T T T v T T T T 1
0 50 100 150 200 250

Tempo (s)
Figura 5. Trajetoria de equilibrio dindmico para o ponto central de aplicacéo da carga q = 2 N/mm e
matriz elastica
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Figura 6. Trajetoria de equilibrio dindmico para o ponto central de aplicacéo da carga q = 2 N/mm e
matriz plastica
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SOLUCAO HOMOGENEIZADA

SOLUCAO COM FIBRAS
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Figura 9. Configuracdo final do anel laminada no passo de tempo 60
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Figura 10. Vista qualitativa da deformacéo pléstica acumulada no passo de tempo 60 para o intervalo de

deformacéo vaiando de 0 a 0.1
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A Fig. 9 mostra a configuracdo final do anel para o passo de tempo 60 para todas as
andlises realizadas. A diferenca de cor observada na superficie de referéncia do anel na Fig. 9
ocorre devido a discretizacdo das fibras com a presente formulacao.

A partir dos resultados obtidos é possivel observar o0 bom comportamento da formulagdo
proposta, ou seja, a formulagdo introduzida neste trabalho para considerar uma matriz de
massa consistente para cada elemento finito fibra apresenta boa concordancia com os
resultados obtidos com a formulacdo homogeneizada que apresenta como dificuldade, por
exemplo, a determinacdo das tensfes de contato caso se deseje realizar a analise de falha do
material.

Finalmente, a Fig. 10 mostra uma vista qualitativa da degradacdo do material, em termos
de deformacdo pléstica acumulada no passo de tempo 60 para 0s casos em que se considera a
possibilidade de plastificacdo da matriz laminada. Os valores visualizados foram selecionados
para um intervalo de deformacdo plastica acumulada variando de 0 a 0.1, de forma a
demonstrar a convergéncia dos valores obtidos com a formulacdo apresentada neste trabalho
em que se discretizam as fibras quando comparados com aqueles obtidos para o caso
homogeneizado.

8 CONCLUSAO

Uma formulacdo dinamica ndo linear em elementos finitos para a analise em grandes
deslocamentos de cascas laminadas reforcadas com fibras foi proposta e implementada
computacionalmente neste trabalho. O elemento finito de casca laminada possui dez nds e
sete graus de liberdade por né totalizando setenta graus de liberdade por elemento em
posicdes. As fibras sdo discretizadas com elementos finitos unidimensionais curvos de ordem
qualquer com 3 graus de liberdade por nd. A consideracao de um nimero qualquer de laminas
ndo aumenta o nimero de graus de liberdade do elemento e a inclusdo das fibras em qualquer
lamina do laminado ndo aumenta o nimero de graus de liberdade do problema e nédo exige a
coincidéncia dos nos das fibras com os nés da matriz na discretizacdo do problema. O modelo
constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff € utilizado para modelar tanto o material das fibras
quanto o da matriz. Para considerar as propriedades mecénicas individuais da matriz laminada
e das fibras e naturalmente representar as propriedades dindmicas do meio heterogéneo
original, uma matriz de massa consistente foi deduzida para cada elemento finito fibra. A
matriz de massa das fibras e a matriz de massa do elemento finito de casca laminada sdo
constantes e método de Newmark £ é utilizado como integrador temporal. Um modelo

constitutivo elastoplastico multi-linear ndo associativo e uma superficie geral de ruina séo
utilizados para simular a plastificagdo da matriz laminada e as fibras sdo consideradas
elasticas. Os exemplos numéricos foram comparados com resultados de referéncia onde dados
homogeneizados foram adotados para representar as propriedades dinamicas do material,
demonstrando 0 bom comportamento e as potencialidades da formulacdo proposta.
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