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Resumo. A anélise de estruturas constituidas por compositos laminados apresenta grandes
desafios, pois, como estes materiais sdo heterogéneos e anisotropicos, as distribuicdes de
tensbes interlaminares obtidas com as formulacGes convencionais sdo descontinuas e
imprecisas. Sua melhoria, portanto, é imprescindivel para buscar e modelar critérios de
falha. Este trabalho propde um elemento finito posicional para modelagem de vigas
laminadas cuja cinematica permite a ocorréncia de giros independentes e variacdo de
espessura das laminas. O elemento considera a ndo linearidade geométrica, mas no regime
de deformacbes moderadas por conta da lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff que €
adotada. A formulacdo desenvolvida é Lagrangiana total com emprego do método dos
elementos finitos baseado em posi¢bes. Os graus de liberdade do elemento sdo as posicdes
nodais e as componentes de vetores generalizados associados as se¢des transversais de cada
lamina. Resultados de analises numéricas realizadas em varios exemplos de vigas laminadas
com diferentes relagfes vao/altura demonstram a eficiéncia da formulagdo proposta, pois as
distribuicdes de deslocamentos e tensbes ao longo da espessura do laminado concordaram
bem com as obtidas a partir de analises numéricas utilizando elementos finitos
bidimensionais em discretizacfes bastante refinadas.
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1 INTRODUCAO

Um compésito laminado é formado pelo empilhamento e unido de ldminas de materiais
diferentes. Em aplicagOes estruturais, destacam-se os laminados formados por laminas
reforcadas com fibras. Esse tipo de material é produzido segundo um esquema de laminagéo
pré-definido em fungéo das propriedades desejadas (Jones, 1999).

De acordo com Carrera (2002), uma andlise realista de estruturas constituidas por
compositos laminados deve considerar 0s seguintes aspectos: anisotropia no plano do
laminado, heterogeneidade transversal, efeito Zig-Zag e continuidade interlaminar. Os
principais modelos existentes se baseiam em teorias de camada U(nica equivalente
(Equivalente Single Layer - ESL) e em teorias tridimensionais.

Nas teorias ESL, o laminado é representado por uma Unica lamina equivalente cujas
propriedades sdo obtidas através de uma média ponderada das propriedades mecanicas de
cada ldmina que compde o laminado ou por meio de técnicas de homogeneizagdo (Ghugal e
Shimpi, 2001; Kreja, 2011). Ao trabalhar com uma lamina equivalente, as tensfes ficam
descontinuas e as deformagdes continuas nas interfaces, portanto, imprecisas. Em laminados
espessos ou com grande variacdo de propriedades elasticas de uma lamina para outra, essa
imprecisdo se torna significativa.

Nesse sentido, as teorias tridimensionais sdo mais adequadas, pois, ao diferenciar as
laminas, geram distribuicGes de deformacdes e tensdes mais realistas. Uma teoria bastante
conhecida é a Layerwise cujas hipdteses cinematicas consideram campos de deslocamentos
independentes em cada lamina, mas compatibilizados nas interfaces (Reddy, 2004; Moreira,
Sousa e Valente, 2010).

Os materiais compdsitos laminados sdo leves e possuem elevada resisténcia e rigidez
especificas. Assim, as estruturas tendem a ser esheltas e sujeitas a grandes deslocamentos e
rotagdes. Como consequéncia, a analise na configuragdo indeformada ndo é mais aceitavel,
sendo necessario considerar a ndo linearidade geométrica.

Formulagbes numéricas destinadas a analise ndo linear geométrica podem ser
desenvolvidas com descricdo Euleriana (espacial) ou Lagrangiana (material) (Bonet; Wood,
2008). A descricdo Euleriana se refere a uma posicdo do espaco e ao que acontece com 0
corpo naquela posicao. A descri¢do Lagrangiana se refere ao comportamento de uma particula
material do corpo.

FormulacGes do método dos elementos finitos baseadas na descricdo Lagrangiana sdo as
mais vastamente empregadas na analise de problemas ndo lineares da mecéanica dos solidos
(Bonet; Wood, 2008). Essa descrigdo utiliza duas abordagens distintas para a escolha da
configuracdo de referéncia: a Lagrangiana total e a Lagrangiana atualizada (Bathe, 1996).
Felippa e Haugen (2005) também inclui a abordagem corrotacional como uma descri¢éo
Lagrangiana.

Na descricdo Lagrangiana total, a configuragdo de referéncia é conhecida e permanece
fixa durante todo o processo de solucdo. Segundo Gadala e Oravas (1984) e Foucard et al.
(2015), as principais vantagens desse tipo de descricdo s&o a simplicidade na definigcdo de
uma cinematica e no calculo de grandezas fisicas. Outras vantagens apontadas sdo a
implementagdo computacional mais simples, o menor custo e a facilidade de tratamento de
condicgdes de contorno. Formulagbes com essa descricdo podem ser encontradas em Surana
(1983) e Schulz e Filippou (2001).

A formulacédo desenvolvida neste trabalho é baseada no método dos elementos finitos po-
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sicional. Nesse método, a descricdo € Lagrangiana total com emprego de graus de liberdade
em posicdo no lugar de deslocamentos. Os problemas analisados podem estar sujeitos a
grandes deslocamentos e rotacdes, mas com deformacGes moderadas. O material €
representado por um modelo constitutivo Hiperelastico com a lei constitutiva de Saint-
Venant-Kirchhoff que relaciona a medida de deformacéo objetiva de Green ao seu conjugado
energético, o tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie (Ogden, 1984).

O desenvolvimento da formulagao posicional constitui uma importante linha de pesquisa
do Grupo de Mecanica Computacional (GMEC) pertencente ao Departamento de Estruturas
da Escola de Engenharia de S&o Carlos — USP. Trabalhos que contribuiram para o
desenvolvimento dessa formulacdo sdo os de Bonet et al. (2000), Coda e Paccola (2007,
2011), Pascon (2012) e Sampaio (2014).

A analise de estruturas constituidas por compdsitos laminados apresenta grandes desafios,
pois as distribuicBes de tensdes nas formula¢bes convencionais sao descontinuas e imprecisas.
Sua melhoria é imprescindivel para definir eficientes critérios de falha. Dessa forma, o
objetivo principal deste trabalho é propor um elemento finito para analise de vigas laminadas
baseado na formulacdo posicional cuja cinematica possibilite giros independentes e variacao
de espessura das laminas. Com essa cinematica, o efeito Zig-Zag e a heterogeneidade
transversal sdo considerados. Além disso, as distribuicGes de deformacdes e tensbes ao longo
da espessura sd@o mais realistas, viabilizando futuras modelagens do processo de falha do
laminado por delaminacdo ou deslizamento.

2 ELEMENTO FINITO POSICIONAL LAMINADO

O metodo dos elementos finitos posicional apresenta como principal caracteristica o
emprego de graus de liberdade em posicdes, 0 que justifica seu nome, em vez dos tradicionais
graus de liberdade em deslocamentos. Todo o desenvolvimento do método é realizado a partir
da determinacdo de uma funcdo mudanca de configuracéo f que define a configuracdo atual,
ou de equilibrio, a partir de um dominio fixo e representado pela configuracdo inicial. Em
vista disso, a formulacéo posicional é caracterizada como Lagrangiana total.

A ndo linearidade geométrica é considerada, pois ndo sdo impostas quaisquer
simplificacGes relativas a ordem de grandeza dos deslocamentos e rotaces na definicdo da
funcdo mudanca de configuracdo. Para isso, emprega-se a deformacdo de Green que é uma
medida de deformacdo objetiva e consistente com problemas envolvendo grandes
deslocamentos e rotagfes. O conjugado energético da deformacdo de Green é o tensor de
tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie (Ogden, 1984).

A solugdo aproximativa dos elementos finitos posicionais é representada por uma
interpolacdo das posicdes nodais com emprego de polinbmios de Lagrange. Para a
determinacdo dessas posi¢Oes nodais, o principio da energia potencial total estacionaria é
utilizado. Ao impor a nulidade da primeira variacdo do funcional de energia potencial total,
um sistema de equacdes ndo linear é obtido (Chou; Pagano, 1992). A resolugdo desse sistema
de equac0es € realizada por meio de uma estratégia baseada no método de Newton-Raphson.

2.1 Mapeamento posicional das configuracdes inicial e atual

O mapeamento posicional do elemento finito é realizado a partir da interpolacdo das
posices de nos localizados em uma linha de referéncia (Ir) e dos vetores generalizados
tangentes aos planos nodais de cada lamina. A linha de referéncia pode ser atribuida a
qualquer ldmina, ndo havendo necessidade de estar localizada no seu centro.
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A configuracdo inicial e a configuracdo atual tém suas posi¢cGes mapeadas de maneira
semelhante. Na configuracdo inicial, a localiza¢do da linha de referéncia e as posi¢fes dos nos
sdo informacgfes fornecidas durante o pré-processamento. Os vetores generalizados séo
unitarios, normais a linha de referéncia e podem ser obtidos a partir do vetor tangente. Na
configuracdo atual, as posi¢des dos nés da linha de referéncia e os vetores generalizados de
cada ldmina constituem os graus de liberdade do elemento, sendo as incognitas do problema
ndo linear. Na Fig. 1, ilustra-se a ideia do mapeamento posicional.

S

Figura 1. Mapeamento posicional do elemento

O mapeamento posicional de uma determinada ldmina depende se essa lamina coincide
com a Lamina de Referéncia (LR) ou se esta acima ou abaixo desta. Assim, trés expressoes
distintas para 0 mapeamento Sao necessarias:

a) Mapeamento para a lamina k igual a LR:

£(S.8)="x(6.8)
ekl ol Safee) W

com/i=12ej,w=1 ... ,(gr+l) ,

na qual “f°(&,,&,) é a fungdo de mapeamento posicional da configurago inicial “x (£,,&,) a
partir do espaco adimensional para a laminak = LR, “x’ (£,,&,) € a posigdo inicial na direg&o
; de um ponto qualquer localizado na lamina k, x/ é a posicdo na direcdo ; do né
localizado na Ir, 4, é a distancia entre o nd ; na Ir e o centro da lamina k, “¢ € a espessura
da lamina k, “»/ é a componente na direcdo i do versor pertencente ao plano da segio
transversal da 1dmina k passando pelonowe @, (51) é a funcdo de forma associada ao né w
com grau gr.

b) Mapeamento para as laminas k abaixo da LR:
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1(8.6,)="x(£,.¢,)
W En8)=l o )]+ {[d/ o)~ 76}[’%; @.()]

()
LR-1 _

- el @] e e

m=k+l o 2

com;i=12e/,w=1, ... ,(gr+1)

ILR IRz

naqual e e - sd0 a espessura da LR e a componente na direcdo i do versor pertencente

A m i

ao plano da secdo transversal da LR passando pelo n6 w, respectivamente. “¢ e “»! séo
analogos para as laminas inferiores a LR, ou seja, da lamina £+1 a LR -1 .

c) Mapeamento para as laminas k acima da LR:
/efo(é:ufz):/gx(fugz)
ekl fl ol o)

- o ®
I 6 B PGy e

com 7=12ej,w=1, ... ,(gr+l) ,

naqual "¢ e ”»’ sdo, para cada laminam de LR +1 a #—1, a espessura e a componente na

direcdo i do versor pertencente ao plano da secdo transversal da lamina m no plano nodal w,
respectivamente.

O mapeamento posicional para a configuragdo atual é totalmente anélogo, bastando

- - - ~ - - - - /f l l - ~ - k l LR Z
substituir as posIcoes IniClals “x° € X pelas posicoes atuals “ y° e J/ € OS Versores )

m i ki H LR i m i
v, e "»’ pelos vetores generalizados "¢’ , "4’ € g/.

J

Como ndo se trabalha com deslocamentos, a fungdo mudanca de configuracdo pode ser
determinada através da composicédo de funcdes:

=F(&.8) [ (&.8)] @)

A deformacdo de Green € obtida a partir do gradiente da fungdo mudanca de
configuracao:
1

E[(’iA)T-kA—I}, com “A=V*f | (5)

Observando a composicdo de funcdes estabelecida na Eq. (4), *A é determinado pelo
produto entre o gradiente de “f*(&,&,), “A"=V*f*, e ainversa do gradiente de “f°(&,&,),

[kAOT = [kao]_l, ficando expresso por:

CA=CAN(E.E) AN (&) 6)
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2.2 Energia potencial de deformacéo

O tensor de deformacdo de Green apresenta como conjugado energético o tensor de
tensbes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie (Ogden, 1984). Neste trabalho, a relacéo entre
eles é definida pela lei constitutiva de Saint Venant-Kirchhoff, que, para um estado plano de
tensGes, apresenta a energia especifica de deformacéo expressa por:

1 *“E 2 2 1-*v 2
Cu, = v (kEn) +(kE22) +2(kv)(éE11)(kEzz)+ (/eElz"réEm) v (7)
2 1_( v) 2
com “E correspondendo ao modulo de elasticidade longitudinal da lamina k e *v ao
coeficiente de Poisson. A repeti¢do do indice k nessa equacao ndo implica em somatdrio.

Integrando em relacdo ao volume inicial do elemento, uma vez que a descricdo é
Lagrangiana total, a energia potencial de deformacao de uma lamina k fica determinada por:

[fudhy, < ‘fu= kaku £.6)19(&,8) dg dg, ®)
KV, -1-1
na qual b ¢ a largura da laminak e “J(&,¢&,)= det[kA0 (51,52)] é 0 Jacobiano da mudanca
de variaveis. A repeticdo do indice k nessa equacdo também nao implica em somatorio.

Como energia é uma grandeza escalar, a energia de deformagdo do elemento laminado
pode ser obtida por meio de um simples somatorio das energias de cada lamina k:

U=>"U, (9)

2.3 Energia potencial relativa as acdes externas

As acdes externas sdo conservativas e a relacdo entre forca e posicao € energeticamente
conjugada. Na parcela da energia potencial, sdo consideradas as contribuicdes de forcas
concentradas e de forcas distribuidas.

A formulacdo do elemento laminado foi desenvolvida de forma a permitir a aplicacéo de
forcas externas em qualquer posicdo do elemento, fato que contribui para viabilizar a analise
de laminados finos ou espessos.

A possibilidade de analisar laminados finos ou espessos e de considerar o carregamento
aplicado em qualquer posicdo, e ndo restrito a linha de referéncia do elemento, constituem
contribui¢cdes importantes do trabalho.

Como as forgas concentradas séo consideradas aplicadas em qualquer ponto ao longo de
uma secao nodal, a energia potencial associada depende de qual 1dmina a forca esta sendo
aplicada. A fim de exemplificar, a energia potencial de uma forga P, aplicada em uma lamina

k superior a Lamina de Referéncia (LR) pode ser calculada por:

Q =-P, - ky (51;1’52;7)

i i e i o im \m i i ‘f;;+l i
Q=—P,7y,1{a [iﬁfﬂmgﬂ—miﬂ [CRONAS H 2 ﬂ g (10)

;_ ki (w ;”’g;) kMZ/eg,lz ,com 7 =12 .

m=1LR+1

Q=-P/y, - "M, "¢
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Nessa expressdo, a repeticdo dos indices k e n ndao implica em somatorio. Os termos
escritos com a letra M sdo os conjugados energeéticos associados aos vetores generalizados g

das laminas da se¢8o nodal n (&, =¢£,,) que contém a forca concentrada e £,, € a coordenada
adimensional correspondente a posicao na espessura da lamina k na qual a forca esta aplicada.

A forga distribuida também pode estar aplicada em qualquer posigdo e ndo somente na
linha de referéncia (Ir). Assim, a energia potencial associada € calculada a partir do
mapeamento das posi¢des da forca distribuida em uma determinada lamina k. O ponto de
aplicacdo da forca em relacdo a espessura da lamina é identificado atraves da coordenada
adimensional &, =¢, , - A expressdo para calculo da energia potencial fica escrita como:

Q:_J‘kq"(fl) /ej/j(gzbézzq) é](éfl)dé ,com 7=1,2 (11)

na qual ’ﬁq"(ﬁl) é a forca distribuida, representada através de uma interpolacdo polinomial,

ky"(il,fz,/) € 0 mapeamento das posic¢des atuais da forca distribuida na lamina k e k](cfl) éo

Jacobiano da transformacdo do espaco adimensional para a linha de mapeamento dessas
posicdes na configuracdo inicial. A repeticdo do indice k ndo implica em soma.

Ao aplicar a forca distribuida em uma posicédo fora da linha de referéncia (Ir), além das
forcas nodais equivalentes, surgem conjugados energéticos equivalentes associados as
componentes dos vetores generalizados das laminas influenciadas pela forca. A energia
potencial associada depende da lamina na qual a forca é aplicada. A fim de exemplificar, a
energia potencial de uma forca aplicada em uma lamina k superior a Lamina de Referéncia
(LR) pode ser calculada por:

—{jl[ .0, (&)]0, (&) ;)d@}yj
{0 @ @S0t e

k=1

"2 {{I REAC] ’”e@f(ci)kf(é)dé}“gj} )
{I [‘7.2,(&)] (eﬂ)é ](é)dé}

-1
k=1
—_ _ . LR i LR i m im i\ __ k ik i
Q_ rQ/J}_/ Mu/ gw Z ( Mj g/) Mj g/
m=LR+1

com /=12e/,mz=1 .. ,(gr+l) .

Nessas expressoes, a repeticdo do indice k ndo implica em somatorio. Os termos escritos
com as letras Q e M representam forcas nodais equivalentes e conjugados energéticos
equivalentes associados aos vetores generalizados das laminas, respectivamente. De forma
compacta, a energia potencial relativa as acfes externas pode ser escrita como:

Q=—(P/+0))y,-"M"g, (13)

comi=12, j=1..(g+1) e m=1,....nlam. P/ e Q/ representam forcas concentradas e
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forcas nodais equivalentes, respectivamente, com componentes nas dire¢des i aplicadas no no
J localizado na linha de referéncia. A parcela ”M/ representa conjugados energéticos

associados aos vetores generalizados das laminas m.

2.4 Energia potencial total e equac6es de equilibrio

A energia potencial total é composta pelas parcelas da energia de deformacdo mais o
potencial das acOes externas. Considerando a contribuigdo de cada elemento nas parcelas de
energia de deformacdo, definida nas Eg. (8) e Eqg. (9), e de energia das acbes externas,

definida na Eq. (13), a energia potencial total da estrutura H( y/ ) fica expressa por:
0(y;)=U(0) )= (P +2)+M5) 5, (14)

na qual y/ agora representa o vetor posicdo atual que contém os graus de liberdade nodais de
todos os elementos finitos utilizados na discretizacéo.

O vetor posicdo atual y/ é a solucdo do sistema de equacGes nédo lineares definido a partir

do principio da energia potencial total estacionaria. A estacionariedade implica na nulidade do
gradiente da funcdo de energia potencial total. Na formulagdo posicional, esse gradiente é
calculado em relacdo as posicdes nodais:

j oIl (1,
VII (y;)=0 < % =0, (15)

na qual « representa 0os n6s com numeracao global e £, os graus de liberdade. Considerando a
Eq. (14), essa condigdo resulta no seguinte sistema de equagdes de equilibrio nodal:

E(0))=(R + 0l + M) =0 . (16)

O vetor de forcas internas é definido a partir das Eq. (8) e Eq. (9) por:

ou (y;) , i %} f 0%u,(&.,8) ,

vl Ful(0))=2 (N J(&.8) dé dg, | . (17)

2.5 Processo de solucéao

A Equacéo (16) representa um sistema de equacdes ndo linear. A estratégia de solugédo
empregada é baseada no método de Newton-Raphson. Como as posigdes atuais y, dos nos

ndo sdo conhecidas, posicdes-tentativa y, . sdo assumidas. Uma vez que essas posicdes

ndo verificam o equilibrio nodal, gera-se um residuo que corresponde ao vetor de
desbhalanceamento mecanico:

RE( 5 s ) = Frnce (s ) = (PL + QL+ M2 ) (18)

No método de Newton-Raphson, a busca pela solugdo da Eq. (16) é feita através da
linearizacdo do residuo com uma expansdo em série de Taylor truncada em dois termos.
Impondo a nulidade dessa expansao, correcOes para as posicOes-tentativa sdo obtidas. Esse
procedimento esta descrito nas equacdes a seguir:
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B i
RZ(y))~R? (ﬁwmm)Jr—éR“ (;h) AyS
a; |,

Jkrentativa

RE (o JF HE ()Y =0 (19)
HE (5 e ) =R (i)

AJ/;/ = _[Hﬁg (J//mmama ] Rﬁ J’/mmma)

. RS , : : - :
na qual H ff ( Jitemva): 85—(;}’6) € a matriz Hessiana calculada nas posigOes-tentativa.
Dy

i
y )
Jktentativa

Todas as acOes externas sdo consideradas conservativas. Assim, observando as Eq. (17) e
Eqg. (18), a Hessiana fica definida por:

i al:intg yll<
Hfi(yk): ayg )
Iam 11 2 (20)
= HZ(y}) Ha (5 6)] (&.) dg dg,

8y’38 ¢

Obtidas novas posic¢Ges-tentativa, o vetor de deshbalanceamento mecénico é recalculado e
correcOes sdo novamente determinadas atraves da repeticdo desse procedimento. O controle
sobre o processo iterativo € feito por meio de critérios de convergéncia em posicdo e em
forca, conforme Eq. (21).

A —

— < tolerancia
[~ |Fus
3 EXEMPLOS NUMERICOS

Dois exemplos sdo apresentados a fim de avaliar diferentes aspectos da formulacdo. Os
resultados sdo comparados aos obtidos através de analises numéricas realizadas no software
Ansys®, O elemento finito bidimensional PLANE42 foi empregado e os resultados de analises
com uma discretizacao bastante refinada sdo utilizados como referéncia.

]

7

< tolerancia (21)

Também foram realizadas analises com discretizacGes equivalentes as discretizaces
utilizadas nas analises feitas com o elemento proposto. Para isso, um ndmero de elementos
PLANE42 igual ao nimero de ldminas foi adicionado entre dois nés da discretizagdo com o
elemento posicional laminado. O ndmero de laminas do modelo numérico é independente do
ntmero de ldminas do laminado.

O objetivo é comparar o desempenho do elemento proposto neste trabalho em relacdo aos
elementos finitos bidimensionais que podem apresentar problemas de mau condicionamento
matricial quando utilizados na analise de vigas laminadas.

No primeiro exemplo, analisou-se uma viga sanduiche biapoiada com carregamento
distribuido uniforme aplicado na face superior. Trés casos com relac@es vao/altura S igual a 2,
4 e 10 sdo considerados. O objetivo principal do exemplo € verificar a precisdo das
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distribuicbes de deslocamentos e tensbes ao longo da secdo transversal em problemas de
laminados finos ou espessos. Além disso, a possibilidade de aplicacdo de forcas distribuidas
fora da linha de referéncia é avaliada.

No segundo exemplo, a mesma viga foi analisada. Um dnico caso com S = 4 foi
considerado, porém trés combinacGes entre 0 modulo de elasticidade das laminas nas faces e
da lamina do nucleo, modelos AAA, ABA e ACA, sdo estudados.

A viga é submetida a acdo de uma forca concentrada aplicada na face superior da secao
localizada na metade do véo. Nesse exemplo, verifica-se a capacidade do elemento em
representar com precisdo as distribuicdes de deslocamentos e tensdes a medida que o0 médulo
de elasticidade do nucleo é reduzido (A — B — C). Os resultados obtidos permitem também
avaliar a possibilidade de aplicar forgas concentradas fora da linha de referéncia.

3.1 Exemplo 01: Viga sanduiche biapoiada com forca distribuida

O exemplo é representado por uma viga biapoiada solicitada por uma forca distribuida
uniforme. A sec¢do transversal é composta por trés [aminas formando um compdsito laminado
do tipo sanduiche. As laminas das faces possuem espessura correspondente a 5% da altura
total e modulo de elasticidade igual a 100 vezes o médulo de elasticidade da lamina que
compde o nacleo. O carregamento, as caracteristicas geométricas da secdo transversal e 0s
parametros elasticos do material estdo representados na Fig. 2.

q
T 11111y by =005h
" h_._ / ,r;'f a,a'\,.l Face: { J = 1,2x 10" kN/ m’
= I h h, /F 3 / v, v,=0
: h /F, /v h” = U,Uh
A :ﬂ A B Ngeteo: E =12x10 kN/m'
— == O 4=01m ! ' J
LL=10m v,=0
=5 . =25 . -
g=p (h=5m gy Ih=25m o g h=lm
g=0,15kN/m g = 0,1 kN/m g = 0,05 kN/m

Figura 2. Exemplo 01: geometria, carregamento e parametros elasticos do problema

A viga foi discretizada com 16 elementos finitos e 20 laminas (Fig. 3), estando 4 na
lamina da face inferior, 12 na ldmina do ndcleo e 4 na lamina da face superior (notag&o:
4/12/4). Essa discretizacdo foi adotada a partir de observacBGes extraidas de analises de
convergéncia realizadas.

Elemento finito laminado

16

[
o
<
e
1
e
v
1=
=
>

Nos — 1 4 7 0 13 6 22 25 28 3 3 37 4D 346

Figura 3. Exemplo 01: Malha de elementos finitos posicionais (16 elem., 20 lam. e 2058 g.1.)
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Em todas as anélises, a forca distribuida foi aplicada em um dnico incremento e o
processo de solugdo baseado no método de Newton-Raphson foi controlado por meio dos
critérios de convergéncia em posicio e em forca com tolerancias de 10° e 107,
respectivamente.

Os resultados das andlises s@o apresentados por meio das distribuicdes de deslocamento
horizontal e de tensdes ao longo de algumas secdes transversais (Fig. 4 e Fig. 5). Os
resultados de analises numéricas realizadas no Ansys® com emprego de uma discretizagdo
equivalente e de uma discretizacao refinada também sdo apresentados. A equivaléncia entre as
discretizacBes € a seguinte: posicional com 16 elementos cubicos e 20 laminas (4/12/4) <
PLANE42 com malha de 48 x 20 elementos, sendo 20 distribuidos em 4/12/4.

s=2] 5 s=2]
'o“ S R S .
» . - g
- »— Ansys - Malha Equiv. L v Ansys - Malha Equiv,
ha Ansys - Malha Refinada u \n\;.‘; - Malha Refinada
44 - & Pogicion: 4 - o N
» Posicional 4 g *— Posicional
— - .
= - o
£ i
H . .
Z v -]
& * S
- i i
14 i
‘l o
; E
1 o 1 o
e =
LS
e ’ - - <
o P o r L Rer o g
R L L ' A Y . T T T T T T T T T
10510 5,010 0.0 5,010 10510 1,5x10 20510 N 15 10 5 0 5 10 15 20 25 30
u (m) S11 (kN/m?)
254 - » 25 e g
S=4 v hi S J  —
g o, & 5=4
v Ansys - Malha Equiv. :Jg ™
204 Ansys - Malha Refinada _’!l 2004 . >— Ansys - Malha Ltll_m'
_ o Posicional & 4 Ansys - Malha Refmada
£ o o *  Posicional
= > z r
£ 154 o = 154 ;
3 :
Z 2 3 b
& l:‘ % ‘\
P ] o]
04 M =104 S
. = :
" .
0,5 s 0,5 :
o ,’; s R
-’ e
0,0 LS. T T v T T 0.0 T T T T |T T T T |‘ *
. ) , . - ) M ) ) il -
1L0x10 50510 0.0 50510 10510 S50 40 230 _20 -0 (1] 101 il 30 40 Lt
u (m) S11 (kN/m?)
1.0 - 104 =, J
N . _g® 1 Pay-o
$= I[JI - 09 . o, £ _\‘:ml
0.9 o 1 o
084 »— Ansys - Malha Equiv. s 084 3 v— Ansys - Malha Equiv.
Ansys - Malha Refinada ' 1 2 Ansys - Malha Refinada
0,74 o Posicional . e .4 o Posicional
— s £ .
E 0,6 = 1 2
= 0,6 . = 0,6 .
Z o . Z 05 :
: 2 :
=04 ’ = 044 4
»’ ] é
0.3 o 0,34 ;
0 . 0,2 ’
I
0,1 g 0,14 b
' 2 L -
_a* 1 » .,
0.0+—=& — — . — — .00 r . - : .r T T T -
305107 205107 1,0510 00 1,010 2.0x10 30510 150 120 a0 o0 a0 1] 30 a0 a0 120 150
u {m) S11 (kN/m?)

Figura 4. Resultados do Exemplo 01: deslocamento na direcdo 1 (u) para se¢édo a 2,5 m do apoio esquerdo
e tensdo axial S11 para se¢édo no meio do vao
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Figura 5. Resultados do Exemplo 01: tensdo axial S22 para se¢do no meio do vao e tensdo de cisalhamento

S12 para sec¢do a 2,5 m do apoio esquerdo

A preciséo dos resultados obtidos com o elemento posicional laminado foi excelente, pois
uma étima concordancia com os resultados de referéncia foi alcancada. Os resultados obtidos
no Ansys® através de uma malha equivalente apresentaram menor precisdo para as tensdes
S11 e S12 na regido em torno das interfaces entre as laminas. Essa menor preciséao € atribuida
a um possivel mau condicionamento matricial gerado pela distor¢do do elemento PLANE42 e
pela mudanca das propriedades elasticas do material na regido de interfaces.

Distribuigdes de deslocamentos e tensdes sdo representados para a viga espessa (S = 2)
por meio de mapas de cores (Fig. 6). As imagens foram geradas no programa de pés-

processamento AcadView.
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a) Deslocamento horizontal u (m)
Legenda:
0.00360
0.00250
0.00200
000120
0.00040
-0.00040
-0.00120

=0.00200

I —0.00250
—0.00360

b) Deslocamento vertical v (m)

Legenda:

0.00000

-0.00270
-0.00541
-0.00311
-0.01082
001352
001623

-0.018493

I 002163
=0.024534

¢) Tensdo axial longitudinal S11 (KN/m2)

Legenda:

26145831
1590531
11 66231
441931

-2 623649
— 1008670
-17.30470

—24.55270
I —31.78570
-38.03870 ——

d) Tensdo axial transversal S22 (kN/m?2)
Legenda:

074384
-1532149
—3E1E22
-6 08425
—-8.37528
-10.65632
—-12.83735

1921835

I —17.49341
—-19.78044

e) Tens&o de cisalhamento S12 (kN/m?)
Legenda:

G.11349
4 75484
338650
203783
0E7928
-0 673928
-2 03753

—3 39638
I -4 75494
-B.11349

Figura 6. Resultados do Exemplo 01: distribui¢des de deslocamentos e tensfes na viga com S =2
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3.2 Exemplo 02: Viga sanduiche biapoiada com forca concentrada

Neste segundo exemplo, a viga esta submetida a acdo de uma forca concentrada aplicada
no topo da secdo localizada no meio do vdo. Uma Unica relagdo entre vao e altura (S = 4) é
considerada. S&o analisados trés modelos (AAA, ABA e ACA) nos quais somente 0 modulo
de elasticidade da lamina do nucleo é variado. As caracteristicas geométricas da secdo
transversal e os parametros elasticos do material das laminas estdo representados na Fig. 7.

P

l

h,(A) Face: {]'l_,. =0,125m
‘i» h||h, (A B C) Material A
- : =295
ﬂ h, (A) Nucleo: {]\l'[ _.‘_ID\:nB c
Material A, N
% # =01m atertal A, B ou
10 m

E,
E,
E. =

1,2 x 10° k\',f"1n", v, =0
1,2 x 10" H\',fm\, v, =0
1,2x10' kN/m’, v, =0

Modelo AAA: P= 10 kN
Modelo ABA: P=1kN
Modelo ACA: P = 0,02 kN

Forca:

Material: l

Figura 7. Exemplo 02: geometria, carregamento e parimetros elasticos

As analises dos trés modelos permitiram verificar a capacidade da formulagdo em
representar com precisdo as distribuicbes de deslocamentos e tensdes em problemas com
variagOes significativas no modulo de elasticidade das laminas. O problema também permitiu
avaliar a possibilidade de aplicar uma forca concentrada em um ponto localizado fora da linha
referéncia do elemento.

A discretizacdo empregada foi a mesma do exemplo anterior. Em todas as analises, a
forca concentrada foi aplicada em um Unico incremento e o processo de solucdo baseado no
método de Newton-Raphson foi controlado por meio dos critérios de convergéncia em
posicdo e em forca com tolerancias de 10° e 10, respectivamente.

Os resultados das analises sdo apresentados através das distribuicdes de deslocamento
horizontal e de tensdes na secdo transversal localizada a 2,5 m do apoio esquerdo (Fig. 8 e
Fig. 9). Nessas figuras, também constam os resultados de analises numeéricas realizadas no
Ansys® . A mesma equivaléncia entre as malhas do elemento finito posicional e do elemento
PLANE42 foi empregada.
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Figura 8. Resultados do Exemplo 02: deslocamento na direcéo 1 (u) e tensdo axial S11 para se¢doa 2,5 m
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Figura 9. Resultados do Exemplo 02: tensdo axial S22 e tenséo de cisalhamento S12 para se¢do a 2,5 m do
apoio esquerdo.

Os

ACA.

resultados fornecidos pelo elemento posicional

laminado séo considerados
satisfatorios, pois as diferengas observadas sdo pequenas mesmo para 0 modelo ACA . Essas
diferencas foram bem menores do que as observadas nos resultados obtidos no Ansys® com
emprego do elemento finito bidimensional PLANE42 através de uma malha equivalente. A
influéncia do mau condicionamento matricial ficou evidente principalmente para 0 modelo

A possibilidade de aplicar uma forca concentrada fora da linha de referéncia do elemento
também se mostrou consistente.

Distribuigdes de deslocamentos e tensdes sdo representados para a viga do modelo ACA
por meio de mapas de cores (Fig. 10). As imagens foram geradas no programa de pds-
processamento AcadView.

a) Deslocamento horizontal u (m)

Legenda:

000157
000145
0.00104
000052
000021
—0.00021
—0.00062
-0.00104
-0.00145
-0.00187

Legenda:

0.00000

-0.00377
-0.00754
001131
=0.01508
001885
-0.02262
—0.02639
003015
~0.033492

b) Deslocamento vertical v (m)

AW E
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¢) Tensdo axial longitudinal S11 (kN/m2)

Legenda:

25 44137
I 2072269 —_— R —_
1600402
11 26534
B SEERR
. 154745
—-2 57063 -
=7 REAE7
I —12.30804
—-17.02672

d) Tenséo axial transversal S22 (kN/m?)

Legenda:

0.04091
I -0.05563
-0.15217
-0.24571
-0.34525
. 044178
053532
—0 B3486
I =0.73140
—0.82794

e) Tens&o de cisalhamento S12 (kN/m2)

Legenda:

047475
I 036925
026375
015325
005275
. -0.05275

-0.15825
-0.26375
I -0.36925
-0.47475

Figura 10. Resultados do Exemplo 02: distribuic¢Ges de deslocamentos e tens@es na viga com modelo ACA.

4 CONCLUSAO

A formulacdo do elemento finito posicional foi desenvolvida, implementada
computacionalmente e verificada em problemas com solu¢Ges numéricas encontradas a partir
de andlises realizadas no software Ansys®.

A eficiéncia do elemento laminado foi comparada em relagdo ao elemento finito
bidimensional PLANE42 do Ansys® com uma discretizagdo equivalente e mesmo nimero de
graus de liberdade. Foram identificados neste elemento, problemas de mau condicionamento
matricial provocados por distor¢cdes nos elementos e por variagfes elevadas e bruscas nas
propriedades elasticas das laminas. Por conta disso, um refinamento da malha foi necessario.

Esses problemas ndo foram verificados no elemento laminado e, portanto, redugdes do
custo computacional sdo possiveis, pois resultados satisfatérios sdo alcancados com
consideravel menor nimero de elementos e graus de liberdade se comparado a uma malha
refinada de elementos bidimensionais.
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Uma vez que ndo foram encontradas na literatura aplicacdes dos elementos laminados
para analise ndo linear geométrica, atrelando a este fato ainda a possibilidade da presente
formulacéo de considerar o carregamento aplicado fora da linha de referéncia dos elementos,
pode-se considerar que 0s desenvolvimentos apresentados para o elemento posicional
laminado sdo contribui¢des alcangcadas no presente trabalho.

A formulacdo posicional proposta para o elemento permite considerar uma segéo
transversal composta por varias laminas de materiais diferentes, com independéncia de giro e
variacdo de espessura. Com essa cinemaética, a heterogeneidade transversal e o efeito Zig-Zag
presente nos laminados sdo representados. Além disso, é importante ressaltar que a
compatibilidade de posicdo nas interfaces € atendida de forma intrinseca pelas funcdes de
mapeamento posicional empregadas.

Os resultados dos exemplos demostraram a capacidade do elemento em realizar analises
ndo lineares geométricas em estruturas de vigas constituidas por materiais compdsitos
laminados com secdo transversal fina ou espessa. Distribuicdes de tensdo axial na direcéo
longitudinal e principalmente de tenséo axial e de cisalhamento na direcdo transversal foram
representadas com excelente precisdo.

A cinemadtica e o elemento finito propostos sdo considerados consistentes e eficientes,
viabilizando, portanto, futuras expansdes para modelos estruturais de casca e para modelagens
do processo de falha de laminados por delaminacdo ou deslizamento.
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