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Resumo. This paper presents the mathematical steps andeimmgmtation of the Recursive
Boundary Element Procedure for Poisson problems. urpose is improve the accuracy of
the numerical values obtained by standard Bounddgment Method solution, particularly
using meshes with low degree of refinement. Usualty the Boundary Element Method, the
values in internal points are determined by reapmyan integral equation, after being
calculated unknown boundary nodal values. The sameedure, reusing the integral
boundary equation, but taking new source pointgshenboundary is performed in recursive
procedure. Then, in this work it is shown that ibisa, already used successfully in problems
governed by the Laplace and Navier Equations, caneffectively used to improve the
accuracy for scalar problems with sources, througk reusing of the boundary integral
equation. The mathematical basis of the recursinecgdure comes from the idea of the
method of weighted residues, known to be an impbrtaumerical tool based on the
minimization of waste. To avoid errors relating domain integrals, these are adequately
solved by the Galerkin Tensor. Problems that hanadydical solution are solved to certify the
accuracy of the proposed numerical procedure.

Palavras Chave: Boundary Element Method, Recursive Procedure, s8aisEquation,
Galerkin Tensor.
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Aplicacdo do Procedimento Recursivo do Método demEntos de Contorno em Problemas de Poisson

1 INTRODUCAO

Os meétodos numéricos foram desenvolvidos objetivasdlucionar problemas néo
resolviveis analiticamente ou cujos modelos engsriseriam extremamente caros. Porém,
estes métodos resultam numa aproximacao da realidadforma que os resultados ndo sao
exatos. Desta forma, buscam-se desenvolver técgisagpossam minimizar as diferencas
entre os resultados aproximados e a solucao exata.

No que concerne ao Método dos Elementos de ContiieC), cuja caracteristica
principal é a discretizacdo apenas do contornordolggma, demonstra-se que sua formulacéo
integral apresenta implicitamente a mesma estrudaraninimizagdo de residuos proposta
pelo Método dos Residuos Ponderados (MRP) (Brebbominguez, 1992). Entdo, a
aplicacdo das equacdes integrais do MEC implicatdimar também uma técnica de reducao
do erro.

Ainda, uma vez que a discretizacdo no MEC ocorenap no contorno do problema,
apenas os valores no contorno sédo calculados. Seehmteresse em calcular valores no
dominio do problema é preciso utilizar novamengég@acao integral utilizando novos pontos
fonte dentro do dominio do problema. Ao reutilizarequacdo integral, reaplica-se a
minimizag&o de residuos do MRP tornando os ressdtadlculados no dominio mais precisos
gue os calculados no contorno.

Observando estes resultados, Loeffler e Peixota3Ratilizaram o mesmo principio
para obter resultados mais precisos no contorrauleaido os valores em pontos diferentes
dos utilizados anteriormente, mas aproveitandoessltados deles. Mostrou ainda que em
problemas governados pela Equacao de Laplacezagéib deste procedimento, denominado
recursivo, melhora a precisdo dos resultados.

Este trabalho objetiva aplicar o procedimento r&gorem problemas governados pela
Equacédo de Poisson verificando se a reutilizacdeqimcao integral do MEC aumenta a
precisao dos resultados.

2 FORMULACAO INTEGRAL

A Equacéo de Poisson pode ser enxergada como &&mdae Laplace ndo homogénea.
Fisicamente pode representar os mesmos problemasngdos por Laplace, como conducéo
de calor, escoamento de fluidos, problemas dedpmd entanto, o termo ndo homogéneo

p(x) dado pela Eqg. (1) a seguir representa uma ac&cod#m dominio do problema, como
uma fonte ou um sumidouro de um problema de esatame

uvii = p(X) (1)

O MEC utiliza de uma funcdo auxiliu" que atua como uma funcdo de ponderacéo
(Brebbia e Dominguez, 1992), sendo ela a solucaonadgroblema correlato com dominio
infinito e uma fonte concentrada aplicada num pa&sjgecificoé . Desta forma, integrando-
se a Eq. (1) no dominio fisia®, encontra-se a Eq. (2), dada por:

J.u’iiu*sz J' p(x)u’de
o 2 , )
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No lado esquerdo da Eg. (2) estd o operador Lalaciaplicado sobre a fungcu) A
integral que esta definida sobre o dominio do gmll € convertida em uma integral de
contorno através da aplicagdo da técnica de irgégraor partes seguida do Teorema da
Divergéncia. Apos aplicar este procedimento duassjeobtém-se a Eq. (3).

J.u’iu*nidF—J.uujnidF+J-uuji do= J. p(x)u’de
r r Q Q . (3)

A ultima integral de dominio do lado direito da ag#io € resolvida a partir da utilizacéo
de uma funcéo de ponderacido adequada. Para prebledi@mensionaisu” e sua derivada
normalq’ s&o dadas pelas Eq. (4) e (5) a seguir:

* 1

;X)= ——Inr(&
u* (& x) o nr (& x). @
a _ -1a

= = Be 20 ©

Para maior clareza, o problema fundamental do ipsailtam as expressdes anteriores é
dado por:

u; (& %)= -a(&x) (6)

E a Eq. (6) representa a funcdo Delta de Diractedfesma, sua integral é escrita como a
Eq. (7):

(& )u(e)+ ju’iu*nidl“ —J'uu; ndr = j p(x)u”de
r r Q (7)
Nesta dltima equagécm,(é) € um coeficiente associado a suavidade do conwrnque

se localiza o ponto fonté e seu valor para contorno suaves € igual a meibfia et al.,
1984).

3 APLICACAO DO TENSOR DE GALERKIN

3.1 Procedimento Geral

Deseja-se tratar o lado direito da Eq. (7) confofaideito com o lado esquerdo. Para

tanto, considera-se a funcu’ sendo uma primitiva de uma fun¢G’ , mais precisamente
como sendo o Laplaciano desta. Assim, sendo:

G*(f;x)z érz(l—lnr)l ®)
(=X = = 1la &
G;(&x)n, = ™ [r + 2Inr} ey o

Ao substituir na Eq. (7), tem-se:
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Aplicacdo do Procedimento Recursivo do Método demEntos de Contorno em Problemas de Poisson

c(é)u(§)+ ju,iU*nidF_jUU;nidF: j p(x)Gji do
) ' ’ - (10)
Com essa estrutura permite-se seguir os mesmosspaessizados do lado esquerdo da

equacdao, aplicando-se sucessivamente a integracjoafdes e o Teorema da Divergéncia,
obtendo como resultado a Eq. (11):

[ px)e;de= [ p(x)eindr - [ p, (YnG'dr+ [ p, (x)G"d@

Q r

(11)

Tal procedimento ainda resulta numa integral deidimmNeste trabalho serdo utilizadas
somente acdes de dominio cujo Laplaciano seja mamolando naturalmente esta integral,
para que se possa efetivamente testar a efici@wiprocedimento recursivo sem outras
aproximacoes. Desta forma, a equacao basica ihtdgizada € mostrada na Eq. (12).

c(u(e)+ [uundr - fuuindr= [ p(x)G/ndr - p,(xnG"dr

r

(12)
3.2 Particularidades numéricas

A discretizacdo é feita utilizando-se o método depaacédo, que € simples e fornece
resultados satisfatérios para os problemas em @studitilizando-se elementos retilineos.
Explicitando devidamente o nucleo da segunda iatefyr lado direito da Eqg. (12), tem-se:

P &K, P K
pln=P KL P o=y
% O & O C (13)
Onden, e n, representam 0s cossenos diretores. Uma vez cge ingtgrais possuem

termos relativos a distancia do ponto fonte ao eildm de integracdo, ocorre uma
singularidade quando o elemento coincide com ogofwoiite, de forma que elas devem ser
analisadas a parte. Explicitando a primeira infedpdado direito da Eq. (12):

[ p(x)G; (& ¥nar= [(pia+ piw )G, (& ¥nar

r

(14)

Na Eq. (14)g e @ representam as fungdes de aproximacao de Galérieares neste
caso, ep, e p, sdo os valores da agdo de dominio no inicio émald elementce. O
produto das fungdeG; (& x)n também merece ser observado cautelosamente:

G} (& x)n, ZO_L =rn=-1
‘ X on r
i : (15)
Quando a integracéo se da sobre o elemento or@eslizado o pontd, este produto
escalar se anula, anulando também a integral. Q@asggunda integral do lado direito da Eq.
(12), a integragéo sobre os elementos antdgerl) e posterior(e) ao ponto fonte afeta o
resultado sobrez,. A Figura 1 exemplifica esta situacdo e a Eq. d&plha a integracdo

sobre os elementos:
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Zi_q Zj Zig1
|
|

-
e—1 : e
Figura 1. Elementos anterior e posterior ao pontodnte

[z.@+20)G (Exa)dr e +[(zg +2.,0)G (&%),
o 2 . (16)

Como ja foi dito, as funcdes de forma de Galerkilizadas séo lineares, e fazendo:

X
acite (17)
=X
270 (18)
Aplicando-se na Eq. (16) e considerando apenasro®s referents & :
iT[Ljrz(l—ln r)dr +iT[ﬂjr2(l—ln r)dr
8 Ly 8o\ L, . (19)

A Figura 2 mostra o grafico das fun¢gBes do nuclas itegrais, e mostra que elas
convergem.

r2(1—1n7) 72(1—1n7)

0 10 1

el
=

0 1 0 1

Figura 2. Gréfico das equacdes dos nulcleos das igtais

Ao resolver as integrais da Eq. (19), tem-se a H):

z | L L
S| =eL(5-4InL,,)+—= @9-1ang}
87| 16 144 (20)
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Aplicacdo do Procedimento Recursivo do Método demEntos de Contorno em Problemas de Poisson

Neste trabalho utilizam-se elementos de mesmo domapto em todo o contorno,
simplificando a Eqg. (20) a Eqg. (21).

3
2L (4-3nL)
72T , (21)

Ao fazer isto, substitui-se a integracdo numéringoentos de singularidade por solucdes
analiticas, exatas, melhorando a precisdo do mé&todeduzir aproximacdes. Ao se colocar
pontos fontes em quantidades iguais as de pontt@ané possivel gerar o sistema matricial
mostrado pela Eg. (22):

[ ho:t=lehac)+{P} 22)

[H~] e léJ sdo as matrizes de coeficientes que acompanharal@es de{Uf} e {éf}

7 bY

respectivamente, enquanto q{ls} € o vetor de valores relativos a acdo de dominio d
problema.

4 O PROCEDIMENTO RECURSIVO

O Método dos Elementos de Contorno apresenta-se cona formulacdo que calcula
diretamente solucdes na variavel basica e em siivada normal apenas no contorno do
problema. Se for desejado conhecer os valores riEveghbasica no interior do dominio do
problema € preciso reutilizar a Eq. (12), colocandeos pontos fonte na posi¢cdo desejada no
interior do problema. A partir destes novos poritote geram-se novas matrizes, cuja ordem
dependera de quantos pontos fonte sdo colocadgssalRese, entretanto, que como numa
espécie de pds-processamento computacional, nenbumsistema matricial sera resolvido,
pois as grandezas incognitas da variavel basiém estplicitas e apenas produtos matriciais
estdo envolvidos, de modo que o custo computacérmstante baixo. Mas este trabalho
objetiva recalcular valores no contorno, e sende &save, calcula-se o potencial em novos

pontos fonte, denominados pontos recursiFosatravés da Eqg. (23). Para calcular o valor do
fluxo, deriva-se a Eq.(23) em relacdo ao pahi@mbtendo a Eq. (24)

(05hle')= 2.0t [aur (7 xkr. -3 0 [ (¢ xor,

e

+eZ:‘pEF|‘¢f<G,*i(§f; X)nidre _gZ:J%G*(ér;X)dre N

N

(08)ale")= 2 Q¢ [, 67 Xr, -U7 a6 X)ar,

e=1 Mo e=1 o

N N
+> pefalGLle i xn) dr. =Yz [aG, (s x)r,
e=1 le e=1 Me ) (24)
Ressalta-se que para contornos suaves do valmims‘»(aq(fr) também ¢é igual a meio
(Loeffler, 2011 e Mansur et al., 1997). O terrgpremete a Eq. (13). A posi¢do dos novos

pontos fonte ndo deve coincidir com a dos pontaaiso porque estes ja foram objeto de
minimizacdo de residuos; nem devem ser posicionadds os valores ja sdo prescritos. A
utilizagdo recursiva da equacédo integral é maisaefiquando 0s novos pontos se situam
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aproximadamente meia distancia de dois pontos saaldjacentes, ilustrado na Figura 3.
Deste modo, as funcdes de forgaprecisam ser reescritas, conforme Egs. (25) e (26)

I
x x' =& L

Figura 3. Colocacédo do ponto fonte recursivo no meido elemento

x 1 X
¢1 =]1-—==--
L 2 L. (25)
@ :5:1+£
L 2 L. (26)

Entdo, as integrais de contorno podem ser distilaguem dois grupos: uma composta
pela integracdo referente aos elementos que négncoo pontol, e outra referente a

integracdo do elemento que contém o pantd integracdo que contém o terrﬁi({r; X)ni
se anula no elemento que contém ponto fonte, carfm gemonstrado. Ja a outra integral:

7 . . .
* r 1 & 1 X * r. ! < 1 X * o'
IzG (5 ;x)dl‘e =z j (———jG (5 ,x)d>(+z§ J' (—+—j(3 (5 ,x)d)(
1\2 L 1\2 L
" 72 72 . 27)
Recorrendo a visualizacao grafica dos nucleos sléstegrais, a Figura 4 mostra que a

integracdo sobre o produto das funcbes imparesfpe@io parG no intervalo dado se
anula, de modo que fica apenas a integracao solaeioconstante.

r?(1—1Inr) r2(1—Inr) (1 —1In7)
—Q,S . —Q,5 . —0,5
0 0,5 0 0,5 0 0,5
x' x 2
L L
—Q,5 . —q,5 - —0,5
05 0 05 0 05

Figura 4. Grafico das equag6es dos nucleos das igtais

Logo, resolvendo a Eq. (27) obtém-se a Eqg. (28):
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Aplicacdo do Procedimento Recursivo do Método demEntos de Contorno em Problemas de Poisson

oo e - 1| (4, 2
r{zG (é ,x)dl'e —8—7{5{(5+In?ﬂz

(28)
5 TESTES REALIZADOS

A metodologia e equacdes apresentadas na secanorarit’am aplicadas a trés
problemas de potencial escalar governados pela Bqudg Poisson, com caracteristicas
adequadas aquela formulacdo, ou seja, os termds &#o fungBes harménicas e seu
Laplaciano € nulo, anulando a integral de domimi&d. (11). Em todos os casos a geometria
dos problemas é sempre quadrada com lados de matiélda e foram realizados testes com
quatro malhas diferentes em cada problema, cont&@6d82, 64 e 80 nos, incluidos os noés
duplos nos vértices.

Foram calculados os valores desconhecidos de patenae fluxo no contorno do
problema. A seguir foi aplicado o procedimento reimo calculando-se novamente o0s
valores no contorno, em novos pontos. Os resultathisos nos procedimentos direto e
recursivo foram comparados com a solucéo analttiga,obtencdo ndo pode ser demonstrada
neste trabalho.

Foi calculado o erro médio relativo de cada pravedito, tomando-se como parametro
relativo o maior valor absoluto que a solucéo exeatde atingir na regido delimitada pelo
contorno (incluindo o dominio do problema). Foramnsiderados o maior valor do potencial
para calculo do erro relativo da solucédo aproximaala@ o potencial, e o valor maximo da
derivada no célculo do erro relativo para a solg@oximada do fluxo.

A seguir sdo apresentados os testes realizadosesuwtados de cada um.

5.1 Acéo de dominio constante

A Figura 5 mostra o problema. A acdo de dominim®stante, um lado do contorno
possui condicdo de contorno essencial nula enqueogautros trés a condicdo de contorno
natural é nula. Fisicamente poderia representarharra engastada submetida & acao do peso
proprio uniforme em toda a sua extensao.

L L
0 o
Iq| P(x) I,
Lo
L
X1

Figura 5. Representacdo esquematica dos problemaasise¢cfes 5.1 e 5.2

Onde:
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p(X) =9 (29)

As solucdes analiticas deste problema séo:

u(x)=pog[g—u}
. (30)

% :pog[x_ L]

dx (31)

A acéo de dominio foi implementada com um valotasia. Os valores dos erros meédios
para malhas com diferentes niveis de refinamemongitrados na Figura 6.

Potencial Derivada Normal
1.00%
>\ 1.20%
0.80% 100% x
o 0.60% o 080%
o o 0.60%
S 0.40% 2
= \ S 0.40% N\
0.20% \*\x 0.20% — ~——
0.00% . . : 0.00% E——— .
16 32 64 80 . 16 32 64 80
— Direto —— Direto

Numero de nos da malha Numero de nos da malha

——Recursivo

Figura 6. Erro relativo percentual dos procediments direto e recursivo

Para este problema percebe-se que o valor de eraaloulo do potencial foi muito
parecido entre o procedimento direto e o recurso@mn uma ligeira vantagem para o
procedimento recursivo. No caso do potencial, eajeacdo analitica neste caso € quadratica,
0 uso de elementos lineares com o MEC ja forneaepbecisdo. Pode-se adiantar que sempre
que os valores numéricos oferecam boa precisdataraimente, nenhuma minimizacao
eficiente de residuos for cabivel, a diferencaedeltados entre o procedimento recursivo e a
solucéo direta ndo sera significativa. Isto éic@do com o comportamento das solucbes com
o refinamento das malhas.

Porém, no calculo da derivada do potencial o priooento recursivo obteve resultados
mais precisos. A diferenca foi maior quando sezoul malhas pobres, enquanto que o uso de
malhas refinadas aproximaram os resultados maa ando possivel identificar no grafico
uma vantagem para o procedimento recursivo, queasomalhas de 64 e 80 nds chegaram a
ter erro da ordem de T, enquanto o procedimento direto chegou a%0

Cabe destacar que embora as derivadas do poteaj@al descritas por fungdes de mais
baixa ordem, o seu calculo por meio de métodos nooseé frequentemente menos preciso,
mesmo pelo MEC. Isto de certo modo ratifica o meldesempenho do procedimento
recursivo neste caso.
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Aplicacdo do Procedimento Recursivo do Método demEntos de Contorno em Problemas de Poisson

5.2 Acao de dominio linear

Este exemplo difere do problema anterior apenas ggdo de dominio que desta vez é

linear, conforme Eg. (32). As Egs. (33) e (34) adcolucdes exatas para potencial e fluxo.

p(x):@[l_éj
E L/ (32)
u(x) = P8 {_X_ﬁx_z_ﬁ}

E| 6L 2 2 (33)
du_pg| x, L
dx E 2L 2 (34)

Considerando que a aresta do problema é unit@mbém foram utilizados valores

unitarios para a razdp,g/E . Os valores calculados de erro séo mostradosguae- .

Potencial Derivada Normal
1.20% 1.40%
1.00% N 1.20%
0.80% AN 1.00%
R \ 2 9
A 0.60% k: S 0.80%
5 ] N\ 2 0.60%
[ 0.40% \R S 040%
0.20% M 0.20% —_—
0.00% T T T 0.00% T —— T
. 16 32 64 80 ) 16 32 64 80
—=— Direto ——Direto
—— Recursivo Numero de nos da malha — Recursivo Numero de nés da malha

Figura 7. Erro relativo percentual dos procediments direto e recursivo

Mais uma vez os resultados para o calculo do ptledos procedimentos direto e
recursivo estiveram muito proximos, desta vez comaupequena vantagem para o
procedimento direto em malhas pouco refinadas. Goaumento do refinamento os dois
resultados praticamente se equivalem.

Porém, os resultados sdo bem diferentes quandalsglac o potencial do problema.
Novamente o procedimento recursivo apresenta nedhesultados desde malhas pobres em
nés até malhas mais refinadas. Por comparagdoppteiaa mesma precisao do procedimento
recursivo com uma malha de 16 nés, o procedimargtodrecisou de uma malha de 64 nds,
quatro vezes mais nos, exigindo computacionalmdrm mais que o procedimento
recursivo. Ainda, o procedimento recursivo nas duakas mais refinadas chegou a ter erro
de 10°%, enquanto o procedimento direto conseguiu apEiass.

5.3 Membrana com carga constante

Neste problema buscou verificar uma situacdo ompémas a derivada do problema é
calculada. Ele pode ser visto como uma membramaefix todo o seu contorno sujeita a uma
acao de dominio constante e unitéria. A FigurarBatestra o problema.
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I,
1 s

= Xq

IITTIITI
0 L

Figura 8. Representacdo esquematica do contorno carondicdo de contorno essencial nula

Dado o interesse apenas nas derivadas do probdgmesenta-se a solucdo exata apenas
para as derivadas:

du_& & -16PL nmlj {mmzj

s co se

dx, ;;mns(n2+m2) { L L ) (35)
du _&<  -16PL nnxlj S(mnxzj

— = se co

dx, nzzi‘;nlf(n2+m2) ’( L L ) (36)

Os erros calculados estao apresentados na Figura 9:

Derivada Normal

10.00%
8.00%
6.00%
4.00%

2.00% .

0.00% T T T 1]
16 32 64 80

Erro %

—— Direto
. Numero de nos da malha
—— Recursivo

Figura 9. Erro relativo percentual dos procedimentg direto e recursivo

Aqui o procedimento recursivo se demonstrou muitdeposo em relacdo ao
procedimento direto. Nas malhas mais refinadaso@sfitaram proximos, porém nas malhas
menos refinadas o procedimento recursivo apreseartous vezes menor. Interessante notar
que o erro do procedimento recursivo se mantevicanaente estavel desde as malhas mais
pobres, melhorando muito pouco. Ainda, a malha 86mads no procedimento direto obteve
resultado semelhante a malha de 16 nés do procettimezursivo.
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6 CONCLUSOES

O procedimento recursivo, baseado na reutilizagéimienulacéo integral do Método dos
Elementos de Contorno, reaplica um procediment@xjmirgo de residuos, refinando os
resultados calculados previamente pela formulacdgicional do método. Os resultados
demonstram que de fato h&4 melhoria dos resultaddsm essa melhoria precisdo dos
resultados so foi significativa no calculo dos vesodo fluxo.

Essa diferenca também se tornou mais evidente quanam utilizadas malhas pobres.
Com o refinamento delas, a diferenca diminuiu emlosrvalores de erro tenham se mantidos
a uma diferenca de uma ordem de grandeza, favarayaiocedimento recursivo.

O esfor¢co computacional para calcular novos valéneslito reduzido em comparacéo ao
calculo direto, visto envolver apenas produtos iciats. Combina-se a isto o fato de que os
valores de erro do procedimento direto sO consaguiigualar-se aos do procedimento
recursivo com a utilizagdo de malhas 4 ou 5 vezais mefinada. Observa-se que 0 custo
computacional de tal precisdo € elevado quando a@dp ao procedimento recursivo.
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