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Abstract. Nesse trabalho o problema de controle otimo por fontes concentradas é estudado.
Em particular, o controle é dado por massas de Dirac e o estado é solucdo da equagdo de
Poisson. Objetiva-se, portanto, minimizar um funcional que mede a distdncia entre o estado e
uma fungdo alvo em relacdo a quantidade, intensidades e localizacoes das massas de Dirac.
A ideia bdsica consiste em calcular a variac¢do do referido funcional com respeito ao conjunto
de solucoes admissiveis. O resultado obtido é entdo utilizado para construir um novo método
ndo iterativo de resolugcdo do problema proposto, sem a necessidade de introduzir técnicas de
regularizacdo. Finalmente, alguns resultados numéricos sdo apresentados a fim de ilustrar a
aplicabilidade do método aqui desenvolvido no contexto de problemas de controle otimo, bem
como na resolucdo de certas classes de problemas inversos.
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Problema de Controle Otimo por Fontes Concentradas

1 INTRODUCAO

Seja um dominio aberto e limitado 2 C R? com fronteira Lipschitz continua 9€2. Sejam
ainda dois subconjuntos €2, C Qe €. C (2, denotados como dominios de observacido e de
controle, respectivamente. Neste trabalho considera-se o seguinte problema de controle 6timo

1 1
Minimi = Z|lu— 2|, = = — 2)%da. 1
finimize J(u) = 3llu = =iz, 2/90(“ 2 da o

O conjunto de solugdes admissiveis C(€).) € dado por

M
Cs(Cle) = 49 Q= Ryp(z) = Zaié(x —x;), T €8, 2)

=1

onde § : R? — R ¢ uma distribuicio também conhecida como funcdo impulso ou funcido
0-Dirac. Esta distribui¢do é definida como

ooty = ota)  voe Cx () G

Além do mais, a fun¢do u € solugdo do seguinte problema de valor de contorno: Encontre u, tal
que

—Au = b em Q
u = 0 sobre 02

“)

Em Pieper and Vexler (2013) demonstra-se que o problema (1) possui solucdo quando o
alvo 2 € L*(€). Resultado similar para problema de controle com equagdes parabdlicas é
obtido em Casas, Clason and Kunisch (2013).

Para resolver o problema proposto, desenvolve-se um método variacional que baseia-se
em calcular a sensibilidade do funcional com respeito ao conjunto de solu¢des admissiveis do
problema Cj(€2.). O resultado obtido é entdo utilizado para construir um novo método néo
iterativo de resolu¢do do problema proposto em (1), sem a necessidade de introduzir técnicas
de regularizacdo. Para o caso do controle ser uma fonte distribuida, a andlise assintética to-
poldgica fornece excelentes resultados, Laurain, Canelas and Novotny (2014). Como a derivada
topoldgica ndo existe para o caso de fontes concentradas, esse método ndo pode ser utilizado no
problema proposto.

O trabalho estd organizado da seguinte maneira. Na Se¢do 2 apresenta-se a formulacdo ma-
tematica do problema do controle 6timo bem como o problema perturbado. Na Secdo 3 realiza-
se a andlise de sensibilidade do funcional em relacdo ao conjunto de solucdes admissiveis e
propde-se a utilizacao de uma expansdo de modo a ndo produzir residuo. Na Se¢do 4 apresenta-
se um algoritmo para resolucao do problema proposto utilizando os resultados dos calculos da
Secdo 3. Na Sec¢do 5 realizam-se experimentos utilizando-se o método de otimizagdo proposto
e apresentam-se os resultados numéricos, tanto para problemas inversos como para problemas
de controle. As conclusdes do trabalho sdo apresentas na secao 6.
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2 FORMULACAO DO PROBLEMA

Conforme afirmado na se¢do anterior, objetiva-se nesse trabalho determinar o termo fonte
b, cujo suporte estd contido em (2. C €2, de modo a minimizar o funcional dado por (1). Assim,
a incognita do problema, representada por b*(z), ¢ uma combinag@o linear finita de massas de
Dirac, isto é,

.
b (x) =) afd(x — a7). (5)
=1

A obtengdo de b*(x) equivale a determinar os pardmetros M* € N, o € R, e a2} € Q. que
representam, respectivamente, a quantidade, as intensidades e as localizacdes 6timas da fonte
b*(z). Convém lembrar que €2, é o subdominio no qual o funcional (1) é observado e ). é o
subdominio no qual se busca a solu¢ao do problema.

2.1 Perturbacao do funcional

Para realizar a andlise de sensibilidade, utiliza-se um método baseado na varia¢ao do fun-
cional com respeito ao conjunto de solu¢cdes admissiveis. Sendo assim, necessita-se perturbar
o termo fonte b do problema (4), adicionando a ele m cargas puntuais em {).. O novo termo
fonte, denotado por bs, pertencente ao conjunto Cs(€2.), é dado por

bs(x) = b(x) + > aid(x — ;). (6)
=1
O problema perturbado € entdo caracterizado por
1 2 1 2
T (us) = §||u5 = 2|l12(0,) = 5 (us — 2)°dz, (7
Qo

sendo us solucdo problema de valor de contorno: Encontre us, tal que

—Au(g = b5 cm Q
us = 0 sobre 0Of2

®)

Na préxima secdo serd feita a andlise de sensibilidade do funcional em relagdao ao conjunto de
solucdes admissiveis.

3 Analise de Sensibilidade

Para obter a variacao do funcional com respeito ao conjunto de solu¢des admissiveis (2),
calcula-se a diferenca entre o funcional perturbado (7) e o funcional ndo perturbado (1), isto €

1 1

T (us) — J(u) = 5/9 (us — 2)*dx — 3 /Q (u — z)*dx. )
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Analisando a equagdo acima, ndo € possivel tirar nenhuma conclusao a respeito da relacao
entre o funcional e o termo fonte. Nesse caso, associa-se a solucdo do problema ndo pertur-
bado com a solug¢do do problema perturbado. Subtraindo as equacdes de Poisson (8) e (4) e
considerando §(z — z;) = J;(x), tem-se que

—A(us—u) =bs — b= b (10)
=1

Como o interesse € analisar a sensibilidade do funcional em relagdo a perturbacdes no termo
fonte e, considerando a expressao (10), define-se a diferenca us — u como um somatorio, isto €,

us(z) —u(z) = Z ;v (). (11)

Com isso, obtém-se abaixo a expansao a ser utilizada para a andlise de sensibilidade do funcio-
nal.

us(x) = u(z) + Z ;v (). (12)

Essa expansdo fornece um conjunto de fungdes v;, que sdo solugdes de problemas cujo termo
fonte depende dos pontos x;. Ao analisar as equacdes (10) e (11), conclui-se que v; é solugao
do problema de valor de contorno: Determine v; tal que

—Av;, = §; em Q

(13)
v; = 0 sobre 0Of2
Utilizando a expansao (12) na variag¢ao do funcional (9), tem-se
1 i ? 1
j(u5)—j(u):§/ U+Zawi—z d:c—§/(u—z)2da:. (14)
o i=1 Q

Desenvolvendo convenientemente a expressao acima, obtém-se a seguinte variacdo do funcional
com relagdo a perturbag@o no termo fonte

1

m 2 m
T (us) = T (u) = 5/ Zam +2(u—2) Z o;v; | d. (15)
o =1 =1

O funcional (15) depende explicitamente das intensidades «; e implicitamente dos pontos x;,
tornando clara a relac@o entre a variagdo do funcional e os parametros que definem b. A fim
de tornar a notagdo mais concisa, define-se a fungdo ¥ : R’ x Q" — R como a varia¢do do
funcional, ou seja,

U(a, &) = T(us) — J(u) a = (aq,09,...,0pm), &= (T1,T9, ..., Tp). (16)

Desse modo, conclui-se que a variacao do funcional é dada por

2

U(a, &) = %/Q Zaivi dx—l—/Q Zaivi(u— z)dz. 17
o \li=1

o 3=1
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Analisando o funcional acima, verifica-se que o mesmo € estritamente convexo em relacao
a q;, pois assume uma forma quadratica em relacdo a essas varidveis. Como consequéncia
desse fato, a derivada da fungdo U(«, ) em relagdo «; se anula sobre um ponto de minimo.
Importante destacar que a utiliza¢do da expansao (12) nao produz residuo.

3.1 Calculo da derivada

Como o objetivo é otimizar o funcional ¥(«,§) em relagdo aos pardmetros ay, k =
1,2, ...,m, deriva-se (17) em relagcdo a oy,

8—@(065):/ > i vkd$+/ (u — 2)vg do. (18)
0 \i=1 o

8ak

Para obter as intensidades 6timas devemos resolver o sistema

oV
@(aag) - 07 (19)

que pode ser reescrito na seguinte forma matricial
Ha=d HeR™™ deR™. (20)

As entradas da matriz H e do vetor d sdo dados por

Hm‘Z/ Vivp € dk:—/ (u — 2)vg. 21
Qo Qo

Resolvendo o sistema (20) obtém-se as intensidades 6timas representadas por «. Substituindo
os valores obtidos no funcional (17) tem-se

1 m
V(o' ) = —3 > azd;. (22)
i=1

Com base na expressao (22), as localiza¢Oes 6timas x sdo obtidas a partir de uma busca com-
binatdria sobre o dominio {2.. A equacdo (22) também é tomada como base para descrever
um método nio iterativo para resolu¢cdo do problema de controle. Trabalho esse realizado na
préxima secao.

4 ALGORITMO

O algoritmo apresentado abaixo descreve a resolug@o do sistema (20) e a busca por £*, a*

e S* num dominio discretizado. Os dados de entrada do algoritmo sao:
e A quantidade de cargas puntuais que se deseja encontrar, denotada por m;
e O tamanho da malha sobre o qual os sistemas sdo resolvidos, dado por n;
e O vetor d e a matriz H, cujas entradas, dadas por (21), sdo previamente calculadas.

O valor de m define a ordem do sistema (20), que € resolvido sobre uma malha com n
pontos e fornece os valores das intensidades «;. Tomando-se conjuntos com m pontos, realiza-
se uma busca combinatdria sobre todo o grid de modo a determinar a m—upla de pontos que
geram o menor valor S* para (22), portanto, os dados retornados pelo algoritmo séo:
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e As localizagdes 6timas dadas por £*;
e Um vetor o* € R™ contendo as intensidades 6timas;
e O valor S* que representa o valor minimo assumido por 7.

Para finalizar, deve-se destacar que o algoritmo proposto nio fornece solucao unica para o
problema, pois a quantidade de cargas procuradas m € uma das entradas do algoritmo, ou seja,
para cada valor atribuido a m obtém-se solu¢des distintas para o problema de otimizagao.

Pseudocodigo

Algoritmo 1: PSEUDOCODIGO
Entrada: m, n, d;(ig), H;;(ig)
Saida: S*, o*, &*

inicio
S* o0y a* + 0; &+ 0;
para i, < 1 até n faca
para iy < i; + 1 até n faca
parai,, < i, 1+ 1 até n faca
d < [di(ir) da(iz) -+ di(im)]"; )
Hyi(i1)  Hia(da) -+ Him(im)
Ho(th) Hx(iz) -+ Hom(im)
H + ;
L Hml(h) Hml(ll) e Hmm(zm) ]
a+— H'd;
seay, >0 Vke{l,...,m} entao
1
S —§d (e
se S < S* entao
S* <+ S,
ar +— o
5* A [i17i27"' 7im >
fim
fim
fim
fim
fim
fim

retorna S5*, o*, &*

5 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Nessa secao sdo realizados alguns experimentos que correspondem a resolu¢cao numérica
do problema de otimizacdo proposto. Os experimentos sdo divididos em duas subsegdes.
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Na primeira, utiliza-se o0 método proposto na resolu¢do de problemas inversos. Na segunda
subsecao, o método é empregado para solucionar problemas de controle. Em todos os exem-
plos toma-se Q = (—0.5,0.5) x (—0.5,0.5) € R O subdominio 2,, no qual se calcula o
funcional, varia de acordo com o experimento. Para a realizacdo da busca combinatéria da
solucdo 6tima do problema, €2 € discretizado em uma malha de elementos finitos, malha essa
que nao pode ser muito refinada por conta do custo computacional da busca. Para o calculo dos
problemas (4) e (13), realiza-se um refinamento da malha.

5.1 Problema inverso

O problema de controle proposto passa a ser um problema inverso de reconstru¢do de fontes
quando o alvo, representado por z, € solucdo de um problema de Poisson homogéneo cuja fonte
€ um conjunto finito de massas de Dirac, ou seja, z é solucao do problema de valor de contorno:
Determine z tal que

—Az = b* em Q
z = 0 sobre Of2

(23)

A fim de analisar o problema proposto, essa subsecao apresenta dois exemplos de recons-
trucdo do termo fonte b*, uma com leitura completa e outro com leitura parcial do dominio.
No primeiro exemplo, € feita uma leitura completa do dominio, ou seja, considera-se 2, = (2,
apresentado ao final um procedimento para obtencdo do nimero de cargas puntuais, informacgdo
essa que € um dado de entrada do algoritmo proposto. No segundo exemplo, o problema inverso
¢ resolvido com uma leitura parcial do dominio, isto é, considera-se €2, C €.

Exemplo 1: Problema inverso com leitura completa
Esse primeiro exemplo consiste na reconstru¢do do termo fonte dado por
b*(x) = ajd(z — x7) + a5d(x — x5)azo(x — x3). (24)

As intensidades e as localizagdes sdo representadas, respectivamente, pelos vetores a* = (2,3, 1)
e {* = ((—0.25,-0.25), (0.15,0), (—0.2,0.2)), com M* = 3. Nesse experimento & realizada
uma leitura completa do dominio €2, ou seja, o funcional (1) é calculado em €2, = 2. A figura
1 ilustra o gréfico de 2z produzido sinteticamente, bem como a relag@o entre os dominios.

Q=Q=Q

05 05

(a) Grafico de 2 (b) Relacio entre dominios

Figura 1: Dados do expemplo do problema inverso com leitura completa
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Como o numero de cargas puntuais ¢ um dado de entrada do algoritmo de otimizagao, para
cada valor de m fornecido obtém-se solu¢do distinta para o problema. Nesse caso espera-se que,
para m = 3, a solucdo obtida coincida com a expressao (24). Realizando-se os experimentos
considerando m = 1,2, 3,4, o algoritmo fornece os resultados dados, numericamente, pela
tabela 1 e graficamente pela figura 2.

Tabela 1: Resultados obtidos: problema inverso com leitura completa

N° de massas m  Intensidade a* localizacdo &*
1 4.0569 (0.1,0)
2 (2.274,3.3812) ((—0.25,-0.25), (0.15,0))
3 (2,3,1) ((—0.25,-0.25),(0.15,0), (—0.2,0.2))
4 (2,3,1,1071)  ((—=0.2,-0.2),(0.15,0), (—0.25,0.25), (—0.45,0.45))
.
L
[
(a) target
o o
[ J
(b) Solucao param =1 (c) solucao para m = 2
- )
Y o
Y {
(d) soluciio para m = 3 (e) solucao param =4

Figura 2: Solucio para o problema inverso com leitura completa

Ao analisar a solucdo encontrada, observa-se que a solucao do problema de otimizagdo
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coincide com o problema inverso, o que garante a eficicia do método. Caso ndo se conheca, a
priori, a quantidade de massas da solucio, pode-se adotar um procedimento para reconstru¢ao
do termo fonte. Tal procedimento consiste em considerar m = 1 e incrementar a quantidade de
massas até se obter um vetor intensidade o* com uma de suas componentes de valor desprezivel.
Assim, toma-se m = M* + 1 e, ao desconsiderar carga de massa desprezivel, obtém-se o valor
M™* procurado.

Exemplo 2: Problema inverso com leitura parcial

Nesta secdo repete-se o experimento de reconstru¢ao do termo fonte dado por (24) consi-
derando a leitura parcial do dominio, isto é, €2, & 2 = .. Vide figura 3

Q=0 @

Figura 3: Relac¢io entre dominios - leitura parcial

Nesse experimento tem-se o interesse em analisar a eficiéncia do método proposto para
uma leitura parcial do dominio. Para isso considera-se os resultados fornecidos pelo algoritmo
param = 3 e m = 4. A figura 4 ilustra esses resultados.

° °
o o
[ [
(a) solucao param = 3 (b) solugdo param =4

Figura 4: Soluciao para o problema inverso com leitura parcial

Considerando o procedimento para obtencdo de M™* descrito ao final da subse¢ao anterior,
observa-se, novamente, que a solu¢do do problema de otimizacao coincide com a solu¢do do
problema inverso, o que indica que os dois problemas sdo equivalentes ao se considerar o alvo
z solucdo do problema (23).

5.2 Problema de controle

Nessa subsecao realizam-se trés experimentos numéricos de problema de controle. Os trés
exemplos descritos consistem em resolver o problema de otimizac¢ao dado por (1) considerando
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o alvo z uma fung¢ao continua por partes definida por

z = 025 em €,
z =0 em )\,

(25)

onde 2 = (—0.5,0.5) x (—0.5,0.5) € R? e Q, varia de acordo com exemplo dado. A seguir os
trés exemplos sdo apresentados e, em cada qual, ilustra-se a relacdo entre os conjuntos {2, €1, e
Q., o gréifico de z, bem como a solu¢do encontrada.

Problema de controle: exemplo 1

Nesse primeiro experimento relativo ao problema de controle, considera-se o dominio €2,
um quadrado com centro na origem e lado 0.32. A figura 5 ilustra o dominio de defini¢do e o
gréfico da fungdo z.

05 a5

(a) relacdo entre dominios (b) Grifico do alvo z

Figura 5: Dados do problema de controle 1

Para resolver o problema de controle, aplica-se o algoritmo proposto considerando m =
1,2,3,4. Os dados de retorno vetor localizagdo £* e vetor intensidade o* sdo utilizados para
representar a solugdo para cada valor de m bem como os graficos de u e u|g,. De modo a
facilitar a comparagdo com a fung@o alvo z, os graficos de u|p, possuem, em geral, escalas
distintas dos graficos de u. As figuras 6, 7, 8 e 9 correspondem, respectivamente, as solugdes
encontradas param =1, m =2, m =3em = 4.

05 05 0505

(a) Solucao (b) Grafico de u (c) Grafico de u|q,

Figura 6: Problema de controle 1: m =1
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(a) Solucdo (b) Grifico de u (c) Grafico de u|q,
Figura 7: Problema de controle 1: m = 2
® @
° - ,
(a) Solugio (b) Griafico de u (¢) Grafico de u|q,
Figura 8: Problema de controle 1: m = 3
°
. -
) : ’ : 0
(a) Solucao (b) Grafico de u (c) Grafico de u|q,

Figura 9: Problema de controle 1: m = 4

Obtido o resultado do problema de controle, descreve-se, na tabela 2, a relagdo entre o
nimero de massas m e o valor 6timo S* do funcional (1) fornecido pelo algoritmo.

Tabela 2: Problema de controle 1 - relacdo entre m e S*

N° de massas m  Valor 6timo do funcional (S*)

0 3.20 x 1073
1 2.90 x 1074
2 3.47 x 107
3 1.95 x 107°
4 1.67 x 107°
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Esses dados sao ilustrados graficamente pela figura (10)

5
1077 |

1078

. . . .
0 1 2 3 4

Figura 10: Problema de controle 1 - grafico de m x S*
Problema de controle: exemplo 2
Nesse segundo experimento de problema de controle, considera-se {2, um circulo com

centro na origem. A figura 17 ilustra a relagdo entre os dominios 2, 2, e (). bem como o
grafico da fung¢do alvo z.

Q=0

014
005+
0.l
05
05

05 05

(a) Relacao entre dominios (b) Grafico do alvo z

Figura 11: Dados do problema de controle 2

Aplicando-se o algoritmo para esse caso e considerando como dado de entrada m =
1,2, 3,4, tem-se as solucdes ilustradas, respectivamente, pelas figuras 12, 13, 14 e 15.

05 05 0505

(a) Solucio (b) Grafico de u (c) Grafico de u|q,

Figura 12: Problema de controle 2: m =1
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®
g 45 05 05 05
(a) Solucdo (b) Grifico de u (c) Grafico de u|q,
Figura 13: Problema de controle 2: m = 2
[
L]
(a) Solucao (b) Grafico de u (c) Grafico de u|q,
Figura 14: Problema controle 2: m = 3
(a) Solugio (b) Griéfico de u (¢) Grafico de u|q,

Figura 15: Problema de controle 2: m = 4

A relagdo entre o nimero de cargas puntuais m e o valor 6timo do funcional S* é descrita
na tabela 3 e ilustrado na figura 16.

Tabela 3: Problema de controle 2 - relacao entre m e S*

N° de massas m  Valor 6timo do Funcional (5*)

0 3.93 x 1073
1 3.76 x 1074
2 6.26 x 107°
3 1.95 x 1075
4 1.66 x 105
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Figura 16: Problema de controle 2 - grafico de m x S*

Problema de controle: exemplo 3

Nesse ultimo exemplo do experimentos numéricos para o problema de controle, considera-
se novamente o alvo z dado pela equacdo (25). O subdominio €2,, nesse caso, é um tridngulo
equilétero cujo centro de massa coincide com a origem. A figura 17 ilustra a relacdo entre os
dominios (2, €2, e 2. bem como o grafico de z.

05 a5

(a) relacdo entre dominios (b) Grafico do alvo z

Figura 17: Dados do problema de controle 3

Aplicando-se novamente o algoritmo, considerando como dado de entrada m = 1,2, 3,4,
obtém-se as solugdes correspondentes. Nesse caso apresenta-se apenas o resultado obtido para

m = 3, que pode ser visto na figura 18.

05 05 05 05

(a) Solucdo (b) Gréfico de u (c) Grafico de u|q,

Figura 18: Problema de controle 3: m = 3

Finalizando a solu¢do do problema, a relacao entre o nimero de cargas puntuais m e o valor
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6timo do funcional S* é descrita na tabela 4 e ilustrado na figura 19.

Tabela 4: Problema de controle 3 - relacao entre m e S*

N° de massas m  Valor 6timo do funcional (S*)

0 1.17 x 1073

1 5.44 x 107°

2 1.07 x 1075

3 9.14 x 1076

4 8.74 x 1076
.

2

10~

10—3

10—4 -

0 1 2 3 4 m

Figura 19: Problema de controle 3 - grafico de m x S*

A partir dos resultados obtidos nos trés exemplos dessa subsecao pode-se afirmar que o
método proposto para a resolucdo do problema de controle nos fornece excelentes resultados.
E ficil perceber também que, quanto maior o ndmero de cargas, melhor o resultado para o
problema de otimizacdo.

6 CONCLUSOES

Nesse trabalho foi estudado um problema de controle 6timo cujo estado é solu¢do de uma
equacgdo de Poisson e o controle é dado por massas de Dirac. Para resolver o problema pro-
posto, foi desenvolvido um método variacional que consiste em calcular a sensibilidade do
funcional com respeito ao conjunto de solucdes admissiveis. O resultado obtido foi utilizado
para construir um novo método ndo iterativo para resolucao do problema e nenhuma técnica de
regularizacdo foi introduzida. A eficicia do método de resolugdo proposto ficou comprovada
pelos resultados numéricos obtidos. No contexto de problemas inversos, verificou-se, tanto no
caso de leitura completa do dominio quanto no caso de leitura parcial, que a solu¢cdo do pro-
blema de otimizacdo coincidiu com a solucdo do problema inverso, fato esse que indica que
os dois problemas sdo equivalentes. Em relacdo a aplicabilidade do método na resolugdo de
problemas de controle 6timo, os resultados obtidos foram bastantes satisfatorios apontando um
comportamento assint6tico da solugdo 6tima com o aumento da quantidade de massas de Dirac.
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