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Abstract. O conceito de derivada topoldgica tem se mostrado iitil em muitas aplicagdes, tais
como otimizagdo topoldgica, problemas inversos, processamento de imagens, modelagem cons-
titutiva multi-escala, mecdnica da fratura e modelagem da evolucdo de dano. A andlise as-
sintotica topologica foi aplamente desenvolvida para uma grande variedade de problemas mo-
delados por equacoes diferenciais parciais. Por outro lado, a derivada topologica associada
a problemas acoplados é conhecida apenas em sua forma abstrata. Neste trabalho, portanto,
considera-se o modelo de flexdo de placa de Reissner-Mindlin, que é escrito na forma de um
sistema acoplado de equacoes diferenciais parciais. Em particular, a andlise assintética to-
polégica da energia potencial total associada é desenvolvida e a derivada topolégica com
relacdo a nucleacdo de uma inclusdo circular é obtida na sua forma fechada. Finalmente,
os residuos da expansdo assintotica topoldgica sdo estimados e uma justificativa matemdtica
completa para a derivada topologica é apresentada.

Keywords: 1. Equacdes diferencias parciais 2. Andlise Assintética. 3. Modelo de Flexdo de
Placas de Reissner-Mindlin. 4. Derivada topologica.
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Andlise Assintotica Topologica do Modelo de Flexdo de Placas de Reissner-Mindlin

1 INTRODUCAO

Uma placa € um corpo em trés dimensodes no qual uma dimensao, denominada espessura, é
relativamente menor que as outras duas dimensdes. As placas podem ser divididas em: placas
finas ou delgadas e placas espessas. O importante a ser diferenciado entre placas finas e espessas
s@o as hipdteses necessdrias para constru¢ao dos modelos.

O modelo de flexao de placas de Kirchhoff pode ser visto como uma extensao do modelo de
viga de Euler-Bernoulli. A teoria de Kirchhoff ndo considera a deformacao por cisalhamento
transversal e se limita a placas delgadas. Por outro lado, a teoria de Reissner-Mindlin leva
em conta o cisalhamento transversal, podendo entdo ser aplicado na andlise de flexao de placas
espessas. Cabe mencionar que o modelo de Reissner-Mindlin pode ser visto como uma extensao
do modelo de vigas de Timoshenko.

O modelo matematico, embasado na teoria de Reissner-Mindlin, € escrito na forma de um
sistema de equagdes diferenciais parciais de segunda ordem totalmente acoplado. Neste traba-
lho objetiva-se obter a derivada topoldgica associada ao modelo de flexdao de placa de Reissner-
Mindlin. A andlise de sensibilidade topoldgica fornece um desenvolvimento assint6tico para um
funcional de forma adotado, cujo termo principal € um campo escalar, denominado derivada
topoldgica, que mede a sensibilidade do referido funcional quando uma perturbacdo singular
(furo, inclusdo, termofonte, etc) infinitesimal € introduzida em um ponto arbitrario do dominio
de defini¢do do problema. Cabe esclarecer que a derivada topoldgica associada ao modelo de
Kirchhoff ja estd disponivel Amstutz and Novotny (2011).

A derivada topoldgica € definida através do tensor de polarizagdo proveniente da andlise
assintotica em relacao ao parametro pequeno que controla o tamanho da perturbagdo topoldgica.
Este tensor depende da forma da referida perturbacdo e possui uma representacdo explicita
somente em alguns casos particulares. Sendo assim, € proposto um procedimento axiomatico
para obtenc¢ao do tensor de polarizacao e consequentemente da derivada topoldgica

Os tensores de polarizacido associados aos efeitos de cisalhamento e flexdo oriundos da
andlise assintdtica do modelo de Reissner-Mindlin sdo andlogos aos tensores de polarizagdo as-
sociados aos modelos de Laplace e Navier, respectivamente. Finalmente, ¢ apresentada a deri-
vada topoldgica da energia potencial total associada ao problema de flexdo de placa de Reissner-
Mindlin, considerando a nuclea¢ao de uma inclusao de forma arbitraria como perturbagdo to-
poldgica e levando em conta material anisotropico € homogéneo. Por ultimo, os residuos da
expansdo assintdtica topoldgica sdo estimados, o que conduz a justificativa matematica com-
pleta para a derivada topoldgica.

2 CONCEITO DE DERIVADA TOPOLOGICA

A expansdo assintética topoldgica mede a sensibilidade de um determinado funcional de
forma em relacdo a uma perturbagdo infinitesimal do dominio de defini¢do do problema. O
termo mais importante dessa expansao € denominado derivada topoldgica, que depende so-
mente da solu¢do do problema definido no dominio nio perturbado. A derivada topoldgica €
o primeiro termo da expansdo assintética do funcional de forma com relag@o ao parametro as-
sociado ao tamanho da perturbacao infinitesimal. Este conceito foi introduzido rigorosamente
por Sokolowski e Zochowski (1999), desde entdo, a derivada topoldgica mostrou-se ttil no
tratamento de muitos problemas, por exemplo: Otimizacdo topoldgica, Problemas inversos,
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Processamento de imagens, Modelos constitutivos multiescala, Mecanica do dano e da fratura,
O primeiro livro acerca do tema derivada topoldgica foi publicado por Novotny and Sokotowski
(2013).

Para o célculo da derivada topolégica é considerado um dominio aberto e limitado Q2 C R?,
sujeito a uma perturbac@o ndo suave confinada em uma pequena regido w.(Z) = 7 + ew com
comprimento € e centro em Z, como mostrado na Figura 1. A seguir é definida uma funcgéo
caracteristica associada ao dominio ndo perturbado, 2, x — x(z), z € R?, ou seja, x = 1q.
Por outro lado, é definida uma fungﬁo constante por partes associada ao dominio perturbado
x> X:(T,z), r € R? ou seja, x(Z) = Lo — (1 — 7)1, (5), onde v € o contraste.

P

Figura 1: Conceito da derivada topolgica.

E possivel assumir a seguinte expansio para o funcional de forma dado por »(x:(T)),
associado ao dominio topologicamente perturbado,

b(xe(@)) = ¥(x) + f()T(Z) + o(f(e)), 0]

onde () € o funcional de forma associado ao dominio original (ndo perturbado), f(c) é uma
fungdo positiva tal que f(¢) — 0, quando ¢ — 07, e ainda, o( f(¢)) é o termo remanescente, ou
sejao(f(e))/f(e) — 0quandoe — 0". A fungdo T — T (Z) é chamada de derivada topoldgica
de 1) no ponto . Esta derivada pode ser vista como uma corre¢io de primeira ordem de ()
para aproximar ¢)(x.(Z)). Reorganizando a equag@o (1) tem-se:

b)) =00 -y 0f(E)
o O e @
passando o limite ¢ — 0™ na expressdo acima obtém-se:
S Ye(@) = ()
T(7) = }g% @ . 3)

A perturbacgdo topoldgica € aqui caracterizada pela nucleagdo de uma inclusdo com propri-
edades fisicas distintas do meio. Sendo assim os dominios geométricos sdo topologicamente
equivalentes.

3 MODELO DE PLACA DE REISSNER-MINDLIM

A derivada topoldgica para placa de Kirchhoff foi calculada em Amstutz and Novotny
(2011). Nessa teoria, o operador diferencial se caracteriza por ser de quarta ordem. Por outro
lado, a derivada topoldgica para placa de Reissner-Mindlin ndo foi apresentada na literatura.
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Nesta ultima teoria, 0 modelo mecanico € descrito por um sistema de equacdes diferenciais
parciais totalmente acoplado de segunda ordem. Aqui cabe salientar que a derivada topoldgica
para um problema acoplado foi apresentada apenas de forma abstrata em Cardone et al. (2010)
para o problema piezoelétrico. Portanto, neste capitulo é apresentada a derivada topoldgica para
placa com as hipdteses de Reissner-Mindlin de forma fechada.

Como exposto acima, sdo consideradas as hipdteses cinematicas do problema de flexdo de
placa de Reissner-Mindlin apresentadas em Mindlin (1951) e Reissner (1945), onde o dominio
da placa bidimensional é dado por 2 C R?, com espessura h > 0 constante, por simplicidade.
Sera considerado que a placa € submetida a efeitos de flexao e cisalhamento sob as seguintes
premissas cinematicas: as fibras normais ao plano médio da placa permanecem retas durante
o processo de deformacdo, mas ndo necessariamente perpendiculares ao plano médio, e ainda,
estas fibras ndo sofrem variacdes no seu comprimento. Consequentemente, as deformacoes
normais sio nulas e as deformagdes cisalhantes transversais nao sdo despreziveis.

3.1 Formulacao do Problema

Nesta secdo, é estudada a andlise assintética topoldgica do funcional dado pela energia po-
tencial total associada ao problema de flexdo de placa de Reissner-Mindlin, onde a perturbagao
topoldgica € de forma arbitraria com a propriedade do material anisotrépico e homogéneo. A
seguir é apresentado o problema original e o problema perturbado, bem como a existéncia da
derivada topoldgica.

Problema nao Perturbado

O funcional de forma associado ao problema nao perturbado é definido como:

w00 = T6.w) =5 [ (MO V0 Q6w -V~ [ mor [ qu, @)
Q I'ng LN
onde M() = CV*0 = C (% (Vo + (V@)T)) é o momento fletor e Q(6, w) = K(§ — Vuw)

€ o esforco cisalhante. Os tensores constitutivos C e K, que sdo respectivamentede tenso-
res de quarta e segunda ordem, sdo considerados anisotropicos e homogéneos. A rotagcao
0 e o deslocamento transversal w s@o solu¢des do seguinte problema variacional acoplado:
Encontre (6, w) € U tal que:

/(M(Q)'VsneJrQ(@,w)-ne) - / e
Q FNH

[oewy v, = [ an

'y

) v(779>77w) ev. (5)

w

No problema variacional (5), U € o conjunto das fun¢des admissiveis e V € o espaco das
variagOes admissiveis, e sdo dados por:

U:={(00,pu), 00 € H'(Q) € 1 € HI(Q) 1 Qo =T, p0], =0}, (6)
Vi={(¢0, pu) 0o € HI(Q) e 0w € H'(Q)  pulp) = 0,00]. =0}, (N
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na qual serd adotada a notacdo H'(Q2) = H'(Q) x H'(Q). As fronteiras de Neumann sdo
denotadas por 'y, e I'y, , enquanto que as fronteiras de Dirichlet, por I'p, e I'p,. Assim, 6 €
H: (T p,) € 0 dado de Dirichlet que representa uma rotacao prescrita sobre I'p, e w € H 2(Tp,,)
¢ o dado de Dirichlet associado a um deslocamento transversal prescrito sobre I'p, . O dado de
Neumann sobre I'y, € M € H 2 (I'n, ), que representa o momento aplicado sobre I'y,, e o dado
de Neumann ¢ € H —2 (I'n, ) representa os esforgos cortantes sobre I'y,, . Para que o problema
esteja bem posto deve-se destacar que I'p, Ny, =0 eT p,NT'n, = 0, onde as medidas de I'p,
e ['p,, sdo diferentes de zero. A fim de garantir a existéncia e a unicidade para (5) é necessario
satisfazer I'p, N I'p, # 0 ou a curvatura de I'p,, diferente de zero, ver Amstutz and Novotny
(2011).

A equacdo de Euler-Lagrange associada ao problema variacional (5) pode ser enunciada da
seguinte forma: Encontre(6, w) tal que:

—div(iM(0))+ Q0,w) = 0 em Q,
div(Q(#,w)) = 0 em Q,
M) = CV*0,
Q0,w) = K(0—Vuw), ®)
w = w sobre I'p, ,
& = 6 sobre I'p,,
M(@)n = m sobre Iy, ,

Qf,w)-n = g sobre I'y, .

\

onde n € o vetor normal unitario sobre 0f) direcionado para o exterior do dominio 2. O pro-
blema de Reissner-Mindlin € descrito por um sistema de equacdes diferenciais parciais total-
mente acoplado de segunda ordem (ver Rossle and Sdndig (2011) e McLean (2000, Ch. 4)).
Além disso, esse modelo possui propriedades elipticas e esse fato serd utilizado frequentemente
nesse trabalho.

Problema Perturbado

O dominio {2 serd perturbado pela nucleacdo de uma pequena inclusdo w. de forma ar-
bitrdria. Serd assumido que w.(Z) € {2, ou seja, a perturbag¢do ndo toca a fronteira 9€). Também
sera considerado o parametro 0 < v < oo representando o contraste da propriedade material.

A energia potencial total associada ao problema perturbado pode ser escrita como:

SO (@) = T (0., w.) = / Yo (M(02) - V%0, + Q01 wy) - (0 — V) —

2
/ m-eg+/ )
TN, I'n,

onde o parametro v, € definido por:

1 em Q\w.,
Ve 1= (10)
v em w;. .
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As fungdes 6. e w. do funcional (9) s@o solugdes do seguinte problema variacional: Encontre
(0, w:) € U. tal que

/ Yeoe (M(@a) - Vong + Q(&g, we) . 779) = / m - 1
’ Npota) €V, (11)

Voo Q(0=, we) - Vi =/ QN
Q 'y

w

onde o conjunto . e o espago V. sdo definidos como:

U-={p = (g, vw) €U : [] = 0 sobre dw, } , (12)
V.:={¢ = (9, pw) €V : [¢] = 0 sobre Ow.} , (13)

em que [¢] = go‘ﬂ - gp‘wa representa o salto da fungdo  sobre a fronteira dw.. O dominio

(2 é perturbado pela nucleagido de uma inclusdo w. (=) de mesma natureza do material de base,
mas com um contraste . A equacao de Euler-Lagrange associada ao problema variacional (11)
¢: Encontre (0., w,) tal que:

—div(,. M(0:)) + 7. Q0 w:) = 0 em  Q
div(7,.Q(0:,w.)) = 0 em  Q,
M(0.) = CV.,
Q0e, we) = K(b: — V) ,
we = w sobre I'p, ,

. = 6 sobre I'p, .
(14)
Yo.M(Oc)n = W sobre Ty, ,

Y. QO w.)-m = G sobre Iy, ,
6] = o |
J =0
lwwe] sobre OJw, .
[V M(O:)[n = 0
L [['VweQ(eav@UE)]] n = 0 )

onde n € o vetor normal unitdrio exterior, como apresentado na Figura 1.
Existéncia da Derivada Topologica

Os funcionais de forma original e perturbado foram introduzidos por meio das equagdes
(4) e (9), respectivamente. Agora serda mostrado a existéncia da derivada topoldgica para o
problema em anélise. Considere o seguinte resultado
Lema 1. Seja (0., w.) e (0, w) solugdes do problema perturbado (11) e original (5), respecti-
vamente. Entdo tem-se que:
110 — 0||H1(9) <Ce, (15)

<Ce, (16)

onde C ¢ constante independente do pardmetro c.
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Demonstrag¢do. Tomando a diferenca entre (5) e (11), tem-se para todo (g, 7,,) € V-:

/Q(%«JEM(Qe) - M(0>> ' vs779 + ('YwEQ(Qg,wg) - Q(Q, U))) ‘N = 0 (17)
[ 00000~ 000 T = 0

Utilizando a defini¢do do contraste +,,. dada por (10) e introduzindo a notacdo ey = 0. — f e
Cw = W — W, tem-se

rszM(ee) ’ vsne + szg(eﬁy ew) Mo = 1 - / M Vsng + Q(@, w) * Mo
Q

Qe e Tns = (1 / Q0 w) - Vi

We

(18)

onde os termos
i/ YM(O) - Ving +7Q(0,w) -1y € i/ 7Q(0,w) - Vi,

foram somados as equagdes (17); e (17),, respectivamente. Agora, tomando 7y = eg € 7, = €y,
como fungdo teste nas equacdes (18) tem-se as seguintes equagoes:

Y M(€g) - Vieg +7,.Q(eg, ) g = (1—7) [ M(O) - Vieg+ Q0,w) - ey,
Q
/%EQ(e(;,ew) Ve, = (1—=7) [ QO,w)- Ve, .
Q
(19)
Subtraindo a segunda igualdade da primeira, obtemos:
/ Voo (M(eg) - Vieg + Qlep, €) - (e9g — Vey)) =
Q

(1—» /./\/l Ve + Q(0,w) - (eg — Vey,) . (20)

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz juntamente com a desigualdade triangular e uti-
lizando a regularidade elipitica de 0 e w,

/ Voo (M(eg) - Vieg + Qleg, ey) - (eg — Vey)) < Cie <H69HH1(%) + HewHHl(wE)) .21
0

Utilizando a coercividade da forma bilinear do lado esquerdo da equagdo anterior tem-se que

0 (el lewll ) < [ Mle)- T+ 7. Q) - (60— Veu) . @

Entao,
Cr (leoll gy + ewll ) = @ (llealZ, o + llewl, ,)) (23)
o 2
> 2 (ol + vl ) 24)
CILAMCE 2015
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Finalmente, tem-se:

Hee“Hl(Q) + Heﬂ]HHl(Q) S CE ? (25)

2C
onde a constante ', independe do parametro ¢ e € dada por C' = =L e R, [
(0]

3.2 Calculo da Variacao da Energia Potencial Total

Tomando 7,, = w. — w e 1y = 0. — 6 como funcio teste em (5) e somando os resultados,
com isso tem-se:

/Q(M(G) V04 O(0,w) - (0 — V) =

/Q (M(8) - V*0. + Q(0,w) - (0 — V)~

/FN m-(eg—m/m qw. —w) . (26)

0 w

Substituindo (26) no funcional de forma (4) obtém-se,

000 =5 [(M6)- 96+ Q0,w) - (6. ~ V) -
Q

Da mesma forma, 1, = w. — w e 17y = 6. — 0 como funcio teste em (11) e somando os
resultados, com isso encontra-se a seguinte expressao,

/Q%E (M(0.) - V0. + Q(6.,w.) - (0. — Vw,)) =

/Q e (M(62) - V%0 + Q6 w2) - (6 — V) +

[ome-0- [ aw-w. e
I'ng vy,

Substituindo (28) no funcional de forma (9), tem-se,

b((@) = 2 / o (M(6.) - V6 + Q6. w.) - (6 — Vi) —

2
1 o 1 _
—/ m-(96—|—0)+—/ J(w: +w) . (29)
2 Jry, 2 Jro.

Calculando a diferenca entre (29) e (27) se obtém o resultado a seguir.

V(@) ~ ) =~ [ (MO)- 0+ Q. w) - (0.~ Vu) . (O

onde usou-se a defini¢do (10) para constante 7,_. Note que a integral acima estd concentrada
numa integral sobre a inclusao ws.

CILAMCE 2015
Proceedings of the XXXVI Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Ney Augusto Dumont (Editor), ABMEC, Rio de Janeiro, RJ, Brazil, November 22-25, 2015



V. Sales and A.A. Novonty

3.3 Analise Assintdtica da Solucao

Para calcular a derivada topoldgica (3) é necessario conhecer o comportamento assintotico
das fungdes 6. e w. em relagdo ao pardmetro . A fim de resolver a diferenca entre os funcionais
¥(x:(T)) e 1 (x) apresentada em (30) serdo considerados os seguintes ansdtze para 0. e we,

b:(x) = 6(x) +ed(a/e) + b (x) (31)
w:(z) = w(zr) +ez(z/e) + w.(z) . (32)

As fungdes 6 e w sdo solucdes do problema ndo perturbado (8), enquanto que as fungdes ¢ e 2
sdo solugdes dos problemas exteriores e . e w. sdo os residuos. Para construir os problemas
exteriores substitui-se os ansdtze em (14), e com isso pode-se escrever as seguintes igualdades,

—ediv(7,.CV?®¢) — diV(’ngM(gs» + Ve Q(gsa We) +€7.Q(9,2) = 0, (33)
—ediv(7,. KV2) + ediv(7,. Ko) + div(1.,. Q(0., @.)) = 0,

Considerando a mudanga de varidvel = ey, tem-se que V,z(y) = eVz(x/c) e Vid(y) =
eV*¢(x/e). Entdo pode-se escrever,

—e 1 div, (1CV29) — div(7u, M(0.)) + 70, Q(0-, T:) + €7, Q(0,2) = 0, )
— e Mdiv, (1, KV, 2) + ediv(7..Ko) + div(7,, Q(0.,@.)) = 0.

Para constru¢do do problema exterior, que € independente de ¢, utiliza-se os termos de menor
ordem de ¢. Portanto, na varidvel y as parcelas que compdem os problemas exteriores sao,

div,(1.CV2¢(y)) =0 em R® e div,(1.,KV’2(y)) =0 em R*, (35)
onde
1 em R?\w,
Yo oem w.

Considerando a condic¢do de transmissdo sobre Ow,, apresentada em (14), segue que:

(1 =)M(O)(@)n + [1.CV; d]n+
(1 =) M(O) = MO)@)]n + [ M(0)]n =0, 37

(1=7Q0,w)(@) -n—[1KV, 2] -n+e(l —7)Ko-n+
(1 - 7)[Q(07w> - Q(@, w)(/x\)] "N+ [[’sz Q(gaawsﬂ] n =20 ) (38)

Em seguida, agrupa-se os termos de mesma ordem de € e assim, constrdi-se os problemas na
variavel vy,

(
div,(,CV?¢) = 0 em R?,
¢ = 0 |yl — o0,

[¢] =
[[%vafﬁb]]n = 0s

(39)

sobre Ow .
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onde gy = —(1 — v)M(0)(Z)n. De forma andloga, a fungdo z € solugdo de:

)
div,(nKV,z) = 0 em R?,
z = 0 |yl = o0,
[-] =
[VWKV 2] -n = gy

(40)

sobre Ow ,

com g, = (1 —v)Q(0, w)() - n.

Os residuos (6., w.) sdo solu¢des do problema de valor de contorno que compensa as dis-
crepancias introduzidas por ¢ e z, ou seja,

[ div(, MB.) 7. Q0. T) = fi em 9,
—div(y,, Q0. @) = fo em  Q,
M(@B:) = CV.,
Q(b-, W) = K(b- — Vi),
0. = 20, sobre T'p, ,
Nfﬁe = 2w, sobre T'p, , “n

M(@O)n = 2M(bp)n sobre Ty, ,
Q(gs,@s)‘n = 2Q(fy,wy) -n sobre Ty, ,

[ ME)n = g ‘

[ Q- @] -0 = g
[6:] = o

( [we] = 0

sobre Ow; ,

Vs

onde wy := _5_12}39’ by := —6‘1¢|m,g1 = —(1—)[M(0)—M(0)(Z)|ne g2 = gn+cgy, com
gn = =(1=)[Q(0, w) = Q(8, w)(T)] - ne g, = —(1—7)Ko(n) -1, eainda fi = e7.,. Q(6, 2)
e fo = ediv(y, Ko).

Lema 2. Seja (6., @.) solucdo para (41). Entdo, os residuos sdo ||6. i, = 0&) e llwell ) =

o(e).
Demonstragcdo. A prova estd na Sec¢ao 3.6. [

Para conhecer o comportamento assintético das fungdes fungdes 6. e w., foram apresen-
tadas as expansdes (31) e (32). Para ser possivel conhecer tal comportamento € necessario
calcular ¢ e z dos problemas (39) e (40). Porém, essas solu¢des podem ser obtidas analitica-
mente apenas para alguns casos particulares como, por exemplo, no caso em que a forma da
perturbacao € circular e as propriedades do material sdo isotropicas. Na secdo seguinte serd
apresentada a derivada topoldgica para o caso anisotrépico, homogéneo e com uma perturbacdo
de forma arbitraria.
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3.4 Calculo da Derivada Topolégica

Substituindo (31) e (32) em (30) obtém-se o seguinte resultado

D@~ 000 =~ 50 [ (MO)-F°0+ 20, w) - (0~ Vu)(@)

L eM(O)(F) - Vip — 2Q(0,w)(T) - V) + E(2) . (42)

onde £(¢) = Z &i(e) = o(e?), como pode ser visto na Secio 3.6, com:

(6) =~ [ (M®)-T0+ 00.u) - (0.~ Vi) @3)
)= 157 [ (M) ¥ - (M) T @), @)
£e) =~ 5 [ (@) (8~ V) — (Q(0.w) - (6~ Vu))@) @s)
(o) = =257 [ (V0 0) - MO)G)). 46)
£i(e) = ~e5 [ (0= V2)-(Q0w) - Q.0 @) . @)
o) = 5 [ 0 Q0m@). @8)

Os problemas (39) e (40) sdao apresentados, respectivamente, nas formas variacionais a seguir:
(

Encontre w € WY, tal que:
R (49)
[ uevio-vin = (1-)MO@- [ i wmews,
\ R?2 w
Encontre w € W5, tal que:
) (50)
/ 1KV, 2.V n = —(1-7)Q(0,w)@) - / V,n VneWs,
\ R2 w

onde a mudanca de varidvel © = ¢y foi utilizada. E ainda, os espacos W; e W5 sdo dados por:

Wi = {p € H'(R?)/R : [¢] = 0 sobre dw}. (51)
Wi = {p € H'(R*/R: [¢] = 0 sobre dw}. (52)
onde 1)y = 1Moy © 1Oty = 1)

Entdo, o momento fletor M (#) e o esforgo cisalhante Q(f, w) serdo escritos em fungdo de
suas componentes cartesianas, ou seja:

M(0)(F) = (M(0)(2)),; (e: @ €;) , (53)
(0, w)(z) = (0, w)(T)); € , (54)
CILAMCE 2015
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onde (M(0)(7)),; representa as entradas do tensor M na base definida pelos vetores e; € ¢;. Da
mesma forma, (Q(¢,w)(Z)), sdo as componentes do tensor Q na base definida pelos vetores e;.
Estas componentes sdo dadas por:

(M(0)(@));; = M(0)(2)) - (e @ ¢j) , (55)
(Q(0, w)(7)); = (0, w)(T)) - e . (56)

Nos problemas (49) e (50), pode-se escrever ¢ e z como combinagdes lineares das componentes
do momento e do esforco, respectivamente, da seguinte forma:

3y) = (M(0)(@))0" (y) . (57)
2(y) = (Q(0, w)(@)), 05 (y) - (58)

Substituindo as equagdes (53) e (57) no problema variacional (49), encontra-se o seguinte con-
junto candnico de problemas exteriores na forma variacional:

Encontre v%ij ) e Wy, tal que:

(59)
/RQ%(DVjUgJ) Ve = (1—7)(ei®ej)-/Vj77 Vn e Wy.

Analogamente substitui-se as equagdes (54) e (58) no problema variacional (50) para encontrar
o conjunto de problemas exteriores, na forma variacional, ou seja,

Encontre véi) € W;, tal que:

© (60)
/ %Kvyv; Vo = —(1—=7)e- / V,n ¥YneWws.
R2 w

Considerando a mudanga de varidvel x = ey, tem-se que V,z(y) = eVz(x/e), Vi d(y) =
eVip(x/e) e tem-se a estimativa £(¢) = o(e?). A diferenga (42) pode ser escrita como:

ol - vh0 = -5 [ (M) 70+ Q6.0) - (0~ Vu @)+

V) - CV00) - (0~ Tu)E)- KT,:0)) + o), 6D

Utilizando (57) e (58) escreve-se:
CV6(y) = (CV:u? (y)le: ® e @ ex @ e) (M(0)(T)) (62)
KV, 2(y) = (KV, v (y));(e; ® e;)(Q(0, w)(7)) - (63)

Agora, substituindo (62) e (63) em (61) obtém-se:

V(x(T)) — Y(x) = 2|w|PCV*0 - V0 + *|w|PK(0 — Vw) - (0 — Vw)) + o(?) ,
(64)

Finalmente, tem-se todos os elementos necessarios para apresentar o principal resultado desse
trabalho, isto é:
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Teorema 3. Seja J.(0., w.) o funcional de forma associado ao problema perturbado dado por
(9). Entdo, admite-se a expansdo assintotica topoldgica da seguinte forma:

Je(0:,w:) = T (0, w) + f(e)T(2) + o(e?) (65)
onde a funcdo f(c) = |w|e? e a derivada topoldgica dada por:
T(@)=PM(0(Z)) - VO(Z) + PQO(Z),w(Z)) - (0(Z) — Vw(Z)) . (66)

A matriz de polarizagcdo P, associada com os efeitos flexdo, é dada pelo seguinte tensor de
quarta ordem
_ 1-— 2 s, (i9)
P— —m [H"‘(CVyUl )kl(€i®6j®€k®€l)} . (67)
Por outro lado, a matriz de polarizagcao P, associada aos efeitos de cisalhamento, é dada pelo
tensor de segunda ordem, definido como

P 1 (KV ) @e,)] - 68)

2lw| Jo,
Os tensores identidade 1 e 1 sdo de segunda e quarta ordem, respectivamente.

Para calcular a derivada topoldgica descrita acima € necessario conhecer os tensores de
polarizacdo P e P, mas por sua vez, estes dependem da forma da perturbacao e das proprie-
dades do material. Foi apresentada a derivada para o caso geral, ou seja, material homogéneo,
anisotropico e para uma perturbacdo de forma arbitraria. Neste caso ndo é possivel encontrar
analiticamente a derivada topoldgica. Portanto para obté-la, é necessario calcular as solucdes
U%ij ) e véi) dos problemas (59) e (60) numericamente. Por outro lado, para casos particulares
em que a perturbacdo € circular e as propriedades sdo isotropicas pode-se obter analiticamente

a derivada topoldgica (66), tal situagdo sera apresentada na se¢@o a seguir.

3.5 Caso Particular: Material isotropico com perturbacao circular

As solugdes dos problemas exteriores (39) e (40) sdao conhecidas na literatura (Novotny
and Sokotowski, 2013). Estas tém exatamente a mesma estrutura dos problemas de valor de
contorno de Navier e Laplace, respectivamente. E ainda, para o caso particular de inclusdo cir-
cular com a propriedade isotropica e homogeénea, as solu¢des analiticas sdo conhecidas. Entao
a propriedade do material pode ser escrita como:

En?
kEh

Veja, para maiores informagdes, o livro Novotny and Sokotowski (2013). Utilizando o teorema
de Eshelby (1957, 1959), tem-se a seguinte representagdo para a solugdo de (39)

CVioy)| = TMO)@). 1)

B1
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onde T € o tensor isotrépico de quarta ordem dado por:

1 1—»v Q1 — QO
T=- 201 I®I 72
21+7a2<a2+1+7a1 ®)’ (72)
e para a solucao (40)
KV, 2(y)| =TQ(0,w)(T), (73)
B1

onde T é um tensor isotrépico de segunda ordem e pode ser escrito como:

1 —
 —, (74)
I+~

Agora, considerando o resultado em (61), € possivel calcular a integral sobre B; explicitamente,
o que fornece o seguinte:

V(X (T)) — ¥(x) = T2 (PM(0) - V0 + PQ(O,w) - ( — Vw)) + o(e*) . (75)

Portanto, pela defini¢do (3), diretamente identifica-se a derivada topoldgica 7 () para o funci-
onal de forma ¢, ou seja,

T(Z) = PM(0(Z)) - V*O(Z) + PQ(O(Z), w(Z)) - (0(Z) — Vw (7)) , (76)

desde que f(¢) = we?. E P é a matriz de polarizagdo associada com os efeitos de flexdo, e é
dada pelo seguinte tensor isotropico de quarta ordem,

1—7 1 1—7v 1l—7v ag —ay
P=——0+T)=—< 14+ o)+ I®I), 77

onde os coeficientes o € vy SA0 escritos como:

1+v 3—v
= (& Qg = .
1—v 1+v

(78)

(651

Enquanto a matriz de polarizacao P, associada com os efeitos de cisalhamento, é dada pelo
tensor isotrépico definido como

L=y
2

_ 1=
I-T)= 1+7L (79)

P =

3.6 Estimativas dos Termos Remanescentes

Sera considerada nesta secdo as estimativas dos termos remanescentes da andlise assintdtica
topoldgica para o problema de placas quando o funcional de forma é dado pela energia potencial
total, ou seja, serd estimado £ dado pela expansdo assintética (42).
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Prova do Lema 2

Por uma questao de rigor, € apresentada a solucdo explicita para o problema exterior escalar
(40), que pode ser encontrada em muitas referéncias (ver, por exemplo Novotny and Sokotowski
(2013, Ch. 5, pp. 144)), ou seja,

€ A~

2(55/5)‘9\@ = mﬁ (z—7), (80)
zfe)| = B (x—-T), (81)
onde 8 € R? € um vetor constante. A partir das equagdes acima, observa-se que z‘ by = —EWo,

com a fun¢do w, independente do parametro €. Além disso, a partir de um célculo simples,
tfem se ||z HLQ(M> —,O(\/_) ez HLQ(Q) = O(e+/|loge|) = o(e?), com § < 1. O caso vetorial
€ completamente andlogo ao escalar (Amstutz (2006)). Entao, usando os mesmos argumentos,
a solugdo explicita para o problema exterior vetorial (39), fornece ¢| = —&fy, com a funcdo
0y independente do parametro £ (Obert and Duvall (1967, Ch. 4, pp. 105)). Finalmente,

16],200.., = O(/E) € 6]],2 0, = 0lE®):

Antes de prosseguir, serd apresentado o seguinte resultado, que pode ser encontrada na
literatura (ver, por exemplo, Adams (1975); Mikhailov (2011)).
Teorema 4. Considerando um dominio aberto e limitado D C R?, com fronteira Lipschitz OD.
Entdo,

||(p||L2(8D) S CHSO”HI(D) ) (82)

para cada p € H'(D), onde a constante C' é independente de p. O mesmo resultado vale para
fungdes vetoriais em H' (D) x H' (D).

Agora, tem-se todos os elementos para provar o Lema 2. Para comegar serd decomposto a
solugdo (41) como (6., w.) = (6, @") + (62, @P). Portanto:
Lema 5. Seja (6", @") solu¢do do seguinte problema variacional: Encontre (8", @") € U,
para todo (g, Ny) € Ve, tal que:

/%&M@%V%+Q@ﬁ@ww=(/grm+§/-M%MWm
Q Owe I'n

[4

Y. QO W) -V, = / an nw+82/ (Q(6o, wo) - )Ny
QO Owe TNy,
(83)

com o conjunto U, definido como U.:=V. + {(pg, pw)}, onde (pp, ) € H'(Q) x H'(Q)
é lifting do valor na fronteira de Dirichlet £*(0y, wy), dotado com as propriedades adicionais
w9 = 0em Ow.U(ON\T'p,) and ¢, = 0 on Ow .U (ON\T'p,, ). E ainda, g1 = —(1—~)[M(0) —
M(O)(@)neg, = —(1—7)[Q(0,w) — Q(A, w)(Z)] - n. Entdo, as estimativas H@HHMQ) = o(¢)

e ||wh||H1(m = o(e) sdo verdadeiras.
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Demonstracdo. Ao tomar ny = @ZL —pg €My = W'—,, em (83), tem-se as seguintes igualdades

/ Ve (M(O) - V20" + Q0" al) - ) = / g - 08t
Q O

We

£? M(@O)n@+s2/ M(@E@n -6y, (84)

I'n, I'p,

/ e Q@ @) - Vit = / G @
Q

Owe

[ (Qbown) w4 < [ (@) . (85)
Py, Ip,,
Os dois tltimos termos nas igualdades acima podem ser substituidas, respectivamente, por

M@0 = | A MO n- g

I'p, onN

= | .00 @) s+ | Y MO - Vi, (86)
Q Q

/ Q@ @) - njywy = / o (O, @) - n)pu
I'p, o0
= [ 7. Q0" a") Ve, , (87)
Q

como g = 0 sobre dw. U (92 \ I'p, ), ¢w = 0 sobre dw, U (92 \ I'p,,), 1. = 1 sobre 04,
div (7, M(01)) = 7, Q0" wh) e div(v,, Q0 w")) = 0 em w. U (2 \ w.). Subtraindo (85)

€
de (84) e levando em consideragio estes dois ultimos resultados, tem-se

[ @) v+ Q@ aty @ - vty = [ o8- [ gats
Q awg 8UJ5
e’ Vewe Q<§?’ [&?) “Po T+ e’ /szM(ag) ) v5900 — & Ve Q(a?? [&?) -V, +
Q Q Q
52/ M(bo)n - 0" — 62/ (Q(6y, wo) - n)w" . (88)
FNG I'n

w

A partir da desigualdade de Cauchy-Schwarz, pelo teorema do traco e considerando a desigual-
dade triangular, obtemos

/ Yoo (M) - V70 4+ QL) - (8 = Vi) < Cu® (1820 0y + 1521y ) + (B9
Q

onde utilizou-se a regularidade elipitica interior das func¢des ¢ e w. Finalmente, a partir da
coercividade da forma bilinear do lado esquerdo de (89), ou seja,

o (0212, N2, ) < [ e M) - Vo0 4, O, @) - (B — V), (90)
Q

H1(Q) HI(Q) ) —
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tem-se,
& (10 + 1T ey ) = (NB2N2, N2, )
> (18 ey + 17y ) o
Entao, obtém-se
16251 gy + DL 1 < CE2 92)
que conduz ao resultado, com C' = %Cl independente de €. [

Lema 6. Seja (5@’ , wP) solugdo do seguinte problema variacional: Encontre (5@’ ,wh) € V., tal
que, para todo (19, M) € Ve:

/%E(M@’)-Vsne+Q(5§,@§)-ne) = s/%EKVZ-na—e/%Ech-ne,
Q

_ “ 93)
Yoo QUOZ, WE) - Vi = € [ div(7,.Ke)n, + 5/ 9w »
Q Q e
onde g, = —(1 — v)K¢(n) - n. Entdo, as estimativas H§§|‘H1(m =o(e)e prHHI(Q = o(¢) sdo

verdadeiras.

Demonstragdo. Ao definir g = 55 e 7w = w? em (93), tem-se as seguintes igualdades
/ Yoo (M(O2) - 902 + Q07 02) - 07) = & | 7, KVz- 07 — < / 7. Ko 07, (94)
Q Q Q
[ro@a.va. = - [ aveuxome [ gaz. o9
Q Q dwe

Depois de subtrair a segunda igualdade da primeira, tem-se
[ M@)o+ Q) - @ - V) =< [ ga
Q Owe
e | 7. KVz-0P —¢ / div (7, Ko)a? — e / Y. Ko - 07 . (96)
Q Q Q

Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e o Teorema 4, o primeiro termo do lado direito
de (96) pode ser escrito como:

|3 < Qs Ny < OO ©7)
onde [|¢]|_, ) = O(4/e). Agora, considerando o segundo termo de (96). Integrando por partes
/ . KVz - =(1-7) | K& nz— / div(y,. K6)z (98)

Q Owe Q
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onde 55 = 0 sobre 0f2. Fazendo uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz e o Teorema 4, tem-se

z|| + Cy| 62 < Cue 02|, +(99)

Hl(wg)H L2(8w5) HI(Q)HZHL2(Q)

/ 1 KVz 7 < ol
Q

com [z , . = O(ye) e HZHLQ(Q) = 0(£%), onde § < 1. Analogamente, para o terceiro termo
do lado direito de (96), obtém-se

/Q div(y.. Ke)at < Cse' 2@, ., - (100)
Da mesma forma, para a quarta parcela do lado direito de (96), tem-se
/Q%Ech-gé’ < Co 12| (101)
Entao, a partir dos resultados acima, juntamente com a desigualdade triangular obtem-se
/Q Yoo (M) 02+ QB2 ) - (B — Vi) < Cre®® (|82 oy + 11 1, ) - (102)

Utilizando a coercividade da forma bilinear em (102), ou seja,

o (10212, + NI, ) < / Yo (M(B2) - V02 + Q(O2, @) - (67 — Var)) , (103)
Q

Hl(Q) HY(Q) ) —

e ainda,
Coe¥2 (102 s gy + 11y ) = (IEEI2, NI, )
> S (1l + 1T0) (104)
Finalmente obtém-se
162 |y + N1 < CE*2 (105)
que conduz ao resultado esperado, com C = 77 independente de ¢. [

Finalmente, a prova do Lema 2 segue imediatamente a partir dos resultados do Lema 5 e
Lema 6.

Estimativa do Residuo &(¢)

Considerando o residuo & (¢) dado por (43) e a notagdo M = M () e Q = Q(0, w), entdo

fe) =~ 50 [ (M M@)-VE+ Q% Q@) (B - Vi) (106)

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwartz

We

£1(e) < Co (IM = M@)o IV, + IM@) s Vel +

”LQ("JE L2(we) ||L2(W5

1Q = Qo 12 = Vil + Q@ 1 — VL, ) - (107)
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Com a regularidade eliptica interior das fungdes 6 e w, tem-se | M — M(Z)|| < ¢ollz — Z|| e
|Q — Q)| < ¢1]|z — 7|, onde ¢ e ¢; sdo constantes independente de ¢, entéo

&1(e) < Cre IVl ) + 10 = Vitllay,, ) (108)

L2(we)

onde usou-se o fato que ||Q(f)||L2(W8) = 0(e), ||M(§)||L2(w€) =0(e)e|xr— /f”w(us) = 0(&?).
Utilizando a desigualdade triangular juntamente com Lema 2, obtém-se
&1(e) < Cre (I 0ell gy + 10laggy + 19N o )
< Cre (10l gy + 18l g ) = 0% - (109)

Os residuos & (¢) e & (¢) sdo dados, respectivamente, por (44) e (45). Sera utilizada a notagdo
hy = M(0) - V30 ehs = Q(0,w) - (§ — Vw). Pela regularidade eliptica interior das fungdes 6
e w, tem-se ||h; — h;(Z)| < ¢||x — Z||, com i = 2,3, onde as constantes ¢; sdo independentes
de ¢. Portanto,

1— ~
E() = ——5~ | (= (@)
< Ci/ |z — 2| = o(e?) . (110)

Serd introduzida a notagdo G4 = V*¢, Hy = M(0), G5 = ¢p—Vze H; = Q(#, w). Novamente,
para regularidade interior das fungdes 0 e w, tem-se |H; — H;(Z)|| < ¢;||z — Z|| parai = 4,5,
onde as constantes ¢; sdo independentes de . Assim

&) =<5 [ G- - H@)

2
< <CollGill o, H: = H@),,,
<eCilGil, e =7l =olc?), (i

onde usou-se a regularidade eliptica interior das fungdes ¢ e z.

Finalmente, para mudanga de varidvel © = ey, o residuo & () dado por (48) pode ser
escrito como,

foe) =~ 157 [ o) Q6.w)@) = ofe?). (112)
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