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Resumo. Este trabalho investiga a aplicabilidade de um modelo de baixa dimensao, com trés
graus de liberdade e com um grau de liberdade, para a obtencdo das relacdes frequéncia
amplitude de uma casca cilindrica simplesmente apoiada. O modelo de baixa dimensdo com
trés graus de liberdade consiste em escrever a amplitude dos modos néo lineares de cada
campo de deslocamento, axial, circunferencial e transversal, da casca cilindrica em funcéo
do seu respectivo modo fundamental de vibragdo. J& o modelo com um grau de liberdade é
obtido escrevendo-se a amplitude de vibracédo de todos os modos, linear e néo linear, de cada
campo de deslocamento em fun¢do do modo fundamental de vibracéo transversal da casca
cilindrica. A teoria ndo linear de Sanders é empregada nos estudos das vibrages livres ndo
lineares. Para resolver as equac@es diferenciais parciais de equilibrio, aplica-se o método de
Galerkin utilizando-se, para cada modelo de baixa dimensédo proposto, os modos lineares de
vibracdo, criando um sistema de equacfes algébricas ndo lineares que, por sua vez, é
resolvido com o emprego o método de Newton-Raphson. Diversas geometrias de cascas
cilindricas sdo utilizadas para avaliar a aplicabilidade dos modelos de baixa dimensao
propostos neste trabalho.

Palavras chaves. Sanders, modelos de baixa dimensao, cascas cilindricas.
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Determinacéo de modelos de baixa dimensdo para a analise do comportamento dindmico de cascas...

1 INTRODUCAO

As cascas cilindricas sdo elementos estruturais comumente utilizadas em diversos tipos
de construgdes: naval, civil, mecénica, aerondutica e petroquimica, sendo especialmente
eficientes quanto ao suporte de cargas axiais e pressdes laterais devido a sua configuracao
geomeétrica e a interacdo entre os esforcos internos de membrana e de flexdo. Como exemplos
de aplicacbes tém-se as torres de resfriamento de usina nucleares, os silos de armazenamento
e 0s reservatorios elevados de agua. Estas estruturas podem apresentar geometria simples,
todavia quando submetidas a excitagdes externas a casca cilindrica apresenta um
comportamento n&o linear bastante complexo.

Diversas teorias foram desenvolvidas a fim de descrever as equacdes diferenciais ndo
lineares que representam as deformacges da casca. A teoria de Sanders é a que serd abordada
para o desenvolvimento dos modelos reduzidos de baixa dimensdo deste trabalho, sendo uma
teoria ndo linear mais refinada em relag&o a teoria n&o linear de Donnell, propondo um campo
de deformacdes mais complexo capaz de descrever o comportamento de cascas espessas e
sendo considerada mais precisa para analises ndo lineares (Gongalves, 1987).

Amabili e Paidoussis (2003) e Alijani e Amabili (2014) fazem uma ampla revisao
bibliografica de pesquisas sobre vibracGes ndo lineares de cascas cilindricas, abrangendo
varios estudos tedricos, numéricos e experimentais abordando problemas particulares
dindmicos que envolvem vibragGes paramétricas, estabilidade, deformacdo dinamica,
vibrac6es ndo estacionarias e vibragdes catticas. Além disso, varios aspectos de vibrag¢bes ndo
lineares de cascas cilindricas, incluindo as interagdes fluido-estrutura, as imperfeicdes
geométricas, efeito da geometria e condi¢bes de contorno, cargas térmicas e elétricas,
modelos de baixa dimensdo, além das técnicas de perturbacdo, decomposi¢cdo ortogonal e
modos normais néo lineares séo analisados de forma criteriosa.

Apresentam-se neste trabalho dois modelos de baixa dimensédo para a analise das relacdes
frequéncia amplitude de diversas geometrias de cascas cilindricas, um modelo com trés graus
de liberdade e outro com apenas um grau de liberdade. A redugéo da dimensao, proposta neste
trabalho, é obtida a partir da escrita das amplitudes dos modos ndo lineares de vibracdo dos
campos de deslocamento em funcdo da amplitude do modo linear de vibragdo. O modelo de
baixa dimensdo com trés graus de liberdade consiste em escrever a amplitude dos modos néo
lineares de cada campo de deslocamento, axial, circunferencial e transversal, da casca
cilindrica em funcéo do seu respectivo modo fundamental de vibracdo. Ja o0 modelo com um
grau de liberdade é obtido escrevendo-se a amplitude de vibracéo de todos os modos, linear e
ndo linear, de cada campo de deslocamento em funcdo do modo fundamental de vibragédo
transversal da casca cilindrica. E importante verificar se os modelos de baixa dimenso néo
modificam o comportamento ndo linear da casca cilindrica devido a consideracdo incorreta
sobre o acoplamento modal, ponto extremamente discutido ao longo dos anos (Chu,1961;
Evensen, 1963, 1967;Nowinski, 1963; Hunt et al. ,1986).

2 FORMULACAO DO PROBLEMA

O campo de deformagbes e mudancas de curvatura da superficie média da casca
cilindrica, utilizado neste trabalho para a obtencdo das equagdes de equilibrio ndo lineares,
segue a teoria ndo linear de Sanders. O material da casca cilindrica possui comportamento
elastico, homogéneo e isotrépico, com modulo de elasticidade E, coeficiente de Poisson v,
densidade p, raio R, comprimento L e espessura h. As coordenadas x, & e z, sdo associadas,
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respectivamente, com os deslocamentos axiais, circunferenciais e laterais da superficie media
denotados, respectivamente, por u, v e w conforme a Fig. 1.

Figura 1: Representacéo do sistema de coordenadas e geometria da casca cilindrica

O campo de deformacbes especificas nas direcBes axial, circunferencial e a distorcao
angular de um ponto da superficie média da casca cilindrica, segundo a teoria ndo linear de
Sanders, é dado por:

1.2
& =U, +—W,
2 (1)
1 1 2
&y = E(V,a"'w)"' W(W,a - V,x) (2)
1 1
7x9=8x6+80x=_u¢9+vx+_wx(w0—v) (3)
’ ) R , ’ R ’ ’
As rotacdes, segundo a teoria ndo linear de Sanders, sdo dadas por:
ﬂx == W,x (4)
1
pr=-=w,-v) ©)
Por fim, as mudancas de curvatura, segundo a teoria ndo linear de Sanders, sdo dadas por:
kx == \N,xx (6)
1
ke = ?(V,e - W,ee) (7)
w 1(3 1
k,=k, =—X4+=| =y ——u 8
X6 6 X R 4(R X Rz ,0) ( )

As deformacdes especificas: axial, circunferencial e a distorcdo angular, de um ponto
qualquer da casca, situado a uma distancia z da casca, h/2 <z< h/2, sdo dadas por:

g,=¢+2K, 9)

g =e 2k, (10)
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77x0:7x6’+22kx6’ (ll)

Os esforgos de membrana e de flex&o séo determinados a partir das seguintes integracdes:

h h h
2 2 2
N.= IEXdz, N = .[E,,dz e N,,~= Ifx(,dz (12)
h h h
2 2 2
h h h
2 2 2
M= J.ZEXdZ, M= IZUHdZ e M, = J.zfxgdz (13)

Ox, 0% as tensdes: axial, circunferencial e cisalhante, de um ponto qualquer da

sendo

casca cilindrica:

_ E ,_ -\ E _ _ E

o, = E +vegy), 0= c,+tve))er, = v 14
X 1_V2( X 9) 0 1—1/2( 0 9) Txo 2(1+V) 7 xo (14)

Os esforcos de membrana Ny, Ng e Nyo e 0s esforgos de flexdo, My, Mg e My em um
elemento infinitesimal de uma casca cilindrica € apresentado na Fig. 2 na sua convencgao

positiva.

Figura 2: (a) esforgos de membrana, (b) esforcos de flex&o e convencgéo de sinais na configuragéo
deformada (Silva,2008)

A partir do somatdrio de forcas e de momentos de um elemento infinitesimal e
deformado da casca cilindrica, obtém-se as equac@es ndo lineares de equilibrio de uma casca

cilindrica, a saber:

1 1 "
Nx,x+ENx9,a_ﬁan,e+phu =0 (15)
1 1 1 1 .

ENa,e +Nx6,9 _? (N6ﬂ€+Nxﬂx )+ﬁMx€,x +?(M9,9 +R an,x)_ phv =0 (16)
1 1 1

= Na + [Nxﬂx+Nx9 ﬂe]x += (Neﬁe"'Nxaﬁx ),0__(Mx0,6 +R Mx,x)x

R xR R ' (17)

_%(Ma,a +R Mx@ﬂ)ﬂ_p hw=0
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3 RESULTADOS NUMERICOS

Considera-se que a casca cilindrica apresenta médulo de elasticidade E = 210 GPa,
coeficiente de Poisson v = 0.3 e densidade p = 7850 kg/m3. Quanto ao campo de
deslocamentos empregado neste trabalho, Gongalves (1987), a partir da aplicacdo de técnicas
de perturbacdo, propde os seguintes campos de deslocamentos (u, v e w) para uma casca
cilindrica simplesmente apoiada:

u=U, cosz(wt)[sen(2q§)+%sen(4q§)} +U, cos(wt)cos(q&)cos(n @)
+U, cos’(wt)cos(2 n 0)(5en(2q§)+%sen(4q§)j+u3 cos’(wt)cos(3q &)cos(n ) (18)

+U, cos’(@t)cos(5q&)cos(n 8)+U, cose(wt)(sen(6q§)+%sen(8q§)j

v=V, cos(wt)sen(q &) sen(n 8)+V, cos’(wt)sen(2 n 8)(cos(2 q &)-1)

+V, cos’(wt)sen(3n @) sen( n 8)+V, cos’(wt)sen(5 q &) sen(n 6) 19

w=W, cosz(a)t)(cos(Z q 5)—% cos(4q 5)—%) +W, (wt)sen(q &)cos(n 8) (20)

onde  representa a frequéncia natural da casca cilindrica, q = m 7= RIL, { =x/R e U, i =
O,...,5), V;, ] = (1,...,4) e Wy, k = (0, 1) séo as amplitudes modais.

Substituindo-se os campos de deslocamentos u, v e w, Eqg. (18)-(20), nas Eq. (12)-(13)
chegam-se as resultante dos esforcos de membrana e de flexdo que, por sua vez, sao
substituidas no sistema de equacGes de equilibrio da casca cilindrica, Eq. (15)-(17). Em
seguida, para a obtencdo de um sistema algébrico ndo linear, aplica-se o método de Galerkin-
Urabe na seguinte forma:

u, =Mj/wzﬂEq(l?)-é‘ui dx dé dt (21)
0 00
2r/w2r |

v, = j HEqas)-avjdxdedt (22)
0 00
2zlw27 |

w, = j HEq(19)~&Nk dx do dt (23)
0 00

onde uj, vj € W S80, respectivamente, as equagoes ndo lineares obtidas para cada fungéo peso
du;, dvj e dwy, dada pelo produto das fungdes harmonicas de cada modo presente no campo de
deslocamento.

Por fim, apos a aplicagdo do método de Galerkin-Urabe, tém-se um sistema com doze
equacdes algébricas cuja solucdo é encontrada a partir do método de Newton-Raphson para se
determinar as amplitudes modais e a frequéncia de vibragéo néo linear do sistema.
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Para a determinacdo da frequéncia natural de vibracdo com seu respectivo modo de
vibracdo (m, n), o sistema de equacdes deve ser linearizado.

Neste trabalho sdo analisadas nove geometrias diferentes como apresentado na Tab. 1.
Percebe-se a partir desta tabela que a frequéncia natural diminui com o incremento da relacéo
L/R (geometrias de 1 a 5). J& com o decréscimo da relacdo R/h a frequéncia natural sofre um
acréscimo (geometrias de 6 a 9). Para cada geometria analisada o0 modo de vibragéo
apresentado, na Tab. 1, sera utilizado para a obtencédo das relacGes frequéncia-amplitude.

Tabela 1:Geometrias analisadas e suas respectivas frequéncias naturais e modos de vibracéo

Geometrias R (m) L (m) h (m) o (rad/s) (m, n)
1 0,025 50606 (1,6)
2 0,05 25354 (1,9
3 0,1 0,001 12652 ,7)
4 0,2 6330 (1,5)
5 0,1 0,4 3232 (1,4)
6 0,00025 6253 (1,10)
7 0.1 0,00050 8884 (1,8)
8 ’ 0,002 18166 (1,6)
9 0,004 25026 (1,4)

A Figura 3 apresenta o espectro de frequéncias naturais para uma casca cilindrica de raio
R = 0.1m, espessura h = 0.001m e comprimento L= 0.2m (Geometria 4). Observa-se a partir
desta figura que o modo de vibracdo associado a frequéncia natural ocorre para uma semi-
onda longitudinal, repetindo a mesma constatacao para as demais geometrias.
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Figura 3:Variacdo da frequéncia natural com o0 modo de flambagem (m,n)

A Figura 4 apresenta a relacéo frequéncia-amplitude da casca cilindricade raio R = 0.1m,
espessura h = 0.001lm e comprimento L= 0.2m (Geometria 4). No eixo horizontal estdo os
valores das frequéncias naturais enquanto no eixo vertical apresentam-se os deslocamentos do
ponto de coordenadas (x, 0) = (L/2, 0) da casca cilindrica. Nesta figura, a curva de cor preta
representa os resultados obtidos a partir da solu¢do do sistema ndo linear de doze graus de
liberdade oriundo da aplicagio do método de Galerkin-Urabe. Observa-se, para esta
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geometria, que a ndo linearidade da casca cilindrica € do tipo softening, quando ocorre perda
rigidez com o incremento dos deslocamentos.

0,002

0,0016

0)

~0,0012

=L/2

| 1
0,0008

w (X

0,0004

O T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T
6230 6240 6250 6260 6270 6280
w (rad/s)

Figura 4: Relacao frequéncia-amplitude. Geometria 4

Observam-se na expansdo modal, dada pelas Eq. (18)-(20), que os modos associados as
amplitudes U;, Vi e W; sdo os modos lineares de vibracdo da casca cilindrica. O modelo de
baixa dimensdo com trés graus de liberdade, propostos neste trabalho, reduz o problema
subordinando as amplitudes modais de cada direcdo: axial circunferencial e transversal, as
respectivas amplitudes modais dos modos lineares (Gongalves, 1987; Silva, 2008). A partir
dos resultados encontrados para o sistema com doze graus de liberdade, a subordinacgéo entre
as coordenadas é obtida a partir de polindbmios interpoladores, a saber:

U, =331-10° U} -456-10° U7 +517-10* U, (24)
U, =2,127-10° U} — 2,637 -10° U} +3,266 - 10 * U, (25)
U, =2115-10° U} + 2,454 -10' U} +6,206 -10* U, (26)
U, =776-10°U, —4,442.10° U} + 2,895 U + 4,271-10°U, 27)
U, =—4,489-10° U; —1,2722-10* U, —5,445-10" U/ — 8,427 -10°U, (28)
V, =3,553-10%V,* - 6,851-10" V,* +8,598 -10° U, (29)
V, =-13631-10*V;* +1,653-10° V,* +1,619 -10° U, (30)
V, =7,825-10°V,> -1,244-10%V,* -1,23-10° U, (31)
W, =-1,05-10°W;* +353-10"' W -5,27-10° W, (32)
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Figura 5: RelagBes frequéncia-amplitude para as diversas geometrias analisadas
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Ja 0 modelo de baixa dimensdo com um grau de liberdade reduz o problema
subordinando todas as amplitudes modais a amplitude modal do modo linear dos
deslocamentos transversais. Para a Geometria 4, tém-se o0s seguintes polinémios
interpoladores:

U, =—577W> - 1,22W? +2,88-10° W, (33)
U,=2,31-10° W} - 1,04-10° W, —5,04-10° W, (34)
U,=1,07W - 7.08-10"W? +6.14-107 W, (35)
U,=-2,33-10° W’ — 3.34-10° W, +1.65-10° W, (36)
U, =-2,36-10°W,* +6,68-10' W —2,61-10* W, +7,17-10° W, (37)
U, =-217-10°W," -1,24-10" W +1,02-10* W, =310-10° W, (38)
V, =2,70-10'W,* -1,74.10° W,? = 2,03-10 " W, (39)
V,=-881-10" W —2,83W,” ~1,50-10° W, (40)
V, =114-10° W +154-10°W,> - 7,60-10" W, (41)
V,=-2,50-10°W," - 6,64-10'"W,* +2,81-10* W, +7,73-10° W, (42)
W, =-1,05-10°W* +3,53-10" W,* - 5,27 -10° W, (43)

Apos a obtencdo dos polindmios interpoladores a aplicacdo do metodo de Galerkin-Urabe
se restringe a trés equac@es (ui, vi e wi—Eg. (21)-(23)) caso o modelo de baixa de dimensdo
seja o de trés graus de liberdade. Ou a uma Unica equacdo, w; (Eq.(23)), caso o modelo de
baixa dimensao seja o de um grau de liberdade.

A relacdo frequéncia-amplitude obtida para a Geometria 4 e para cada modelo de baixa
dimensdo esta ilustrada na Fig. 4, onde a curva azul ilustra 0 modelo com trés graus de
liberdade e a curva verde o modelo com um grau de liberdade. Observa-se, a partir da Fig. 4,
gue a nao linearidade da casca cilindrica € mantida e os resultados sdo satisfatérios para
amplitudes de deslocamentos proximas a espessura da casca cilindrica.

Para todas as geometrias analisadas foram obtidos os polinbmios interpoladores para a
determinacdo dos modelos de baixa dimensdo. A Fig. 5 apresenta as relacGes frequéncias-
amplitudes para as diferentes geometrias analisadas neste trabalho e para os diferentes
modelos de baixa dimensdo. De modo geral observa-se que o comportamento nao linear da
casca cilindrica é mantido independentemente do modelo de baixa dimensdo empregado e que
0s modelos de baixa dimenséo apresentam boa precisdo quando comparados com o modelo de
doze graus de liberdade, a excecdo das Fig. 5(e) e Fig. 5(f) que apresentam uma elevada
relacdo R/h.

4 CONCLUSOES

Este trabalho investigou a aplicabilidade de um modelo de baixa dimensdo, com trés
graus de liberdade e com um grau de liberdade, para a obtencdo das relacbes frequéncia
amplitude de uma casca cilindrica simplesmente apoiada. Foram propostos dois modelos de
baixa dimensdo: um com trés graus de liberdade e outro com um grau de liberdade. Ambos os
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modelos consistiram em escrever a amplitude dos modos ndo lineares em funcdo do modo
linear de vibracdo. A casca cilindrica foi descrita segundo a teoria ndo linear de Sanders.

Diversas relacdes frequéncia-amplitude para diferentes geometrias foram obtidas sendo
possivel inferir que o método de reducdo da dimensédo do problema apresentou-se bastante fiel
ao método convencional — o comportamento nao linear e os valores permaneceram bastante
proximos para a maioria das geometrias analisadas neste trabalho, indicando que é possivel
reduzir a dimensdo do problema sem afetar o comportamento global.

Este trabalho encontra-se em andamento e trabalhos futuros para avaliar a aplicabilidade
do método de coordenadas escravas para 0 estudo das vibracGes forcadas estdo em
andamento.
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