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Resumo. A aplicacdo de trelicas planas na engenharia estrutural ocorre nas mais diferentes
aplicacgdes, sendo a cobertura de grandes espacos, ou colunas trelicadas, algumas de suas
aplicagdes. Neste tipo de aplicacédo, as trelicas apresentam uma resposta altamente nao
linear na presenca de cargas estaticas e dinamicas, mesmo para baixos niveis de
carregamento. Neste trabalho apresenta-se uma formulacédo analitica ndo linear para uma
trelica plana. Analisa-se a perda de estabilidade e as vibracgdes néo lineares destas estruturas
sob cargas estaticas e dinmicas. Diversas estratégias numéricas sdo tracadas para a
obtencdo das respostas no tempo e planos fase, diagramas de bifurcacéo e bacias de atracéo.
Os resultados mostram a importancia da ndo linearidade geométrica na dindmica e na
estabilidade desta classe de estruturas.
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1 INTRODUCAO

Os colapsos de estruturas de engenharia civil se enquadram em duas categorias. O
primeiro tipo, lecionado em disciplinas de resisténcia dos materiais e mecanica estrutural,
consiste na avaliacdo da ruptura dos materiais das estruturas. E estudado de forma
independente da geometria, sendo as equagbes de equilibrio escritas na configuracdo
indeformada. O segundo tipo, em contraste com o primeiro, consiste em avaliar a estabilidade
estrutural. A geometria e o tamanho da estrutura séo considerados de forma independente da
resisténcia dos materiais. Sdo requeridas equacdes de equilibrio na posicdo deformada da
estrutura, e como esta configuracdo é geralmente desconhecida, mas dependente das equacbes
de deflexdo da estrutura, sua solugdo é em principio ndo linear (Bazant; Cedolin, 2010).

Flambagem de sistemas trelicados ou pérticos é, sem duvida alguma, um problema de
grande importancia para engenharia civil e estrutural, sendo também encontrado na
engenharia mecénica e aeroespacial. Nesses sistemas, a flambagem global implica em
flambagem dos membros individuais. A principal dificuldade enfrentada se deve no
comportamento conjunto, onde a carga axial de um membro influencia ndo apenas sua carga
critica, mas também dos membros adjacentes. Tal problema é frequentemente subestimado
devido a sua dificuldade, o que leva a erros graves na andlise da estabilidade estrutural
(Bazant; Cedolin, 2010).

Toklu (2004) observa que o principio de minima energia potencial determina que a
configuracdo de equilibrio estavel implica em um minimo local do potencial de energia.
Apesar de ser abordado em praticamente todos os livros de analise estrutural, ndo € muito
explorado exceto em casos particulares. Dessa forma Toklu (2004) propde um algoritmo de
andlise através da energia potencial, mostrando que sua aplicacdo em trelicas é interessante,
permitindo a andlise antes e apds a perda de estabilidade.

Greco e Venturini (2006) apresentam uma alternativa de anélise de estabilidade estrutural
de estruturas trelicadas, baseada no método dos elementos finitos. Cinco estruturas sao
estudadas como exemplo, identificando cargas criticas, pontos limites e caminhos de
deslocamento versus carregamento. Tal formulacdo pode ser utilizada para analisar casos de
grave comportamento ndo-linear geométrico, incluindo problemas de estruturas apo6s a
flambagem.

A mudanca do equilibrio do caminho primario quando este cruza outro caminho, ou seja,
a partir da carga critica, € chamada bifurcacdo (Croll e Walker, 1972). Introduzido por
Poincaré em 1885, este termo refere-se a mudanca qualitativa da estrutura topolégica do
retrato de fases de um sistema dindmico. Bifurcacfes sdo classificadas pela sua codimensao:
quantidade de parametros a serem analisados. Para sistemas de codimensdo um, quatro
bifurcacbes locais podem ocorrer: sela-ng, transcritica, forquilha e Hopf. Duas outras
bifurcagdes globais existem: homoclinica e heteroclinica, onde trajetorias sdo completamente
destruidas (Monteiro, 2011).

Um tipo de instabilidade importante pode ocorrer devido a uma bifurcagdo global. Tal
comportamento é denomidado salto dindmico, caracteristico de arcos e cascas. O valor critico
¢ aqui denominado de ponto limite, a partir do qual a estrutura “salta” para outra
configuracdo, geralmente distante da anterior (Bazant, 2000). A nomenclatura “bifurcagdo
global” se justifica pela impossibilidade de prever tais comportamentos por analises locais
como o célculo de autovalores (Monteiro, 2011). Nesse caso, outros métodos sao requisitados,
como o método de Melnikov (Monteiro, 2011).
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Diversos autores estudaram a resposta dinamica de uma trelica de Von Mises.
Kwashiewski (2009) obteve os caminhos de equilibrio de diversas configuracfes iniciais,
comparando resultados de sistemas abatidos e de altura elevada. Constatou-se que, além do
caminho primario de equilibrio, podem existir dois ou trés caminhos secundarios, sendo 0s
ultimos todos instaveis, descrevendo deslocamentos assimétricos da trelica. Kassimali e
Bidhendi (1987) investigaram a estabilidade de uma trelica com dois elementos e um domo
geodésico, bem como suas deformacdes, sujeitos a trés tipos de cargas dindmicas: degrau,
triangular e cargas sinusoidais. Curvas carga versus deformacdo foram tragadas, comparando
o efeito dinamico sobre a carga critica.

Savi et al. (2002) estudaram trelicas de Von Mises compostas por materiais com memoria
de forma, sujeitas a gradientes de temperatura, investigando vibracdes livres e forcadas.
Diagramas de bifurcacdo foram construidos e atratores estranhos foram observados,
constatando a riqueza de comportamentos dindmicos. Em baixas temperaturas a nao
linearidade do material se sobressai, enquanto que em altas temperaturas a ndo linearidade
cinematica prevalece.

Savi et al. (2002) explicam também que a analise de trelicas de Von Mises é essencial
para definir as caracteristicas de estabilidade principais de pdérticos, arcos, trelicas ou qualquer
outro fendmeno fisico associado a bifurcacdo por flambagem. A generalizacdo dessa trelica,
permitindo uma estrutura ndo simétrica com barras diferentes entre si, permite que fenémenos
ndo lineares estejam ainda mais presentes. Serdo descritas as equagdes de movimento da
trelica (Fig. 1), sendo realizada uma extensa andlise paramétrica de estabilidade dinamica.
Caminhos pos criticos, diagramas de bifurcacdo e bacias de atracdo serdo apresentados para
duas condi¢cbes de geometria distintas, identificando similaridades ou divergéncias entre as
respostas encontradas.

Figura 1. Trelica de VVon Mises generalizada

2 FORMULACAO DO PROBLEMA

A trelica de Von Mises analisada consiste em duas barras de diferentes rigidez, em
geometria ndo simétrica, sujeita a uma carga pontual no n6 deslocavel (Fig. 1). A energia
potencial (/7) do sistema € definida em termos da energia de deformacéo interna (U) e do
trabalho das cargas externas (V), como apresentado na Eq. (1). E entdo estabelecido a variacio
da energia potencial como sendo a diferenca entre a energia estatica e dinamica, apresentado
na Eq. (2).
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n=u-v D
AH = Hd _He (2)
Estabelece-se o lagrangeano (3) como a diferenca entre a variacdo da energia cinética

(AT) e a variagédo da energia potencial total (A77). Pode-se entdo aplicar a equacao de Euler-
Lagrange (4) para a definicédo das equacdes de movimento do sistema ndo conservativo.

L=AT —AIl (3)
d| oL oL
alo ) X

Onde q; representa as coordenadas generalizadas e Q; € uma forca nao conservativa.

Para o estudo da trelica q;representara as coordenadas do sistema e Q, sera considerado
Ccomo um amortecimento viscoso.

Para trelicas planas, a energia interna U pode ser considerada funcdo apenas das
deformac0es axiais, enquanto que o trabalho das cargas externas é resultante da multiplicacéo
da carga pelo deslocamento no sentido desse carregamento. As equacfes de energia interna e
trabalho externo sdo entdo definidas em (5):

2 Ei Ai 2
u=> 53V =Pv-y+Ph-x (5)
= 2l
Onde E;, A;, I, e &, sdo, respectivamente, o modulo de elasticidade, a area da se¢ao

transversal, o comprimento inicial e o alongamento axial da j-ésima barra. Chega-se entdo a
energia potencial total do sistema:

n-SAsg Bl py phy (6)
21, 21,

Onde |, e I, s&o definidos em (7), e d,e o, sdo definidos em termos da posi¢do do no
deslocavel em (8):

L =Va? 171, =(D—a) + 0’ o
5, =1y 1, =Jla+xf + -y —Ja® +h?;

8, =l —1, :\/(D_O‘_X)2 +(h_Y)2 —\/(D—a)2+h2

Partindo para a analise do comportamento dindmico do sistema, as variaveis sdo entdo
definidas abaixo:

estatico Xe; yestético = ye;
Xdinémico = Xe + Xd (t)’ ydinémico = ye + yd (t)

A massa m nodal corresponde & metade da massa total das barras. A variagdo da energia
cinética é definida para esse sistema em (10):

(8)

X

(9)

AT:%m(xd2+yd2) (10)
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Prossegue-se com a formulacao do lagrangeano a partir das Eq. (10) e (2):
1 4. )
L:Em(xd2+yd2)—{Hd—He} (11)

Segue a definicdo do termo Q; como o amortecimento viscoso do sistema, sendo ¢ a
taxa de amortecimento e o, as frequéncias naturais de vibragao:

Qj =24’ma)j (12)

Finaliza-se a formulacéo das equacdes de equilibrio da trelica de Von Mises substituindo-
se as Eq. (11) e (12) na Eq. (12), obtendo-se o seguinte sistema de equacdes de equlibrio:
%4 (1) +24 @, % (1)
l, - ?+(h- ?
— E1 Al 1 \/(a + Xe + Xd (t)z) +( (ye + yd (t))z) (a + Xe + Xd (t)) (13)
M Jler+x, +x, @) +(h=(y, + v, (1))

EA [IZ x4 % OF + (1= (v, + v, )
M| (@ %, + %, OF + (= (Y, + v O

5, (0 + 2 @, ¥, (1)

_EA !h e+ x5, OF + (0= (v, + v, O)F }(y YOt "
M| latx +x, @) + =y, + v, ©) |

EA llz Nl x % OF + (- (v, + v, O)F ](y )P
Mmoo, e+ x +x,@)F +(=(y, +y, @) |

O conjunto das Eq. (13) e (14) representa o sistema bidimensional (Fig. 1). Este sistema é
dissipativo de acordo com a Eq. (4) e apresenta parametros constantes. Pode ser autbnomo ou
ndo, dependendo dos carregamentos Ph e Pv analisados. Percebe-se a né&o-linearidade
geométrica do sistema devido aos termos que descrevem os deslocamentos da estrutura
estarem associados as raizes quadradas.

}(Daxexdm)f—h

3 RESULTADOS NUMERICOS

Os resultados aqui apresentados representam a trelica (Fig. 1) com as propriedades fisicas
e geométricas definidas em (15). Dois valores de « foram analisados: 0.5D (caso simétrico) e
0.8D (caso assimétrico), constatando a variacdo da estabilidade dindmica com a geometria da
estrutura.

D=5h=LE =LE, =LA =LA, =1

I, = a+1| \/5a+1;’ 0.Lm=1 Ph=0

(15)
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3.1 Caminho de carregamento estatico e fronteiras de estabilidade

O sistema em estudo apresenta bifurcagdes globais sob carregamento vertical estatico. Ao
se elevar a carga Pv, o sistema se deforma até que seja atingido um ponto critico, a partir do
qual o fendmeno do salto dindmico é observado. Tal comportamento é comum a cascas e
estruturas arqueadas, implicando em destruicdo de trajetérias homoclinicas (Monteiro, 2011).
A Fig. 2(a) representa o caminho de carga com o deslocamento vertical de ambos 0s casos de
geometria estudados.

0,2 - 0,2
Fator a
0.5D
0,15 0.8D 0,15
0,1 0,1
Pv 1 Pv
0,05 B 0,05
0 % ‘ 0
-0,05 T . : : -0,05 i i
0 0,5 1 1,5 2 2,5 -04 -0,2 0 0,2 0,4
y X
(@ (b)

Figura 2. (a) Deslocamento vertical da estrutura para diferentes geometrias e (b) Deslocamento horizontal
da estrutura para o = 0.8D

Deslocamentos horizontais ndo foram observados no sistema simétrico. Portanto a Fig. 2b
apresenta somente o caminho de carga com o deslocamento horizontal da estrutura
assimétrica.

Conhecido o comportamento estatico da estrutura parte-se para a analise dindmica. Dado
um pré carregamento estatico nulo, ambos os sitemas foram estudados sujeitos a uma forca
harmonica, possuindo amplitude (A) e frequéncia (Q) de vibracdo (parametrizada). De acordo
com Orlando (2010), uma maneira de se obter uma primeira visdo a respeito da seguranca de
uma estrutura consiste em determinar as fronteiras de estabilidade no espaco dos parametros
da excitacdo harmonica. Tal proposta sinalizou como frequéncia de estudo Q = 1.226, como
sendo a frequéncia associada ao vale secundario de estabilidade do sistema simétrico, sendo
escolhidas duas amplitudes, A = 0.01 e A = 0.04.

3.2 Analise dindmica de estabilidade

Diagramas de bifurcacdo sdo a representacdo grafica do comportamento qualitativo das
Orbitas em funcdo de um pardmetro de controle. Sua analise permite a identificacdo de
solucBes de equilibrio, Orbitas periddicas, quase-periddicas e cadticas do sistema em estudo,
além de fornecer os pontos de bifurcacdo (Orlando, 2010). A Figura 3 representa 0S
diagramas de bifurcacdo, no plano amplitude de carga versus deslocamento vertical, dos dois
sistemas para uma frequéncia de excitacdo Q = 1.226. Nota-se que a diferenca geometrica €
suficiente para mudar significativamento o comportamento do sistema.
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0 0,04 008 0,12 0 0,04 0,08 0,12
A A

€Y (b)

Figura 3. Diagramas de bifurcacéo para (a) a = 0.5D e (b) o = 0.8D

A andlise subsequente consistiu em determinar para uma dada amplitude de carregamento
as bacias de atracdo de ambos os sistemas. De acordo com Gongalves e Santee (2008), bacias
de atracdo de um sistema periddico sdo 0s conjuntos de todas as condic¢des iniciais que levam
a um determinado atrator com a evolucdo do tempo. Sua evolucdo permite investigar a
integrigade dinamica do sistema, sendo que a sua erosao significa a falha ou catastrofe da
estrutura.

Dois estudos foram realizados, com duas amplitudes de carregamento distintas. No
primeiro estudo fixou-se A = 0.01, anterior a primeira bifurcacdo do caso simétrico. As
Figuras 4(a), 5(a) e 5(b) representam as bacias de atracdo, enquanto que as Fig. 4(b) e 5(c)
representam os respectivos planos fases dos sistemas. Nota-se que a bacia do sistema
simétrico, com a = 0.5D, possui regides de alta fractalidade, onde uma pequena perturbacéao
nas condicdes iniciais é suficiente para alterar a resposta do sistema.

(@) (b)
Figura 4. (a) Bacia de atracéo e (b) plano fase para a = 0.5D, com A =0.01

O sistema assimétrico, todavia, apresenta solu¢cdo mais comportada em relacdo ao
anterior devido ao carregamento estar distante da primeira bifurcacdo. Duas bacias foram
elaboradas: a Fig. 5(a) possui um deslocamento e velocidade horizontais iniciais iguais a —
0.03, enquanto que a Fig. 5(b) partiu-se de valores proximos de zero. Constatou-se entdo a
influéncia do deslocamento horizontal na resposta do sistema. Notam-se duas regides bem
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definidas, com grande area de resposta, de acordo com as Figs. 5(a) e 5(b). Seus respectivos
planos fases e atratores se encontram na Fig. 5(c).

2

14

dy
dat ©

Figura 5. Bacias de atracéo (a) com (x,dx) = (-0.03;-0.03), (b) com (x,dx) = (0;0) e (c) plano fase para a =
0.8D, com A =0.0110010

A seguir consta 0 segundo estudo, com amplitude de carga A = 0.04. Notam-se 0s
mesmos comportamentos encontrados na analise anterior: uma bacia possui alta fractalidade
(sistema simétrico) enquanto outra apresenta dois atratores distintos. A Figura 6 representa a
bacia de atracdo (a) e o plano fase (b) encontrado para o sistema simétrico. Percebe-se uma
grande regido na Fig. 6(a), com um atrator distinto.

dy 4 |
dt ©

2

Figura 6. (a) Bacia de atracéo e (b) plano fase para a = 0.5D, com A = 0.04

A Figura 7(a) e 7(b), assim como no estudo anteriror, apresenta duas regides distintas,
com dois atratores equivalentes. Duas bacias foram elaboradas para mostrar a influéncia do
deslocamento horizontal: a Fig. 7(a) o deslocamento e velocidade horizontais iniciais sdo
iguais a 0.042 e -0.375, respectivamente; enquanto que a Fig 7(b) tais valores sdo préximos de
zero. Os atratores e planos fases sdo identificados na Fig. 7(c).
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(©)

Figura 7. Bacias de atracéo (a) com (x,dx) = (-0.05;-0.2), (b) com (x,dx) = (0;0) e (c) plano fase para a =
0.8D, comA =0.04

4 CONCLUSOES

Neste trabalho foram estudadas duas trelicas de Von Mises, com geometria simétrica e
assimétrica. As equacdes de movimento da trelica foram obtidas a partir do desenvolvimento
das equacdes de Euler-Lagrange em conjunto com a elaboracgéo da energia cinética e potencial
total do sistema, chegando-se a um sistema de duas equacdes ndo-lineares de segunda ordem,
que pode ser autbnomo ou ndo em funcdo dos carregamentos. A andlise de estabilidade desse
sistema mostrou que a primeira bifurcacdo, para um dado carregamento dinamico, da trelica
assimétrica ocorre com uma amplitude de carga muito maior quando comparado com a
bifurcacdo da trelica simétrica. Para amplitudes de carga proximas as bifurcacGes, estudadas
no caso simétrico, foram observadas bacias de atracdo de comportamento fractal. Planos-fases
com Orbitas de periodo simples e periodo duplo foram identificados ao longo do diagrama de
bifurcacdo. Em contraponto a trelica simétrica, a trelica assimétrica apresentou bacias de
atracdo sem fractalidade, mostrando duas regides bem definidas para os dois casos de
carregamentos avaliados, e acoplamento dos deslocamentos horizontais aos deslocamentos
verticais.
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