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Resumo. Uma diversidade de problemas inversos estdo relacionados com a determinacdo da
forma ou topologia de um conjunto imerso em um dominio geométrico conhecido. A localizacdo
e caracterizacdo de defeitos ou obstdculos em um meio é de grande importancia em vdrios cam-
pos cientificos, tais como imagem médica e geofisica. O objetivo deste trabalho é apresentar um
novo método de reconstrugdo de obstdculos. Mais precisamente, dada uma excitagdo deseja-se
obter a solucdo de um problema inverso de reconstrugdo consistindo na detec¢do de furos no
interior de um dado dominio geométrico a partir de leituras parciais da resposta a referida
excitacdo. Este problema é escrito na forma de uma equacdo diferencial parcial sobredetermi-
nada. Essa dificuldade é contornada reescrevendo o problema inverso como um problema de
otimizagdo, consistindo na minimiza¢do de um funcional de forma que mede a diferenca entre
o dado lido e o calculado numericamente, utilizando o conceito de derivada topologica. O
algoritmo resultante é ndo-iterativo e robusto a presenca de ruido. Alguns exemplos numéricos
sdo apresentados, cujos resultados sdo obtidos utilizando apenas uma medida.
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Reconstrugdo de Obstdculos

1 INTRODUCAO

Neste capitulo, introduzimos de forma geral o conceito de problema inverso. Fazemos
um breve histérico da derivada topoldgica e de sua utilizagcdo como ferramenta na resolucao de
algumas classes de problemas inversos apontando alguns trabalhos relacionados. Apresentamos
a proposta deste trabalho e o problema tratado mostrando dificuldades, estratégias e métodos
utilizados em sua resolucdo.

2 Problemas Inversos e a Derivada Topoldgica

Um processo fisico € representado por seus dados de entrada, dados de saida e pelos
parametros do sistema. Em um problema direto tem-se os dados de entrada e os parametros
do sistema e obtém-se os dados de saida. Em resumo, dada a causa de um processo deseja-se
obter o respectivo efeito. J4 em um problema inverso sdo buscados os dados de entrada ou
os parametros do sistema a partir dos dados de saida. Em linhas gerais, dado o efeito de um
processo deseja-se obter a causa.

Problemas inversos dividem-se em duas grandes classes: reconstru¢ao (dado o sistema
de parametros e observado o efeito encontrar a causa que corresponde ao efeito) e identificacao
(dadas as causas e o efeito determinar o sistema de pardmetros que relaciona as causas ao efeito).
Estes problemas surgem naturalmente em diversas dreas tais como: matemadtica, engenharia e
medicina. Como exemplo citamos a detec¢do de tumores, o monitoramento de fluidos e a
deteccao de corrosdo em estruturas.

Um problema ¢ dito bem posto no sentido de Hadamard se cumpre as condicdes de existén-
cia, unicidade e dependéncia continua dos dados de entrada. Caso um desses requisitos ndo seja
satisfeito o problema € dito mal-posto. Geralmente um problema inverso nao possui informagao
suficiente para descrevé-lo por completo. Podendo faltar informagdes que garantam a existén-
cia, a unicidade ou a dependéncia continua dos dados. Desta forma, trabalhar com problema
inverso frequentemente significa lidar com um problema mal posto. Se um problema apresenta
multiplas solu¢des ou as informacdes sdo insuficientes para descrevé-lo completamente pode-se
obter a existéncia e a unicidade de solucdo assumindo algumas hipéteses ou critérios adicionais
como por exemplo restrigdes sobre seu dominio de defini¢do. A estabilidade ¢ um ponto mais
delicado ja que ndo pode ser obtida apenas introduzindo hipéteses simplificativas. Pois, depen-
dendo do grau da instabilidade do problema e considerando os efeitos degenerativos de ruido e
as limitagdes dos métodos numéricos utilizados, pode-se obter valores totalmente corrompidos
e consequentemente distantes da solucdo real. Assim, ndo temos como superar essa dificuldade
a menos que dispuséssemos de mais informacao acerca da solucéo.

Problemas inversos sdo amplamente estudados e um niimero significativo de métodos po-
dem ser utilizados para resolvé-los tais como: inversdo direta, decomposi¢do em valores singu-
lares, minimos quadrados, métodos de regularizacdo, métodos variacionais, molificacado, redes
neurais, entre outros. A escolha de um método adequado geralmente se d4 pela natureza do
problema e do operador considerado. Dentre outros, destaca-se o conceito de derivada topold-
gica, introduzida por (Sokotowski & Zochowski, 1999), que tem sido utilizada de forma bem
sucedida como ferramenta na resolucdo de diversos tipos de problemas inversos.

A anélise de sensibilidade topoldgica fornece um desenvolvimento assintético para um
funcional de forma, cujo termo principal € um campo escalar chamado derivada topoldgica
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que mede a sensibilidade de um dado funcional quando uma perturbacdo singular infinitesi-
mal € introduzida em um ponto do dominio. Entre os problemas inversos ja tratados com o
uso da derivada topoldgica citamos: detecgdo e localizacdo de trincas, problema de fundi¢ao
eletromagnética que consiste em determinar correntes elétricas e o campo induzido para que
um metal liquido assuma um determinado formato, o problema inverso de espalhamento que
consiste em determinar as caracteristicas de um objeto (forma, constitui¢ao interna) com base
em dados de como ele espalha particulas ou radiacdo recebida, problema inverso do potencial e
o problema de EIT (Electrical Impedance Tomography).

Problemas de reconstrucao relacionados a detec¢ao e caracterizacdo de anomalias tais como
rachaduras, cavidades ou inclusdes tem sido objeto de intensa investigacdo. Com o intuito de
preencher as lacunas existentes no estudo deste tipo de problema varias técnicas matematicas e
numéricas sao utilizadas, desenvolvidas e aprimoradas tais como o método level-set, derivada
topoldgica de primeira ordem e a derivada topoldgica de segunda ordem. O método level-set
¢ um método iterativo, dependente do chute inicial e € o método mais popular. A derivada
topoldgica de primeira ordem nao é dependente do chute inicial mas também € iterativo como
o método level-set. Ja a derivada topoldgica de segunda ordem tem como vantagens nao ser
dependente do chute inicial e nem iterativo, mas ¢ um método computacionalmente mais caro.

A derivada topoldgica de primeira ordem € utilizada para andlise assintdtica topoldgica em
dominios perturbados de forma singular. Porém, na literatura existente a expansdo assintética
topoldgica € utilizada de forma simplificada com a finalidade de facilitar a andlise o que gera
uma discrepancia na expansdo que nao pode ser compensada. Logo, a solucdo obtida pode
estar distante da solugdo real. Desta forma, propomos uma nova abordagem para problemas
de reconstrucdo de obstdculos usando derivada topoldgica de segunda ordem sem introducao de
qualquer simplifica¢do na expansao assintdtica do funcional considerado de modo que a solugdo
numérica obtida seja mais acurada em comparacao com as existentes na literatura.

3 PROBLEMA INVERSO DE RECONSTRUCAO

Problemas inversos de reconstru¢do tém despertado grande interesse de pesquisadores das
mais diversas dreas nas ultimas décadas. Em virtude da sua natureza ndo linear, problemas
inversos deste tipo sdo muitas vezes tratados por meio de otimizacdo baseada no gradiente
(Colton & Monk, 1992), as vezes auxiliado por estimativas de sensibilidade adjunta (Bonnet,
1995) e método level-set (Litman et al., 1998). No entanto, o conhecimento acerca desse tipo de
problema ainda apresenta muitas lacunas. Portanto, propomos neste capitulo um novo método
para resolver problemas inversos de reconstru¢do de obstéculo.

3.1 Formulaciao do Problema

Considere um dominio 2 C R? aberto e limitado com fronteira suave. Este dominio possui
um furo wy como mostrado na Figura 1(a). Seja ainda o dominio Q* = Q \ @* que possui
anomalias (furos) ndo conhecidas em seu interior que sdo denotadas por w*, conforme a Figura
1(b).
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(a) dominio sem anomalias (b) dominio com anomalias

Figure 1: Dominio 2 e Q*

Considere agora o campo u conhecido na fronteira de (2. O objetivo é reconstruir {2*
conhecendo apenas 2 e dados sobre a fronteira exterior de €2 e €2*. Considere a fronteira de 2
denotada por I' composta de trés partes disjuntas I',,,, I'g e Ow*, tais que I',,, denota a fronteira
exterior de 2, I'y denota a fronteira de wy € dw™* denota a fronteira das anomalias w*. Portanto,
nosso problema consiste em determinar w* tal que

(

—Au = b em QF=0Q\w"
u = 0 sobre 'y = dwy
u = 0 sobre Ow* (D
u = U
sobre 1I,,.

Notemos que em (1) temos um problema sobredeterminado ja que dados de Dirichlet e
Neumann sdo prescritos sobre a fronteira [',,, simultaneamente. Fato que dificulta a resolugao
do problema. A partir dai podemos considerar os seguintes problemas inversos:

e Dada a excitagdo de Neumann () sobre I',,, podemos observar U sobre I',,, para obter w*.

e Dada a excita¢do de Dirichlet U sobre I',,, podemos observar () sobre I';,, para encontrar

w*.

Podemos tratar o problema das duas formas apresentadas de maneira andloga. Escolhemos
a primeira maneira, ou seja, um fluxo () serd imposto sobre I',, e a partir da leitura de U
desejamos obter a topologia do dominio de defini¢do do problema. Para obtenc¢ao de resultados
melhores varias medidas sdo tomadas, ou seja, consideraremos que vdarios fluxos Q’“ , k=
1,..., M, sdo impostos e para cada fluxo Q* imposto uma leitura U* é obtida.

3.2 Reformulacao do Problema

O problema considerado € mal posto e estd escrito na forma de uma equagao diferencial
parcial sobredeterminada. Para contornar essa dificuldade reescrevemos o problema inverso (1)
na forma de um problema de otimizagdo.

Considere o seguinte funcional de forma:

U(Q) = Z/ (uf — U2, )
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onde M é o niimero total de medidas tomadas e para cada medida k tem-se uf solu¢do do

seguinte problema:

—Auf = b em
uk = 0 sobre Ty 3)

—Oyuf = Q% sobre T,

onde U* é a leitura feita a partir da excitagio imposta Q*.
Afirmamos que miniminizar o funcional (2) significa solucionar (1), de fato,

Proposicio 1 Seja uf solugdo do problema variacional (3). Entdo, se Q0 = Q, onde Q* é
uma solugdo do problema inverso (1), tem-se que uf = U* sobre I, para todo k e portanto o
funcional (2) atinge um minimo sobre 1',,,.

A Proposigdo 1 garante que sobre a solu¢c@o do problema inverso (1) o funcional (2) atinge
o seu valor minimo sobre I',,. Assim, obter o minimo do funcional (2) é equivalente a resolver
o problema (1), ou seja, é equivalente a encontrar o conjunto de anomalias desconhecidas no
interior de 2. Desta forma, com a intencao de resolver (1) atacaremos o problema de minimizar
o funcional (2).

4 DERIVADA TOPOLOGICA

A derivada topoldgica é definida como o primeiro termo de corre¢do da expansdo assin-
tética de um funcional de forma em relacdo a uma perturbacdo (furo, inclusdo, termo fonte ou
rachadura) infinitesimal em um ponto arbitrdrio do dominio. Como mencionado anteriormente
a derivada topoldgica foi introduzida em 1999 por Sokolowski e Zochowski. Desde entdo, é
utilizada de forma bem sucedida em uma grande variedade de problemas tais como: otimizagao
topoldgica (Amstutz & Andrd, 2006), evolu¢do do dano (Allaire et al., 2011), andlise inversa
(Hintermiiller & Laurain, 2008).

Esta sec¢do tem o objetivo de apresentar alguns resultados e defini¢des em relacio a derivada
topoldgica que sdo utilizados no decorrer do trabalho.

4.1 Conceito de Derivada Topolégica

A derivada topoldgica mede a sensibilidade de um dado funcional quando uma pertur-
bacdo regular ou singular infinitesimal € introduzida em um ponto do dominio. Considere
Q) c R, d > 2, um dominio aberto e limitado. Seja & um ponto arbitrario de €2 e w um dominio
fixo de R?. Introduz-se uma pertubagio nio suave delimitada em uma regido w. (%) = & + ew
com w; C €. Observe a Figura 2.
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@@B

We =T+ ew

Figure 2: Derivada Topologica

Assuma que um dado funcional de forma (2. (7)) associado ao dominio topologicamente

perturbado Q.(Z) = Q \ w.(z) admite a seguinte expansdo assintdtica

(Q(7)) = (Q) + f(€) Dr(T) + o(f(e)) 4)

onde 1(€2) é o funcional de forma associado ao dominio ndo perturbado €2, f(e) € uma fungio

o(f(¢))
f(e)

chamada de derivada topoldgica de ¢ em z. Rearranjando a equagdo (4) e passando ao limite
obtemos a seguinte expressao para a derivada topoldgica:

e GOE) — 9(9)
Dy)(%) = lim B .

regular positiva e o(f(c)) é tal que — 0 quando ¢ — 0. A fungdo = — Dri)(Z) é

&)

A expansdo assintética indica o sinal que a derivada deve possuir para que o funcional de
forma 1) diminua a medida que o dominio §2 é perturbado. Como a fungdo f(¢) € positiva a fim
de minimizar o funcional de forma deve-se buscar regides onde a derivada topoldgica torna-se
negativa. Assim, a derivada topoldgica indica a dire¢ao de descida do funcional, e portanto, é
uma boa ferramenta de otimizagao.

Notemos que o célculo da derivada através do limite (5) ndo € trivial, pois os funcionais
»(Q2:(7)) e () dependendo do tipo de pertubagio (nucleacgdo de furos) realizada podem estar
definidos em dominios topologicamente diferentes. Supondo que o funcional de forma tratado
admite a expansao assintdtica dada em (4) a utilizac@o desta expansdao depende muito da ex-
pressdo obtida para a fun¢do & — Dri(z).

A fim de utilizar a informacdo da melhor forma possivel é preciso calcular a derivada
topoldgica de maneira a obter uma férmula explicita que possa ser usada diretamente em méto-
dos numéricos de otimizacao de forma ou de topologia. Assim, torna-se necessdrio uma andlise
assintdtica do funcional de forma ¢(€2.(Z)) em relagdo ao pardmetro pequeno . Mas vale
salientar que perturbacdes regulares também podem ser consideradas como por exemplo nucle-
acao de inclusdes que do ponto de vista matemadtico € bem mais simples de ser tratada.

Considere agora que o funcional de forma associado ao dominio perturbado ¢ (€2.(%)) ad-
mite a seguinte expansao

Y(Q:(@)) = P(Q) + f(e)Drib(2) + fo(e) Diab(2) + R(f2(e)) (6)

CILAMCE 2015
Proceedings of the XXXVI Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Ney Augusto Dumont (Editor), ABMEC, Rio de Janeiro, RJ, Brazil, November 22-25, 2015



S. Rocha, A. A. Novotny

onde D7t e D24 sdo chamadas derivadas topoldgicas do funcional de forma ¢ de primeira e
segunda ordem respectivamente.

A fungdo f5(e) é positiva, monédtona e fy(¢) — 0 quando € — 0. Além disso,

B o RUBE)

im =0 e m —————= = 0. @)
—0

) 20 f(e)

£

Rearranjando a equagdo (6) e passando ao limite obtemos a seguinte expressao para a
derivada topoldgica de segunda ordem:

D) o i YD) = 008 — F&Drua)
T T 0 fa (5)

: ®)

5 RESOLUCAO DO PROBLEMA DE OTIMIZACAO

Para minimizar o funcional (2) faremos uma andlise de sensibilidade no que diz respeito a
inser¢do de furos infinitesimais no dominio 2. A partir de informagdes obtidas dessa analise
fazemos modifica¢des na topologia inicial {2 com a finalidade de obter um resultado o mais
préoximo possivel do dominio procurado €2*. Assim, introduzimos uma perturbagdo singular
no dominio conhecido 2. O dominio perturbado é dado por 2. = Q \ vazl B;, onde B, =
B(x, ;) € Q2 é abola de centro em x; e raio ¢;, com B; N B; = 0 se i # j.

Considere agora o funcional de forma associado ao dominio perturbado §2., dado por

() = Z/ (uf — U*)2. 9)

onde u” € a solugdo do seguinte problema perturbado

.

—-Aub =0 em ().
ut = 0  sobre T,
> (10)
—Opuf = Q% sobre T,
\ u¥ = 0 sobre 9B;,i=1,---,N,
onde e = {e1,¢2,...,en} € RY.

Com o intuito de minimizar (9) uma andlise assintética de u’g’ com respeito a £ faz-se
necessdria. Para tal propomos a seguinte expansao para solu¢do do problema (10)

N

ub(z) = uf(z)+ ) @ () + i (x). (11)

J=1

onde <p’§j (z) = afi(e;)Gj(x) e N é o nimero de anomalias existentes no dominio 2*. Note que

N também € uma das incégnitas do problema.

CILAMCE 2015
Proceedings of the XXXVI Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Ney Augusto Dumont (Editor), ABMEC, Rio de Janeiro, RJ, Brazil, November 22-25, 2015



Reconstrugdo de Obstdculos

A fungio G(x) é solugdo do seguinte problema:

—AG] = 5j cm Q
o,G; = 0 sobre T, , 12)
G; = 0 sobre I

com 0, := 0(z — x;), logo G(x) = G;(x; x;).

Por meio da solu¢do fundamental para o Laplaciano temos que G; admite na vizinhanga de
x; € {2 a seguinte representacao

Gj(2) = ¢5(x) = g;(2), (13)
1
com ¢;(z) = —5- In ||z — ;|| e gj(x) solugdo do seguinte problema auxiliar
—Ag; = 0 em ()
Ongj = O,¢; sobre I, . (14)

g = ¢ sobre I’y

Nota-se também que ¢;(z) = g,(x; x;), desde que ¢;(z) = ¢;(z; ;).

Expandindo u} em série de Taylor para z € B; temos que
ug (@) = ug(x:) + Vug (&) - (v — 27) (15)

com &; entre = e x;. Logo, substituindo a expansdo (15) em (11) obtemos

ub(z) = ug(e) + Vug(&) - ) + Z e, ( (x)
(16)
= UO(ZL“Z)—{—VUO(Q —i—ZOz (&;)G k( ).
Por (13) temos que
uF(z) = ub(z) + Vuk(&) - +Za ;) (¢;(x) — g;(x)) + @ (x).  (17)

Pela regularidade da fun¢@o g; na vizinhanga de z; podemos expandi-la em série de Taylor
e, portanto, a expansio para u* pode ser dada por

Ukl' :UkZCZ' U’gzl'—l'l Oél?j i\L) — g\ T
e (z) o(@:) + Vug(&) - ( )+;;]@)@() 9;(:) as)

+ Vgi(G) - (x = x3)) + U (x)
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onde (; € um ponto entre = € ;.

Lembrando que ufj]a B, = 0 e sabendo que x|sp, = =; — €;n;, onde n; é a normal unitdria
que aponta para fora da bola B.,(;). Temos que a expansdo para u* na fronteira de B; é dada
por:

1
0 = blon, = (o)~ 5 VA(E) i ab(e) (5ot + o) — e Va(G) )

Za (=) ( In ;- ami—xj||+gj<xi>—aNgj(cz-)'m)+a’:<x>.

J?él
(19)
Somando e subtraindo o seguinte termo
1.,
5= > ak(e;) n i — (20)
j=1
J#i
em (19) temos que
0 = uf(x;) —ak(s) x Ine; + gi(x;)
0 1 27T
- Za o) (gl = i+ 55(09)) — 2 9u(e) -
i 1)

1
+ & (e)Vai(G) - Zoz e]< In [z — egmi — ;] = o= In[l; — |
J#l

— &Vg;i(G))-ni+ak(x) sobre IB.,.

com(0 < g; <e¢;.

A fungio u" é construida de forma que a discrepancia introduzida pelos termos de mais alta
ordem em ¢; seja compensada. Assim,

ur(z) = 6Nu’5(5¢) 1y — g0 (€1)Vgi(G) -
1 22
+ Za £5) <—7T1nH3:Z eing — ;|| — %loni — x| —EZ-ng(Q)) ‘N (22)
J#@
sobre 0B;.

Logo, por (21) e (22) temos que

ul(z;) — o (g;) (21 Ing; + g; xl) Za £;) (—lonl a:jH+gj(:ci)> =0. (23)

J#z
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Por fim, constroi-se a fungdo u"* de tal forma que a diferenga introduzida pelos termos da
expansdo para u” seja compensada, ou seja, u* deve satisfazer

)
Au* = 0 em .
u* = 0 sobre T
(24)
d.uf = 0 sobre T,
| u* = h; sobre 0B;, i=1,---,N,
com
hi = e(Vul(&) — af(e)Va(G)) Za £5) (Trlonl ein; — x|
) J#%
N —eNgj(Q)) e
Por outro lado, substituindo (11) em (9) obtemos
M| N 2
b)) = > / (u’5+2w§j+ﬁ’;—U’“)
k=1 m Jj=1
M| N N 2
= 3| [ wb-vtree [ @h-vnd e [ (Zw’;) +E(e)
k=1 |/m m j=1 P\ j=1
(25)
N
C0m55:2/ uk_Uka';+2/ a f;_+/ k2,
(¢) m(o ) - ;% Fm( )
Lembrando que gog = of(e;)G,(x) temos que
M N
w0 = 3| [ wheoen [ o0 3 e
k=1 L/Tm m j=1 26)

+/F (Z@?@@) + E(e)

Agora, introduzimos a seguinte quantidade
M N 2
af(g;)) = Z QZ/ (ug — U)ok (e;)G; —i—/ (Za £5) ) : (27)
k=1 | j=17Im I'm
onde p = {x1,7y,--- , N}

Sejam o vetor dj, cujas entradas sdo dadas por (dy); = d¥ com

di = —2 / (ug — UG, (28)
I
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a matriz H com entradas dadas por

(H)iy = 2 / GiG; (29)
I'm
eay = {a},ak,... ok} . Assim, a quantidade ¥, pode ser reescrita da seguinte forma
- 1
W, (a(ej)) = ; [_ak dy + §H04k cag| (30)

Quer-se minimizar a equacao (30) em relacdo a «y. Para tal derivamos (30) em relacdo a
cada a4, e igualamos a zero, ou seja,

<Da1‘11p<05k)75> = —dl 6+HOZI5:O \V/ﬁ (31)
(Do2V,(ay),B) = —dy- B+ Hoy - =0 Vp. (32)
(DomV,(a), B) = —dp - f+Hay - =0 V8. (33)
onde of = aj(x) é o ay, que zera a derivada de (30) em relagdo a . Logo, pelas expressoes
acima temos que Haj = dj paracada k = 1,..., M. Assim,
- 1 <N
U, (aj(x)) = ; —ap - d+ §d Sy = ; —5042 -d. (34)

Logo, as localiza¢des 6timas das anomalias z* s@o obtidas simplesmente buscando os pon-
tos que fornecem os menores valores para ¥ ,(aj(x)), ou seja,

¥ = argmin U, (aj(x)). (35)
pEQ

Assim, obtemos a localizacao das anomalias. O préximo passo € a obtencdo do raio de cada
uma dessas anomalias.

Para encontrar os tamanhos das anomalias precisamos considerar dois casos: (1) usando
apenas uma medida; e (2) usando mais de uma medida. Notemos que para o primeiro caso o raio
g; 6timo de cada anomalia € obtido substituindo os valores encontrados para o, e as localiza¢des
Otimas x* na expressao dada em (23). J4 para o caso com mais de uma medida o problema
torna-se mais complexo, pois a fim de encontrar o raio 6timo de cada anomalia devemos isolar
al(g;) em (23) donde obtemos um sistema de equagdes transcendentais e tal sistema ndo pode
ser resolvido trivialmente. Logo, adicionar medidas na tentativa de obter uma melhor solucao
aumenta significativamente a complexidade do problema. E importante evidenciar que essa
dificuldade € uma peculiaridade deste problema visto que a adi¢cdo de medida em problemas
similares € realizada trivialmente.
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5.1 Descricao do Algoritmo

O algoritmo tem a finalidade de obter as localiza¢des 6timas das anomalias e seus respec-
tivos raios baseado nos resultados da se¢@o anterior.

Os dados de entrada do algoritmo sdo os seguintes:

Numero de anomalias a serem detectadas, denotado por V;

Numero de medidas utilizadas, denotado por M. Consideramos nos resultados numéricos
deste trabalho M=1;

O vetor d € RN e a matriz H € RV*¥ cujas entradas sio dadas por

T'im Cm

O tamanho do grid dado por m no qual os sistemas sdo resolvidos.

Os dados de saida do algoritmo sdo os seguintes:

Os valores 6timos obtidos para o* que minimizam o funcional (2).

As localizacdes 6timas obtidas das anomalias existentes dada em z* € RY

O valor minimo do funcional (2) obtido dado por S* € R.

Os raios 6timos £* € R para cada anomalia.

E considere ainda

N

* * ok —27 * 1 * * * * * *

e =71(a*,2") = exp or Zozj <27Tln||a:i —xj|+gj(xi)> + afgi(x]) — uo(x]) . (36)
J

%

Sl

Inicia-se o algoritmo com o dominio conhecido €2, o nimero de anomalias a serem de-
tectadas NV e o nimero de pontos do grid m. A ordem do sistema a ser solucionado depende
do numero de anomalias a serem detectadas /N. Com a finalidade de encontrar o conjunto de
pontos que minimiza o funcional (2) faz-se uma busca combinatdria em todo o grid. Assim,
dois conjuntos de pontos sdo obtidos: o conjunto que corresponde as localiza¢des 6timas das
anomalias z* e 0 conjunto o*. A partir dai os raios 6timos correspondentes a cada anomalia sd@o
obtidos utilizando (36).

Finalmente, apresentamos o algoritmo utilizado:
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Algoritmo 1: Pseudocddigo

Input: m, N,M, d;(z;), H;;(z;)
Output: S*, o*, 7%, £*
1 S* + oo; a* + 0; 2% < 0;
for i; « 1tomdo

[

3 for i, < i; +1tomdo

4 fori,, < 7,,_.1 +1tomdo

5 d « [d_l(l’l) dQ(Ig) cee dN<IN)]T; i
Hu(ﬂh) HlQ(Iz) H1N(iN)
H21(96’1) H22(332) HzN(iN)

H «+ ;

_HN1(i1) Hpno(i2) --- HNN(iN)_

6 a+— H'd;
1

7 S —§d C Q)

8 if S < 5* then

9 S* S

10 ar — a;

1 r* < [x1, 29, ..., TN];

12 end

13 end

14 end

15 end

16 £« 7(a*, x%).
17 return S*, o*, 1%, £*.

Os resultados numéricos apresentados no préximo capitulo sdo obtidos usando esse algo-
ritmo que utiliza uma medida e € ndo iterativo. Os resultados sdo bastante satisfatérios mesmo
com presenca de ruido.

6 RESULTADOS NUMERICOS

Nesta se¢@o objetiva-se apresentar alguns experimentos numéricos que representam as reso-
lugdes do problema de otimizacdo correspondente ao problema inverso que estamos tratando.
Mostraremos vérios experimentos considerando uma e trés anomalias.

A resolug¢do numérica dos problemas € realizada utilizando o método dos elementos finitos
considerando elementos triangulares lineares. Vale salientar que o método numérico utilizado
nao exerce influéncia sobre os resultados obtidos. Além disso, os experimentos sdo realizados
com o intuito de verificacdo dos resultados obtidos no decorrer do trabalho.
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6.1 Experimentos

Nos experimentos apresentados consideraremos o dominio €2 dado por uma circunferéncia
de centro em (0, 0) e raio 1 que possui um furo de centro em (—0.5, 0) e raio 0.3, como mostrado
na Figura 3).

Figure 3: Dominio inicial 2

Deseja-se obter a localizac¢do e tamanho de alguma anomalia (furo) adicional no interior do
dominio (2. Para tal inicialmente precisamos de uma medida realizada na fronteira do dominio
considerado. Obtemos tal dado de maneira sintética, ou seja, criamos computacionalmente o
dominio procurado 2* e a medida é obtida impondo um fluxo ) e o campo U € lido na fronteira
I, de Q*. Neste trabalho, para os experimentos consideramos apenas uma medida () = 1 em
cada um dos exemplos apresentados. Com o emprego do Algoritmo 1 deseja-se reconstruir os
dominios apresentados abaixo:

(a) Exemplo 1 (b) Exemplo 2

Figure 4: Experimentos

6.2 Exemplo 1

Nesta sec¢do pretendemos analisar a sensibilidade em relacdo ao grid. Com esse intuito
geramos inicialmente uma malha grossa e de tal forma que o centro da anomalia ndo coincida
com um ponto do grid. Além disso, para que os experimentos desta se¢cdo nao apresente outro
tipo de interferéncia ndo inserimos ruido na leitura realizada.
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Para isso utilizamos o Exemplo 4(a) que apresenta uma anomalia localizada no ponto
z* = (0.4,0.4) com raio ¢* = 0.1. Nosso objetivo é obter a localizagdo e raio da anomalia,
ou seja, reconstruir {2* representado na Figura 4(a) usando o algoritmo apresentado no capitulo
anterior. Primeiramente, uma malha inicial € gerada com 197 pontos e o resultado € apresentado
na Figura 5(a) onde a marcacdo em vermelho representa o resultado procurado e a marcacao
em azul representa o resultado obtido. Posteriormente, € realizado um refino da malha inicial e
a malha resultante apresenta 734 pontos e o resultado pode ser observado na Figura 5(b). Por
fim, é realizado mais um refino obtendo uma malha resultante com 2828 pontos e o resultado
pode ser observado na Figura 5(c). Além disso, para efeito de comparagdo € gerada uma malha
de 734 pontos de maneira que um dos pontos do grid coincida com o centro da anomalia € o
resultado obtido é apresentado na Figura 5(d). E possivel verificar que os centros da anomalia
obtidos nos trés primeiros casos sdo os pontos do grid que estdo mais préximos do centro real.
E o erro do raio obtido dar-se pelo erro obtido do centro da anomalia e evidentemente devido
ao truncamento da expansao do funcional de forma.

(a) 197 pontos (b) 734 pontos

O O

(c) 2828 pontos (d) 734 pontos*.

Figure 5: Exemplo 1. Resultados obtidos para diferentes tamanhos de grid. *Em (d) o centro da anomalia
coincide com ponto do grid.

Notemos que pelos trés primeiros experimentos temos uma tendéncia a convergéncia para
o centro da anomalia. Na Figura 5(d) € obtida a localizacdo exata da anomalia pois existe um
ponto do grid que coincide com o centro da anomalia. Desse modo, para um resultado mais pre-
ciso basta refinar a malha até que uma condic@o de parada seja satisfeita tendo em mente que
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o resultado ndo serd exato a menos que aja coincidéncia entre centro da anomalia e ponto do
grid. Assim, pelos resultados obtidos € possivel verificar a validade do método e do algoritmo.
Portanto, para efeito de verificagdo em todos os exemplos apresentados no restante do trabalho
faremos apenas um refino da malha inicial e manteremos o centro da anomalia coincidindo com
um ponto do grid com o intuito de observar outras caracteristicas do método, bem como sua
robustez em relagdo a ruido.

Observa-se ainda que as discrepancias apresentadas pela forma simplificada adotada ampla-
mente na literatura sao corrigidas, de forma que o funcional associado ao problema perturbado
atinge seu minimo exatamente no centro da anomalia. Vale salientar que os resultados apresen-
tados foram obtidos em apenas uma iteracdo. Para uma andlise quantitativa observe a Tabela 1
abaixo.

Table 1: Exemplo 1. Resultados obtidos para diferentes tamanhos de grid.

T* €

Figura 5(a) | (0.433,0.433) | 0.089
Figura 5(b) | (0.450, 0.400) | 0.088

Figura 5(c) | (0.425, 0.400) | 0.101

Figura 5(d) | (0.400, 0.400) | 0.106

6.3 Exemplo 2

Considere o Exemplo 2 mostrado na Figura 4(b) que apresenta trés anomalias de tamanhos
diferentes localizadas nos pontos z* = {(0.4,0.4), (0.4, —0.4), (—0.4,0.6)} com raios iguais
ac* = {0.1,0.05,0.15} respectivamente (Veja Tabela 2). Deseja-se obter as localizagdes e
raios das anomalias, ou seja, reconstruir {2* representado na Figura 4(b) usando o algoritmo
apresentado no capitulo anterior com a inserc¢éo de ruido p = 0%, 1%, 5%, 10%. Apesar da
dificuldade da interferéncia entre trés anomalias os resultados obtidos sdo bons. Com efeito,
nas Figuras 6(a), 6(b) e 6(c) pode-se observar resultados muito satisfatérios. Na Figura 6(d)
resultado um pouco degradado € verificado.

Na Figura 6 mostramos os resultados obtidos para u = 0%, 1%, 5%, 10% de ruido. E para

Table 2: Exemplo 2. Target

Primeira Anomalia | Segunda Anomalia | Terceira Anomalia

x* (0.400, 0.400) (0.400, —0.400) (—0.400, 0.600)
e* 0.100 0.050 0.150
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uma comparagdo quantitativa dos resultados obtidos observe as Tabelas 3, 4, 5, 6.

O O

O O

(@) p=0% (b) p=1%

©) p=5% d) p=10%

Figure 6: Exemplo 2. Resultados obtidos para diferentes niveis de ruido.

Table 3: Exemplo 2. Resultado obtido para . = 0%

Primeira Anomalia

Segunda Anomalia

Terceira Anomalia

* | (0.423,0.415)

(0.400, —0.400)

(—0.411, 0.648)

* 0.096

0.061

0.136

Table 4: Exemplo 2. Resultado obtido para ;= 1%

Primeira Anomalia

Segunda Anomalia

Terceira Anomalia

* (0.423,0.415)

(0.418, —0.418)

(—0.411, 0.648)

* 0.095

0.049

0.135

CILAMCE 2015
Proceedings of the XXXVI Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Ney Augusto Dumont (Editor), ABMEC, Rio de Janeiro, RJ, Brazil, November 22-25, 2015



Reconstrugdo de Obstdculos

Table 5: Exemplo 2. Resultado obtido para i = 5%

Primeira Anomalia

Segunda Anomalia

Terceira Anomalia

(0.411,0.394)

(0.435, —0.435)

(—0.411, 0.648)

0.105

0.035

0.131

Table 6: Exemplo 2. Resultado obtido para ;. = 10%

Primeira Anomalia

Segunda Anomalia

Terceira Anomalia

(0.423,0.415)

(0.451, —0.436)

(—0.414, 0.683)

0.086

0.029

0.131

7 CONCLUSAO

O intuito do trabalho foi resolver um problema inverso de reconstru¢io consistindo na de-
teccdo de furos a partir de leituras parciais obtidas em parte da fronteira do corpo. Tal problema
foi reescrito na forma de um problema de otimizagdo consistindo na minimiza¢do de um fun-
cional de forma que mede a diferenga entre o dado lido e o calculado numericamente. Uma
expansao para a solucdo com dois termos foi adotada. A resolu¢do do problema resultante con-
siste na busca de soluc¢do de dois problemas triviais de otimizacdo, onde o primeiro fornece o
tamanho 6timo do furo, enquanto que o segundo fornece a sua localizagdo 6tima. O método
resultante € ndo iterativo e conduz a uma boa aproximacao da solugdo.
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