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Resumo. Neste trabalho é desenvolvida uma formulacéo lagrangeana total do método dos
elementos finitos para analise dindmica de estruturas reticuladas planas contendo ligacGes
deslizantes. Estas sdo introduzidas ao sistema mecanico por meio de multiplicadores de
Lagrange, permitindo sua utilizacdo na simulacdo de diversos tipos de estruturas, maquinas e
mecanismos. Também serdo consideradas rétulas na estrutura por meio da compatibilidade
cinematica dos graus de liberdade dos no6s comuns. A formulagdo do método dos elementos
finitos adotada utiliza como paréametros nodais as posi¢oes e os giros de modo desacoplado.
Assim, pode-se utilizar a cinematica exata para barras de Reissner na analise de grandes
deslocamentos e rotagdes da estrutura. Adota-se o modelo constitutivo de Saint-Venant-
Kirchhoff que relaciona a medida de deformacéo objetiva de Green-Lagrange com o tensor
de tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie. O equilibrio dindmico do sistema é obtido
pelo principio da energia potencial total estacionaria e a solu¢do do sistema néo linear de
equacles resultante € feita pelo método de Newton-Raphson. A integracdo temporal é
realizada pelo método de Newmark. Serdo apresentados exemplos para validacdo da
formulacdo desenvolvida, os quais serdo comparados com solugdes analiticas de modo a
evidenciar as possibilidades de aplicacéo da formulacdo proposta.

Palavras-chave: Dinamica ndo linear, Método dos elementos finitos posicional, Ligacdes
deslizantes, Multiplicadores de Lagrange.
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1 INTRODUCAO

A anélise dindmica linear de estruturas é um tema tradicional e de grande importancia
na engenharia. Entretanto, quando rotacGes ou deslocamentos finitos sdo inerentes ao
comportamento da estrutura, as diferencgas entre a configuracéo inicial e atual dos corpos nédo
podem ser desprezadas na formulacdo do problema, como é o caso de aplicacdes voltadas a
maquinas e mecanismos.

Além disso, a evolucdo da tecnologia dos materiais permite, a utilizacdo de estruturas
com maior esbeltez e flexibilidade impondo a necessidade de modelos mais precisos
motivando a realizacdo de analises em ambito ndo linear geométrico.

Uma maneira de aperfeicoar os codigos computacionais existentes de analise de
estruturas reticuladas planas flexiveis é por meio da consideracdo de rotulas e ligacdes
deslizantes internas entre os componentes do sistema. O uso desses tipos de conexdes entre 0s
corpos, conjuntamente a uma analise dindmica na qual sejam considerados grandes
deslocamentos e rotagdes, abre caminho para modelagem de diversas aplicagfes aproximando
0 modelo numérico da realidade.

Neste trabalho, é dado enfoque sobre a analise numérica de estruturas aporticadas
planas que possuem rotulas e ligacOes deslizantes entre seus componentes, realizada por meio
do método dos elementos finitos.

No que diz respeito a consideracdo da ndo linearidade geométrica dos corpos, sera
utilizada uma formulacdo do método dos elementos finitos baseada em posi¢cbes em uma
versdo lagrangeana total. Utiliza-se a cinematica de Reissner para os elementos finitos de
portico plano tal como em Coda e Paccola (2014) e Reis e Coda (2014).

Nesta formulacdo do método dos elementos finitos as equa¢Ges de movimento séo
obtidas a partir da estacionariedade do funcional de energia potencial total e o sistema néo
linear de equacdes resultante é resolvido utilizando-se o procedimento incremental-iterativo
de Newton-Raphson. Ja a integracdo temporal é obtida a partir do método de Newmark [
tendo em vista ser a formulacdo lagrangeana total.

Conforme mencionado, serdo consideradas neste trabalho restricbes no movimento
entre os membros estruturais na forma de rotulas e ligacGes deslizantes especialmente
formuladas para o elemento finito utilizado.

As rotulas sdo introduzidas no sistema de equacOes através da compatibilidade
cinemética dos n6s comuns aos elementos conectados por meio de uma renumeracdo dos
graus de liberdade nodais, conforme procedimento analogo ao descrito em Greco e Coda
(2006). Ja as ligacOes deslizantes sdo consideradas através da restricdo do funcional de
energia por meio da técnica dos multiplicadores de Lagrange, tendo seu equacionamento
apresentado de forma original para a formulagéo lagrangeana total adotada neste trabalho.

O campo de aplicacdo da formulacéo para rétulas e ligacdes deslizantes € vasto. Estas
podem ser utilizadas para modelar sistemas utilizados na industria aeroespacial tais como
aeronaves de asas rotativas (Bauchau e Bottasso, 2001; Bauchau, Bottasso e Nikishkov,
2001), sistemas desdobraveis como antenas de satélites, radiotelescpios e outros apéndices
flexiveis (Bauchau, 2000; Mitsugi et al., 2000; Géradin e Cardona, 2001; Ambrosio, Neto e
Leal, 2007; Kiper e Soylemez, 2009; Dai, Guan e Guest, 2014).

De modo geral, em sistemas mecanicos essas conexdes podem ser notadas em
mecanismos articulados como os utilizados em pistdes de automdveis, mecanismos de retorno
rapido utilizados em maquinas de conformacéo, bracos roboticos, e em maquinarios diversos
como retroescavadeiras (Bauchau, 2000; Bauchau e Bottasso, 2001; Garcia-Vallejo et al.,
2003; Greco e Coda, 2006; Yoo et al., 2007; Hong e Ren, 2011; Moon et al., 2014).
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Neste trabalho serdo apresentados exemplos para validacdo do equacionamento
desenvolvido, os quais serdo comparados com solugfes analiticas de modo a evidenciar a
consisténcia da formulacéo proposta.

2 CINEMATICA DO ELEMENTO FINITO DE PORTICO PLANO

A cinematica de Reissner foi escolhida para o elemento finito de portico plano, o qual
tem como parametros nodais as posi¢des dos nés, e ndo os deslocamentos como encontrado
tradicionalmente na literatura, além do angulo da sec¢do transversal, tal como nos trabalhos de
Coda e Paccola (2014) e Reis e Coda (2014).

2.1 Configuracéo inicial

Para consideracdo da ndo linearidade geométrica, é necessario mapear o elemento
finito em duas configuracdes distintas: a inicial e a atual. O mapeamento da configuragédo
inicial, Fig. 1, inicia-se pela aproximacdo da linha de referéncia da barra de acordo com a
seguinte expressao:

fOT(f):Xim(§)=¢((§)xiT, 1)
nesta, i indica a direcdo (1 ou 2), m se refere a linha de referéncia e ( designa somatério
(notacéo indicial) sobre as funcdes de forma ¢,(&) e as coordenadas X;; dos nés sobre a

linha de referéncia.

Na Fig. 1 se ilustra o mapeamento para um elemento cubico, entretanto, tanto na
formulacdo apresentada quanto no codigo desenvolvido pode-se escolher qualquer quantidade
de n6s ou aproximacdo desejada. Adotam-se como funcbes de forma os polindmios de
Lagrange.

(isx) T,

Figura 1 — Parametrizacdo da linha de referéncia para a configuracéo inicial de um elemento com
aproximacao cubica

O mapeamento da linha de referéncia a partir do espago adimensional da variavel &,
Eq. (1) é chamado fom (&) . A posicéo inicial da secdo transversal de cada n6 do elemento é
definida pelo angulo 6 medido a partir da direcdo horizontal (eixo x,), Fig. 1, que para a
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configuracao inicial é considerado ortogonal a linha de referéncia. Os angulos iniciais dos nds
sdo dados pela Eqg. (2) a partir do vetor N, , normal a linha de referéncia. Nesta formula os
parénteses repetidos indicam ndo haver soma.
0
Hk = arCtg(Nz(k) / Nl(k))l (2)

sendo, Ny, =-T, /H'I?H e Ny =Ty /H‘I:H e o vetor T, , tangente a linha de referéncia, obtido

por Tik = Xi,g(é:k) = ¢(,§(§k)xirp'

Conhecidos os angulos que definem a secdo transversal para 0s nés do elemento é
possivel utilizar-se das mesmas funcdes de forma para aproximar um angulo 6°(£) ao longo
da configuracdo inicial da barra como:

0" (&) =4, (&) (3)

De posse dessas informacOes é possivel determinar a posicdo de qualquer ponto no
interior da barra utilizando-se do vetor g’(&,7), Fig. 2, normal a um ponto da linha de
referéncia na configuracdo inicial. Considera-se para isto a existéncia de uma variavel
adimensional a mais, 77, ortogonal a & e que descreve a altura da barra no espaco real. Assim,
um ponto genérico é expresso por:

%(&m=x"(&)+g (&n) 4)

linha de

referéncia hy/2

hy /2

(x] Em).x, (En ))
fLE)

transversal €

1
se¢do 111_) { 0

(@ E)a (©))

Figura 2 — Ponto P genérico na configuragéo inicial da barra

Adotando-se altura h, e base b, constantes para toda a barra, ja que é tomado
coeficiente de Poisson nulo, como explicado posteriormente, a linha de referéncia coincide
com a linha média e pode-se determinar g’ (&,77) em fungio do angulo e da altura da sec&o
transversal como:

e =2ncos[ 46 e olem="nsen[4()6] ©)

Substituindo-se as Eq. (1) e (5) na expressdo (4) obtém-se o0 mapeamento completo do
elemento de portico na configuragdo inicial como:

f(67) = X(E.) = 4EV X0 + 2 ncos[ 4,£)6F ©)
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h

foo (517) =% (5,7) =4 () X5, + - msen[ 4,(£)6) | (7

2.2 Configuracéo atual

As informacdes necessarias para que seja determinada a configuracgdo inicial incluem
as coordenadas da linha de referéncia, a altura e a base da secdo transversal. A configuracédo
atual é obtida por um processo iterativo ndo linear, de modo que, nesse momento, se escreve a
configuracdo atual analogamente a inicial, imaginando-se que as variaveis incognitas sdo
conhecidas como tentativa no processo numérico de solucdo. Assim, a funcdo de mapeamento
da configuracéo atual f;(&,7) € dada por:

(&) = V(E.7) =4 + 217 cosl () ®)
f(67) = Va(E7) = 4 + 27500l (6] ©)

Nestas expressdes y, representa as coordenadas atuais de um ponto genérico dentro da

barra, Y, sdo as coordenadas atuais dos nés do elemento e @, sdo os angulos atuais da se¢o

transversal. A partir da Fig. 3 e da Eq. (8) e da Eg. (9) nota-se que as se¢Oes transversais
permanecem planas, mas ndo mais ortogonais a linha de referéncia. Portanto, caracterizando a
cinemaética de Reissner, na qual se consideram os efeitos do cisalhamento. Além disso, a
altura de referéncia da secdo continua constante, ja que na lei constitutiva a ser adotada
impde-se coeficiente de Poisson nulo.

V2 A

segao
transversal

linha de
referéncia

1
}f/?&
hy /2

Figura 3 — Mapeamento da configuragdo atual — detalhe para os angulos

2.3 Mudanca de configuracgéo e gradiente

Definidos os mapeamentos do espaco adimensional para as configuracoes
inicial e atual pode-se descrever a mudanca de configuragdo do corpo analisado. Isto é feito
reunindo os mapeamentos da Fig. 2 e da Fig. 3 em uma Unica representacdo, Fig. 4, na qual a
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funcéo f descreve a mudangca de configuracéo do estado inicial ( B, ) para o estado atual (B ).
Esta funcdo pode ser escrita como a composi¢do entre 0s mapeamentos ﬁ, e fl como:
f=fo(f)™ (10)

X, ), A

Figura 4 — Mudanca de configuragédo — mapeamento posicional

O gradiente de f, chamado de A, que é um tensor de segunda ordem, é escrito a
partir dos gradientes dos mapeamentos fo e 1?l por (Bonet et al., 2000; Coda, 2003):

A=A" (A" (12)
Os gradientes para os mapeamentos inicial e atual sao dados, respectivamente, por:
ao_| 96 omy o au |95 On (12)
of, of) of, of)
oc on o on

Os elementos destes sdo obtidos diretamente das expressdes (6), (7), (8) e (9) para
serem avaliados em pontos de integragdo nas coordenadas & e 7. Apés a substituicdo os

gradientes resultam em:

X -2 nsen[ 4,07 140 oo (0]
A’= (13)

8,:OX5 + 2o (0 14 0 sen[ 4,216 ]

m N h
8, (Y, —2nsen| 4,(£)0, | ()6,  —2cos| 4,(£)6, |
Al= h2 hz (14)
b, (V3] + 2108 4,(£)0, |6 (D0, sen 4,20, |
A medida de deformacdo de Green-Lagrange E, que é objetiva (Ogden, 1984), é
adotada para desenvolver o elemento finito, sendo calculada por:

1 1, .. _E _
E=§(C_I)=E(A’A_I) ou Eij_Z(AdA(j 5.,) (15)

Nesta, | é o tensor identidade de segunda ordem e C é o alongamento de Cauchy-
Green a direita.
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3 ELASTODINAMICA NAO LINEAR GEOMETRICA APLICADA AO
MEF POSICIONAL

3.1 Energia de deformacéo do elemento de portico

A energia especifica de deformacdo de Saint-Venant-Kirchhoff é adotada neste
trabalho para relacionar a deformacdo de Green (E) ao segundo tensor de tensdes de Piola-
Kirchhoff (S). Para um material homogéneo e isotropico ela é dada por meio da seguinte
expressao:

ue:%(Efl+E222)+G(Efz+E221) ou ue:%E:ei:E (16)

Nesta, o coeficiente & se confunde com o médulo de elasticidade longitudinal para o
caso de pequenas deformacdes e G =E/[2(1+v)] com o mddulo de elasticidade transversal,
sendo v o coeficiente de Poisson. O tensor de deformagdes de Green em notacdo indicial é
escrito como E; e em notagdo diadica como E. O tensor constitutivo elastico, em notagdo
diédica, é indicado por €.

A expressdo (16) evita o travamento por efeito Poisson (travamento volumétrico) ao
desconsiderar a contracdo ou expansdo do material quando adotado coeficiente de Poisson
nulo. O travamento por cisalhamento é evitado pela alta ordem de aproximacdo utilizada na
direcdo longitudinal, além disso, permite-se a variacdo do modulo de elasticidade transversal.

Como a deformacéo de Green foi escrita em funcéo das posi¢cdes nodais, a energia de
deformacdo acumulada nos elementos estruturais é também funcdo das posicbes. Esta €
escrita como:

U, (Y) =, u.(Y)dv, (17)

Na qual V, é o volume inicial da estrutura analisada (Coda e Greco, 2004; Coda,
2009).

3.2 Energia potencial total e equilibrio elastodinamico

A energia potencial total do sistema mecanico II(Y) é dada pelo somatério da energia

de deformacdo de todos os elementos de portico, da energia potencial das cargas externas
concentradas (forcas e momentos), da energia potencial das cargas distribuidas e da energia
cinética, resultando em:

— — - = R 1 L.
) = [, u(MNdVy=F Y - [ G-5"dS,+—[ poy-ydy (18)

Nesta expressdo F é o vetor de forcas externas nodais (incluindo os momentos), G é
o vetor de forcas externas distribuidas, escrito em funcdo dos valores nodais como

q =¢(£)Q,, p, é a massa especifica associada a configuragdo inicial, y é a velocidade de

um ponto genérico dentro do dominio, y" é a posicdo atual da linha de referéncia dos
elementos de particos (Eq. (8) e Eq. (9)) e dS, € o comprimento infinitesimal inicial da linha

de referéncia do elemento de portico curvo.
De modo a obter se obter a configuracdo de equilibrio aplica-se o principio da energia
potencial estacionaria sobre a expressao (18) utilizando como parametros as posi¢des nodais:
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au, AF-Y) o ¢ AV e L OV o G
STI(Y) = j -5YdV, — A -m—jsoT-avdso+§jvopo P ovaV, =0 (19)
Sabendo que a energia especifica de deformacdo é escrita em fungdo das posicdes
nodais por meio da deformagdo de Green, u, =u,(E(Y)), e que as forgas sio conservativas
(independem da posicao atual da estrutura), pode-se reescrever a expressao (19) como:

Y. . B Vv, —F .o - -[.d ay -5YdS, + [, ooy o) .5YdV, =0 (20)
% O a oy

Do principio do conjugado energético, nota -se que 0 primeiro termo da primeira
integral é o segundo tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff (S).

A posigéo atual da linha de referéncia pode ser obtida como

—-m

(/5 'Y , portanto sua
derivada resulta em &y™ /oY :¢7. Utilizando-se, de modo simplificado, uma relagcdo analoga

para a velocidade de qualquer ponto do dominio Yy, pode-se descrever a ultima integral da
Eg. (20) em funcdo das velocidades nodais Y e das funcbes de forma gZ pela
expressio y = ¢ \7 resultando em:

STI(Y) = js = . 5YdV, —F - 5Y — jq®¢ - 5YdS +j P h®F-Y - %&dv =0(21)

onde o simbolo ® representa o0 produto tensorial do espaco das dire¢fes associado a g com o
espaco dos nds associado a 5 , 0U entre ambos espacos dos nos.

E importante ressaltar que esta simplificacdo para y implica em se desprezar a inércia

rotacional da barra. Todavia neste trabalho se lida com barras relativamente esbeltas para as
quais a inércia de rotacdo pode ser desprezada (Coda e Greco, 2004).

A derivada de Y pelas posi¢cdes nodais Y, presente na Gltima integral da expressao
(21), pode ser desenvolvida em notagéo indicial, como:

Y,  (dY §
o _ dY, _dY, dt _dY,(dY, v L 22)
oY, dY, dtdy, dtl dt

(i (i) Y(i)
nesta formula os parénteses indicam que ndo ha soma na variavel i .

As passagens acima sO sdo possiveis, pois as derivadas sdo unidimensionais, ou seja,
cada componente de velocidade s6 depende de sua componente de posi¢do. Substituindo a

relacdo da Eqg. (22) na Eq (21) obtéem-se:
SI(Y) = js = 5YdV, —F -6 - jq®¢ -5YdS +j 2B ®FY -V, =0  (23)

De modo a S|mpI|f|car o0 entendimento fisico do procedimento ndo linear apresentado a
seguir, pode-se reescrever a Eq. (23) como:

SMIY)=F™.8Y —=F-6Y —-L-Q-6Y +M-Y -86Y +D-Y -6Y =0 (24)

Nesta, F™ representa o vetor de forcas nodais internas, L é a matriz que transforma
as cargas distribuidas em cargas nodais equivalentes, M é a matriz de massa (constante) e D
¢ a matriz de amortecimento proporcional a massa introduzida ao sistema (Lanczos, 1970;
Coda e Paccola, 2009; 2011). Dada & arbitrariedade de &Y , a expressdo (24) representa a
equacdo do movimento (equilibrio dindmico néo linear geométrico):

F" _F-L-Q+M-Y+D-Y =0 (25)
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3.3 Tensor de Piola-Kirchhoff e derivada da deformacéo de Green

O tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie S presente na Eq. (23) é
obtido a partir da Eq. (16) e € escrito como:

_ou, EE, 2GE,
oE 2GE,, EE,

A derivada da deformacédo de Green em relacdo as posi¢des nodais é obtida utilizando-
se das Eq. (11) e (15) por:
8E 10C 1 0 Al 0yt It Al 0y-1
——==—=A"-A)==—[(A A)-A (A
~ 227 2aY( )= [( ) (A) A (AY)T]

(26)

(27)
L O(AY 3 oA
{( oyt A ar (A (A7) (A - (A7) }
oY N
Nota-se que como d(A')' /Y =(6A'/8Y)' a primeira parcela da soma é a transposta
da segunda, o que é interessante em termos de implementacdo computacional.
Conhecido A' a partir da Eq. (14), sua derivada para os graus de liberdade Y/, sendo

o adirecdo (1, 2 ou 3, para 0 angulo) e B o nd do elemento, é escrita como:

a_Al{q’/'f 0} aAl{o O} (28)

v/ |0 o ov/ |4, 0

oA oa | noos( OO~ nsen(B ), —sen(6)8,

v "0, | h h Ch
: “ _EOUCOS(@@)(% (4:6,) +E°775€n(¢c55)¢ﬁ ?OCOS(¢(95)¢5
com somatario sobre os n6s e k do elemento (notacdo indicial).

Assim, a partir destas expressdes é possivel calcular as forcas internas F™ do
elemento, conforme as Eq. (19) a (25), como:
Fri=| Ne gy, = .S 6'% dv, (30)
Vo Y
Neste trabalho a mtegral acima foi avaliada por meio de integragdo numérica com o

uso da quadratura de Gauss-Legendre pela expressao:
= in . oE
F t b \ngngS(gig’njg) 'W(ég’”jg)detAo(ég’njg) (31)

na qual w, e w, sdo o0s pesos de Gauss para os pontos de integragdo &, e 7,

respectivamente, e ig e jg indicam soma para a quantidade de pontos escolhida em cada
direcdo.

(29)

4 SOLUCAO DO SISTEMA NAO LINEAR E INTEGRACAO
TEMPORAL

Utiliza-se o algoritmo de Newton-Raphson para solugdo do sistema ndo linear de
equacOes e as expressdes do método de Newmark para integracdo temporal. A Eq. (25) é

reescrita, juntando-se as forcas externas conservativas em um Gnico vetor F , como:
G=F™—F+M-Y+D-Y=0 (32)
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Nesta expressdo § é um vetor nulo quando a posicéo tentativa Y é a solugdo correta

do problema ao se calcular as forcas internas F™, caso contrério, este vetor representa o
desbalanceamento mecanico do sistema. A expressdo (32) representa a equacdo de equilibrio
dindmico para qualquer instante de tempo. De modo a resolvé-la inicialmente se escreve este

equilibrio para um instante de tempo tg,; como:
ol'l oU = v = ~
— == -FK,+M:Y,,+D-Y,,=0 (33)
aY S+1 aY S+1

As aproximacdes de Newmark (1959) sdo dadas pelas expressdes abaixo, sendo g e
¥ 0S Seus parametros usuais e At o incremento de tempo.

- . - 1 i i
Yy, =Y + ALY, + At Ki_ﬂij +ﬁY5+l} (34)

Y, =Yg +At (1— 7/)YS + yALY (35)
Substituindo as expressdes (34) e (35) na Eq. (33), tem-se:

6l -2 -Le _p v My -MT DR+ 22, - AD-T, =0 (36)
s aY S+1 aY S+1 ﬁAt ﬂAt

Na qual os vetores T, e R, presentam as contribuigdes do instante de tempo passado

g|S+l =

ty e séo escritas como:

T, :Y—SZ+Y—S+ N Y. e R =Y, +At(1-7)Ys (37)
BA?  pAt |\ 28
A Eqg. (36) pode ser entendida simplesmente como §(Y;,,)=0 e é claramente néo

linear em relagdo a Y, ,. De modo a se expandir esta equagdo em série de Taylor escreve-se a
segunda derivada da energia potencial total como:
11 U, M 4D
— g=—-=%| + +
aYay|,,, oYov|,, BAY At
A expansdo de primeira ordem resulta em:
G(Ys.1) = §(Ye) + VG (V) -AYs, =0 (39)
Desta ultima expressdo escreve-se o procedimento de Newton-Raphson para solucéo
do sistema néo linear como:

H : AYﬂS+1 = _g(VSO+l) e AY_>S+1 = _Hil : g(Y_’S(i-l) (40)
No qual Y, é uma posicdo tentativa (usualmente a posigdo de equilibrio do corpo no

(38)

instante anterior) para o calculo de Y, utilizado na Eq. (36). Determinando-se AY,, pode-se
calcular a nova posicdo tentativa para Y,,, como:

YaS-*—l = YaSO#—l + AYaS+1 (41)

Em cada iteracdo a velocidade é corrigida pela expressdo (35) e a aceleragdo pela
expressao abaixo:

YS+1
PAE
O critério de parada para uma dada tolerancia TOL é satisfeito quando:

YaS+1 = _fs (42)
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HG(Y_.SH) HAY_.SH
IF X

sendo X a posicdo inicial da estrutura.

<TOL <TOL (43)

4.1 Hessiana do elemento de portico plano

A hessiana H do elemento é necessaria ao processo de solucdo do sistema nao linear
de equacdes como indicado na Eq. (40). Ela é dada para o caso dinamico pela Eq. (38). Como
se considera que a funcdo da energia especifica de deformagdo u, é continua e finita no

dominio V, do elemento e seu intervalo de integragéo possui valores constantes, a primeira
parcela da Eq. (38) pode ser desenvolvida como:

2, 2 — int 2
U, O, g _[ OF v, = [as_aE S'andVO

= = .= s (44)
Vol Y oY oY oY

Nesta ultima integral, a derivada do tensor de Piola-Kirchhoff 88/8\? para as
incdgnitas nodais é dada por:
oS _ 0| BE, 2GE,
ﬁ_ﬁ{%‘r@l EE, }
sendo as derivadas da deformacéo de Green conhecidas do calculo da forca interna F™.
Ainda é necessario calcular a segunda derivada da deformacéo de Green dada por:

NOY wavoy ° W oy o o

(45)

OE 1m0y .M.@_Al. : r
8\78\7_2{ (A% G (A™) +O+O} (46)
com,
oyt any, OA oyt
O=(A) (A - 5 (A) (47)

Nestas expressdes todos os termos sdo conhecidos, exceto &°A'/dY8Y , entretanto
este assume valores ndo nulos somente para os graus de liberdade de giro (direcdo 3)
resultando em:
62A1 62A1
oY/ov; 00,00,

2p {sen(¢(6’()¢ﬂ¢g (#:6,)—cos(4,0,)| 8. + B3¢ ]} —h—2°cos(¢c¢9[)¢ﬂ¢4 ., (48)

=22 {oos(0.)0,. (410) + 5@ 0) 4t + 18 ]} —sen(40)4,:

sendo B e £ 0s nos do elemento e com somatdrio sobre os n6s ( e k do elemento (notagdo
indicial).

A integragdo da segunda derivada da energia de deformacdo foi realizada
numericamente com o uso da quadratura de Gauss-Legendre pela expressao:

o°U, oE . OE 0
W bowug Jg|: (glg 7719) 5(49:77]9)‘*‘8((;9’77]9) aYaY (§|g 77]g)j|d6tA (§|g 77]9) (49)
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na qual w, e w, sdo os pesos de Gauss para os pontos de integracdo &, e 7,

respectivamente, e ig e jg indicam soma para a quantidade de pontos escolhida em cada
direcéo.
A matriz de massa, Eq. (23), é calculada numericamente de modo analogo como:

M = pObO\Nig ng%(gig ) ® &(élg ) det AO (ég ' ﬂjg) (50)
e a matriz de amortecimento € obtida por um fator de proporcionalidade A, como D=A,M
(amortecimento de Rayleigh).

5 INTRODUCAO DE LIGACOES DESLIZANTES

A introducdo das ligacOes deslizantes, seja na forma de uma junta prismatica ou
cilindrica, nos elementos finitos de poértico plano é realizada por meio da introducdo de
multiplicadores de Lagrange ao funcional de energia de maneira a restringir a posicéo, e/ou o
giro, de um no pertencente a um elemento finito as coordenadas geradas no interior de outro
elemento finito qualquer, considerando a movimentacdo concomitante de todos os nos do
problema estudado. Esta técnica é amplamente utilizada na modelagem de juntas entre corpos
flexiveis e pode ser encontrada em diversos trabalhos tais como de Cardona, Geradin e Doan
(1991), Bauchau (2000), Bauchau e Bottasso (2001), Géradin e Cardona (2001), Garcia-
Vallejo et al. (2003), Sugiyama, Escalona e Shabana (2003) e Lee et al. (2008). Entretanto, €
aplicada originalmente neste trabalho para a formulagdo lagrangeana total em elementos
finitos considerando a cinematica de Reissner baseada em posicdes.

Sua maior vantagem € a simplicidade com a qual é possivel aplicar condigdes
auxiliares ao elemento finito ja existente por meio de restricdes no movimento dos nos que
possuem a ligacao deslizante.

5.1 Restri¢des cinematicas

A introducdo das ligacGes deslizantes entre elementos finitos de portico plano é
realizada por meio da consideracdo de um elemento denominado deslizante. Este possui um
no restrito a se deslocar sobre outros elementos. O grupo de elementos sobre os quais a
ligacdo deslizante tem liberdade de movimento é designado de trajetdria da ligacéo.

A Fig. 5 exemplifica um conjunto que inclui um elemento deslizante e a trajetdria da
ligagdo com aproximacdo cubica. Apesar dessa ilustracdo, a formulacdo desenvolvida a é
aplicavel a elementos finitos com qualquer nimero de nos.

Nos itens que seguem, utiliza-se a notagéo () para o elemento da trajetria e ()
para o elemento deslizante.

Os parametros nodais (posicdo e angulo) do n6 com a ligagdo deslizante, denominado
no deslizante, e referido pelo indice P, podem ser descritos em funcdo dos parametros nodais

do elemento da trajetéria e da variavel S, =S(&;). Esta indica a localizagdo do né deslizante

sobre o comprimento da sua trajetoria a partir de um ponto arbitrario nela. Ja a coordenada &,
localiza 0 nd deslizante no espaco adimensional da linha de referéncia de um determinado
elemento da trajetoria.

A cinematica da ligacdo deslizante para uma junta prismatica &, entdo, escrita por meio
das relagdes:

YP (s )=6,(& )Y, + A6, (51)
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Vo A
elemento
-1 1 da trajetoria jg(‘i)

4 |
trajetoria

elemento

7  deslizante

ligacdo 8

deslizante
N

Figura 5 — Ligacao deslizante em um conjunto de elementos com aproximagédo cubica

Nesta expressdo: i indica a direcdo (1, 2 ou 3, para o angulo); ¢ se refere aos nés do
elemento da trajet6ria (notacdo indicial); \fip e Y," referem-se as posicdes e ao angulo do n6

1

deslizante e dos nos do elemento mestre, respectivamente; A@S ¢ a diferenca, na
configuracao inicial, entre o angulo do n6 deslizante e o angulo do elemento da trajetoria no
mesmo ponto P; e J,, € 0 operador delta de Kronecker, igual & unidade quando a direcéo se
referir ao angulo e nulo caso contrario.

Para modelagem de uma junta cilindrica utiliza-se da mesma hipdtese representada
pela Eq. (51), entretanto, € liberado o giro. Isso é possivel simplesmente desconsiderando-se a
restricdo cinematica para o angulo (i =3).

A presenca de Ady na Eq. (51) se deve ao fato do angulo ser medido a partir do eixo
horizontal no sentido positivo (de y, para Yy,) até o vetor normal de um ponto da linha de

referéncia, fazendo com que seu valor dependa da disposicdo e orientacdo dos nos do
elemento finito no plano. Isso leva a diferenca existente no valor do &ngulo do n6 deslizante e
um angulo medido no elemento da trajetoria no ponto P, que, apesar de localizarem-se no
mesmo ponto do plano, pertencem a elementos distintos.

Conforme se observa na Fig. 6, pode-se expressar a diferenca entre angulos como

AG =6°—-8°. O valor do angulo medido no elemento da trajetéria 6° é obtido pela

interpolacdo dos demais angulos desse elemento com as funcdes de forma. Assim, chega-se a
expressao:

AHS = ég —4, (ézp)gco (52)
Ressalta-se que pelo préprio carater da junta prismatica (engaste movel) essa diferenca

se mantém constante durante o tempo, portanto seu valor obtido na configuracdo inicial ndo
se altera com as mudancas de configuracdo do corpo.

5.2 Alteracdo na equacdo do movimento

A inclusdo das condicGes auxiliares dadas pelas Eq. (51) é realizada pela introducéo de
multiplicadores de Lagrange A para cada uma das trés diregdes i (Lanczos, 1970). Escreve-

se um funcional de energia restrito HL(VL) a partir do funcional da Eq. (18) como:
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HLNL) ZH(V)+L(YL)7 (53)
com LNL) =4 [Yﬂip -9 (é:P)Y_i{ _Aggé‘is]'

elemento
da trajetoria

-
<N

elemento
deslizante

Figura 6 — Diferencga entre o angulo do ponto P medido no elemento mestre e no elemento escravo (a seta
nos elementos finitos indica a orientagdo desses)

Analogamente ao que foi desenvolvido para T1(Y), de modo a obter uma configurago
de equilibrio, aplica-se o principio da energia potencial estacionaria sobre a expressdo (53).
Utilizam-se como pardmetros as posi¢es e angulos dos nés do conjunto de elementos que
apresentam a ligagéo deslizante, a variavel s, e os multiplicadores A . Estes parametros

incdgnitos sdo convenientemente agrupados no vetor YL. Da aplicacdo da estacionariedade ao

funcional restrito resulta:
O, =d1+85L=0 (54)
O termo oI se desenvolve conforme a Eg. (19) resultando na equagéo do movimento
para os elementos livres. Ja o termo S1L é escrito como:
o1 =L S+ oL 5Y/ +@&, +@5sp, (55)
oY.“ oY/’ oA, 0Sp
sendo « e £ 0s nos dos elementos da trajetoria e deslizante, respectivamente.

Resulta da Eq. (55) a seguinte expressao a ser adicionada a variagdo do funcional:
t

_ﬂ’l¢a (gP) 5Y_ia
z &
SL=R-6V = 0 dsiet, (56)

YAiP _¢((§P)Y_i[_A9F?§i3 oA

_/11¢(,§ (GZP)Y_i[ 13, 0Sp
sendo k os nos do elemento deslizante, exceto o nd P que possui a ligagéo, e J, 0 jacobiano
da transformacdo do espago adimensional da variavel & para a varidvel s(&) avaliado no

ponto P escrito como J, =\f[¢(,§ (EN TP +[8,. (&)Y T
Portanto, a equagéo do movimento, Eq. (25), se reescreve como:
F"_F+M.Y +D-Y +A=0, (57)

na qual se reunem as forcas externas conservativas em um unico vetor F .
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5.3 Solucéo do sistema néao linear

O sistema nao linear, Eq. (57), é resolvido por meio do algoritmo de Newton-Raphson,
de maneira semelhante ao realizado no item 4 . O vetor de desbalanceamento §, para o novo

sistema de equacdes toma a forma:
g, =F"-F+M.Y +D-Y +A=0 (58)

Nota-se que nesta expressio ha somente o acréscimo do termo A referente as
condigdes auxiliares impostas com os multiplicadores de Lagrange.
A expansdo da Eq. (58) em série de Taylor, até a primeira ordem, resulta em:

H.-(aY),, =-6. ((ﬁ L. ) (59)

-\ . A S , .
Nesta, (YL )s € um vetor tentativa que contempla 0S parametros Incognitos e € escrito
+1

7\ ‘ / a 7P 7k 0

como ((YL)M) :{Yi YPOYK 4 sP}M.

A nova matriz hessiana H, =Vg, , obtida da segunda derivada do funcional restrito
HL(YL) , Utilizada para a determinacéo da correcéo (AVL )S . é dada por:

. H Bl[aY

H, - (AY ), = v 60

L ( L)S+1 |:Bt R:|{AL}S+1 ( )

sendo, (A\fsﬂ)t :{A\fi“ NG A\fi"} ., O vetor gque agrupa os pardmetros nodais do

— t
elemento finito de portico e (ALM) ={A4 As,}s, O vetor que compde os graus de

liberdade adicionais do sistema, associados a variavel s, e aos multiplicadores.

A matriz H é a hessiana do conjunto de elementos obtida pela Eq. (38) e as demais
matrizes séo dadas por:

_¢a (fp) _ﬂ’|¢a,§ (é:P)/‘JP

0 4, (ép)Y?/JP}
B=| 1 0 e R { _, : ,(61)
0 0 _¢(,§ (é:P)Y| /‘]P HspsP
com,
HspsP = ﬂ1¢c,§ (gp )Y_|{ (Ji] ¢n,§ (§P )Y_kn¢m,§§ (gp )Y_km _ﬂﬁ¢(,§§ (§P )Y_|C (Jij (62)

Nesta expressdo, em notacdo indicial, o indice i se refere a direcdo (1, 2 ou 3, para o
angulo), k também indica a direcdo (1 ou 2), e, {, m e n se referem aos nés do elemento da
trajetoria.

5.4 Determinacdo da coordenada adimensional da ligacéo deslizante

Para se determinar a coordenada adimensional inicial &,, necessaria ao procedimento

numérico, utiliza-se o método dos minimos quadrados para a solucdo do sistema
sobredeterminado formado pelas Eq. (51) sem a presenca dos temos relacionados ao giro.
Para tanto, conhecidos os valores das posicdes dos elementos, é suficiente escrever-se 0s

residuos r, (¢, ) das duas direcdes coordenadas como:
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ri(fp):YAiP_(éz(éEP)Y_i( (63)
A funcéo p(§P) a ser minimizada pode ser escrita como (Nocedal e Wright, 1999):

1
p(&)=5[n(&)] =0 (64)

Expandindo-se esta funcdo em série de Taylor até a aproximacdo de primeira ordem
tem-se:

P(&)=VP(&)+V2p(&8)As, =0 (65)
Sendo &) um valor tentativa e desenvolvendo-se as derivadas necessérias pode-se
encontrar a corre¢do A&, por:

Vp(é

A&, = —ZLPO) , (66)
Vip(£)

e o valor da varidvel como &, =& +A¢&,, até que o critério de parada A, / &,|<TOL seja

satisfeito para uma dada tolerancia TOL .

6 CALCULO DOS ESFORCOS INTERNOS

Para o calculo dos esforcos seccionais é realizada a integracdo das tensdes de Cauchy
sobre a &rea da secdo transversal da barra. A tensdo real e, ou de Cauchy, esté relacionada
com a tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie S pela expressdo (Ogden, 1984):

G=LA'S~AI, (67)

det A
sendo, A o gradiente da funcdo mudanca de configuragéo dado pela Eq. (11).
Determinada a tensdo de Cauchy para o sistema coordenado, convenciona-se um

sistema de eixos local no qual sua coordenada local ¥, é perpendicular a se¢&o transversal em
um dado ponto e Y, pertence ao plano da se¢éo.

Assim, o esfor¢o normal N, o esfor¢o cortante V e 0 momento fletor M sdo dados
por:

N = IAO G,,dA, V= LU G,,dA, = IAO G,dA, e M= IAU 61,,0A , (68)

sendo ¢ o tensor de tensdes rotacionado para os eixos ¥, e y,, € A, é a area da secdo
transversal, neste caso igual a area inicial.

7 EXEMPLOS DE APLICACAO

A seguir apresentam-se alguns exemplos de uso das liga¢des deslizantes na simulagdo
numérica de estruturas e mecanismos de modo a verificar os resultados obtidos e demonstrar
sua aplicabilidade.

7.1 Carga movel sobre viga biapoiada flexivel

Neste exemplo apresenta-se uma carga constante P =628,48N que se move

horizontalmente com uma velocidade v por sobre uma viga simplesmente apoiada de 4,0 m
de comprimento conforme a Fig. 7.
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¥
T vt | P=628,48N
| }
% % })1
| 4.0m |

Figura 7 — Carga movel com velocidade constante sobre viga flexivel

A movimentacdo da carga é aqui idealizada por meio de um elemento finito orientado
verticalmente com deslocamento imposto na dire¢do da velocidade e em contato com a viga
por meio de uma ligacdo deslizante. A carga concentrada €, entdo, aplicada ao né que possui a
ligagdo. Considera-se este elemento sem massa e com comprimento de 0,01% do
comprimento da viga.

A viga possui secdo quadrada de lado 0,10 m, massa especifica de 8000,0 kg/m?,
modulo de elasticidade longitudinal de 207,0 GPa e modulo transversal de 103,5 GPa. Esta
foi modelada com 26 elementos finitos cubicos sendo que se concentram seis elementos
finitos em um trecho central com extensdo de 0,10 m. Apesar de ndo ser necessaria tal
discretizacdo para obtencdo dos deslocamentos (Fig. 8) ela foi adotada de modo a se obter
maior precisdo dos esfor¢os internos (Fig. 9 e 10) do né no meio do véo.

Os dados desse problema foram adotados tal qual o exemplo apresentado por Hong e
Ren (2011) e comparados com a solucdo analitica do problema da carga mével apresentada
por Fryba (1972). So analisadas respostas para trés velocidades distintas, 0,2v,, 0,4v, e

1,0v,, sendo v, =115,33m/s a velocidade critica que impde deslocamento maximo durante

0 percurso da carga na viga. A resposta ilustrada nas figuras € coincidente com a solucao
analitica demonstrando, assim, a consisténcia da formulacéo proposta.

040 0,2 ver (Analiti
E‘ 0,20 .2 ver (Analitico)
E 0,00 f—s—pma—z s i 0.4 ver (Analitico)
£ 020 | 7 1,0ver (Analitico)
g2 = "
E -040 r " e __.---"': — 0,2 ver (Simulagéo)
2] B '.-.... - I". -
= -060 g o —— 0,4 ver (Simulagéo)
&£ -080 Tt , ;
- 1,0ver (Simulagéo)
_1=OO 1 1 1 1 1 1 1

0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00
Posicio da carga (m)
Figura 8 — Deslocamento vertical no meio véo

400
E‘ 200 - . = 0,2ver (Analitico)
= 0 —=—t=a=t e, .:._;.'. - = 0,4ver(Analitico)
E 200 | " . . . __:_.=""'r 1,0ver (Analitico)
‘E -400 + - ___"‘ Sy e > — 0,2 ver (Simulagio)
E -600 e " —— 0,4 ver (Simulacio)
S -800 - 1,0ver (Simulagio)
_l-OOO 1 1 1 1 1 1 1

0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00
Posicio da carga (m)
Figura 9 — Momento fletor no meio véo
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600
400 -

0,2 ver (Analitico)

L g - —— 0,4 ver (Simulagéo)
-400

_600 1 1 1 1 1 1 1
0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00 3,50 4,00
Posicio da carga (m)
Figura 10 — Esfor¢o cortante no meio vao

3

2 —aEa g i = 0,4ver (Analitico)
E 200 e AT -

£ T 1,0ver (Analitico)
5 g bt S

ot P o — 0,2 ver (Simulagdo)
S 200 T .

1,0ver (Simulagéo)

7.2 Mecanismo de retorno rapido

Apresenta-se um classico mecanismo de retorno rapido utilizado amplamente em
diversas maquinas como ilustrado na Fig. 11. A configuracdo e as propriedades deste
mecanismo foram adotadas tal como em Bauchau (2000). O mecanismo é composto por um
braco AB de 1,00 m de comprimento que gira em torno do apoio B e € ligado a uma barra NA
de 0,25 m de comprimento. O movimento do sistema é imposto por uma manivela RS de 0,20
m de comprimento que gira em torno do apoio R com uma velocidade angular constante
Q=>5xzrad /s e desliza sobre o braco por meio de uma junta cilindrica localizada no né S.

0,55 m [ 0,50 m
1 1
Figura 11 — Mecanismo de retorno rapido na configuracao inicial

Todas as barras possuem secao transversal quadrada de lado 6,0 cm e massa especifica
de 1724,82 kg/m3 e sdo modeladas com elementos finitos de aproximacao cubica. O brago é
modelado com 24 elementos finitos e possui modulo de elasticidade longitudinal igual a 47,04
GPa. As demais barras sdo modeladas com 2 elementos finitos e possuem modulo de
elasticidade longitudinal igual a 47,04.10° GPa de modo a simular um comportamento rigido.
O mddulo transversal é adotado como metade do valor longitudinal. Ainda séo introduzidos
elementos muito curtos (0,01% do comprimento da barra) nos nés N e S com massa
especifica apropriada de modo a representar massas de 0,31 kg e 2,50 kg, respectivamente.

Foram simulados trés ciclos do mecanismo com incremento de tempo de 2,0.10° s. Os
resultados indicados a seguir se referem ao terceiro ciclo. Na Fig. 12 ¢ ilustrada a velocidade
do apoio N na diregéo do eixo 1.

A deflexdo da ponta do braco, né A, medida ortogonalmente a uma linha que
acompanha o giro do bragco no n6 B € apresentada na Fig. 13 e 0 momento fletor de um ponto
do braco a ¥ do apoio é informado na Fig. 14.
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-------- Bauchau

0,90 0,95 1,00 1,05 1,10
Tempo (s)

Figura 12 — Velocidade do apoio N na direc¢éo do eixo 1

Destas figuras nota-se boa concordéncia dos resultados com a referéncia de modo que
0 comportamento do mecanismo foi bem representado. Presume-se que as pequenas
diferencas de fase entre as curvas se devam aos diferentes integradores temporais utilizados.
Neste trabalho o integrador de Newmark foi empregado com os parametros que definem
aceleragdo média constante dentro de cada passo de tempo (£=0,25 e »=0,50). J& no
trabalho de Bauchau (2000) foi utilizado um esquema de estabilizacdo que realiza o
decaimento da energia potencial total em cada passo de tempo, o qual, além disso, é variavel
para toda a analise, acarretando as pequenas diferencas notadas.
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. [=]
(=]

40 |
_6=O 1 1 1 1 1 1 1
0,80 0,85 0,90 0,95 1,00 1,05 1,10 1,15 1,20
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Figura 13 — Deflex&o da ponta do braco
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S -
3
E -
= -
_1=O 1 1 1 1 1 1 1
0,80 0,85 0,90 0,95 1,00 1,05 1,10 1,15 1,20
Tempo (s)

Figura 14 — Momento fletor de um ponto a % do apoio B
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8 CONCLUSOES

Neste trabalho foi apresentado um equacionamento para a analise dindmica ndo linear
geométrica de porticos planos contendo ligacdes deslizantes por meio do método dos
elementos finitos baseado em posigoes.

Dos exemplos apresentados nota-se a boa capacidade de representacdo do
comportamento dindmico de corpos flexiveis a partir de uma formulagdo bastante simples
para introducdo das ligagdes entre os elementos finitos.

Como sequéncia deste trabalho pretende-se estender a metodologia empregada na
introducdo das ligacbes deslizantes para a simulacdo de estruturas e mecanismos
tridimensionais.
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