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Abstract. Shallow arch may experience a loss of stability called snap-through or unstable
asymmetric bifurcation, depending on various parameters, such as shallowness, stiffness and
boundary conditions. This paper investigates the in-plane stability and simple dynamic
behavior of simple supported sinusoidal arch subjected to dynamic load. The equations of
motion are obtained using Rayleigh-Ritz method, adopting an approximating function for the
deformed configuration. Configurations of equilibrium are show, as well as critical values. In
addition time-integration scheme is used to achieve numerical solutions and plot the phase
plane of free damped vibration, allowing the visualization of two centers and one saddle-
point.
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On non-linear dynamics and stability of a shallow arch

1 INTRODUCAO

A transicdo entre configuracbes de equilibrio estaveis e instaveis corresponde a
instabilidade estrutural, podendo surgir de dois modos: por bifurcacdo do equilibrio perto da
configuracdo ndo perturbada ou por ocorréncia de um ponto limite sem qualquer bifurcagéo
anterior, ndo existindo um estado alternativo de equilibrio nas proximidades da configuracéo
ndo perturbada. No primeiro caso, a estrutura deforma-se de um modo quando solicitada a
carregamento crescente e entdo, numa carga dita critica abandona repentinamente esse modo,
que se torna instavel, indo buscar outro. No segundo caso a deformacdo se da de um mesmo
modo desde o inicio do carregamento até que a carga limite é atingida.

Estruturas como trelicas, arcos e calotas esféricas abatidas, largamente utilizadas na
indUstria da construcdo civil, petrolifera e aeroespacial, podem apresentar os dois tipos de
instabilidade, sendo, ainda, de maior interesse devido ao comportamento altamente nédo linear
e a perda de rigidez devido a elevadas tensdes de compresséo.

Se, no entanto, o carregamento € dinamico, como, por exemplo, harménico, a resposta do
sistema adquire uma grande riqueza de possiveis comportamentos, em funcdo da amplitude e
frequéncia desse carregamento. As respostas podem resultar vibracfes periodicas de varios
periodos diferentes, quase periddicas, cadticas etc.

A qualidade altamente genérica e interdisciplinar dos desenvolvimentos em Dinamica
N&o-linear ganhos nas Gltimas poucas décadas tem permitido miriades de aplicagdes em quase
todas as areas da ciéncia e da tecnologia, e mesmo além. Onde a modelagem e analise de
complexos fendmenos ndo lineares, possivelmente cadticos, se faz necessaria, seus métodos
podem ter um papel chave. Caos e dindmica ndo-linear se desenvolveram como um campo
emergente com fundamentos na engenharia e ciéncias aplicadas. Aplicacdes modeladas
analiticamente, simuladas numericamente e realizadas experimentalmente levam a novas
capacitacOes e desafios. Deve-se ter em mente que vibragdes de sistemas reais sao melhor
descritas como multifrequéncia, variaveis no tempo, estocasticas etc. Modelos lineares de
banda estreita estdo fadados a serem altamente ineficientes sob essas circunstancias. Modelos
ndo lineares sdo capazes de responder sobre uma larga faixa de frequéncias e amplitudes,
sugerindo uma intrinseca capacidade de performance eficiente em casos reais.

O comportamento dinamico do arco foi objeto de vérios estudos. Namachchivaya (1994)
cita que notavelmente Mettler, Lock, Humphreys e Hsu estudaram o comportamento
dindmico sob cargas impulsivas. No entanto, sabendo que sob excita¢cbes harménicas
simples, ressonancia interna pode resultar em modulacdo de amplitude e movimento caético,
Namachchivaya (1994) determinou a dindmica néo linear de um arco abatido com ressonancia
interna 1:2 sob uma excitacdo paramétrica. Malhotra e Namachchivaya (1997) também
determinaram o comportamento sob excitacdo na presenca de ressonancia interna na razédo
1:1. Breslavskya et al. (2008) utilizando os modos n&o lineares de Shaw-Pierre para
movimentos perto do equilibrio concluiram que a aproximagdo com dois modos é suficiente.
Recentemente Yu e Chen (2014) apresentaram uma investigacao sobre orbitas homoclinicas
em um arco abatido submetido & excitagdo periddica na presenca de ressonancia interna na
razdo 1:1. Foi utilizado o método das multiplas escalas de tempo junto com o método de
perturbacdo de Melnikov para exibir a existéncia de saltos que conectam o equilibrio de uma
banda ressonante de uma variedade lenta. Concluem que estes resultados implicam em caos
com amplitude modulada no sentido da ferradura de Smale.
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2 EQUILIBRIO ESTATICO

A funcéo que caracteriza a configuracao indeformada de um arco senoidal é dada por:

Vo(x) =h sinnTx Q)

O carregamento também ¢é dado por uma fung¢éo com variacao senoidal da forma:
p(x) = po sin™= )

A figura 1 ilustra o problema.

Figura 1: Arco abatido senoidal biarticulado com carregamento senoidal.

A configuracdo deformada pode ser discretizada por duas coordenadas generalizadas,
dadas por fung¢bes harmdnicas, com a primeira sendo a configuracdo simétrica e a segunda a
assimétrica. A escolha das coordenadas generalizadas é valida para arcos abatidos conforme
relatado em Thompson e Hunt (1973) e com comprovacéo experimental em Roorda.

7, ) = (h— qu(6)) sin™ + g, (t) sin == 3)

A energia de deformacéo, diferentemente do caso da trelica, possui contribuicdo axial e
de flexéo, dadas por:

EA l EI (1l
Uaxiat = > fO e(x, t)z dx , Uflexéo = ?fo ky (x, t)z dx 4)

Onde EA caracteriza a rigidez axial e El a rigidez de flex&o, constantes para 0 caso em
estudo. A energia potencial das forcas distribuidas é:

W= [ p(o — y(t)) dx (5)

A deformacdo axial &, para este caso de engenharia, é dada por:

e(x, t) = ds(t)—dso (6)

dSo
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Os segmentos infinitesimais ds, e ds(t), indicados na figura 2, séo dados por:

dyo? dy(£)2
dsy = /1+§ dx , ds(t) = /1+% dx (7)

dx

Figura 2: Segmentos infenitesimais.

Simplificadamente, os segmentos infinitesimais podem ser expandidos em serie de
Taylor, considerando os trés primeiros termos:

1 dyg? 1 dy(t)?
dsoz(1+5§)dx ,ds(t)z<1+5%>dx (8)

Substituindo, a deformacéo axial € torna-se:

2 2 2 2
(1+1dy—(t) )dx—(1+%m )dx | WO _dvo

_ 2 dx dx 1 _dx dx
g(xJ t) - (1+ldﬂ2>d - 2 1+ldﬂ2 (9)
2 dx x 2 dx

Aproximando, tem-se:

dy(t)?  dyy?
e, = 1 (27 207 (10)

Como dito anteriormente, considera-se adequado a adocdo de duas coordenadas
generalizadas, de modo que é necessario reescrever a equacao anterior. Assim a deformacéo
axial fica:

N
(e, t) = L (‘W) —%) (11)

2 dx dx

Onde as derivadas sao:

v 2 2 ay
d—z:%(h—ql(t)) cosn—lx+TnCIz(t) COS% ) %=%h COSnTx (12)

Substituindo fica:

2
g(x,t) = % {[% (h—q:(®) cos”—lx + zanz(t) cos Z%x] — 7:—22h2 cos? ?} (13)
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Fazendo as expansoes, tém-se:
2 2 2
g(x,t) = é {—2 %hql(t) cos? ? + T—quz(t) cos? n—lx + %qz(t)z cos? Zg +
zl—f(h — ql(t))qz(t) cos?cosz%x } (14)
Para facilitar os calculos sera admitida a hipdtese de que as deformacdes podem ser

tomadas pelo seu valor medio (£(t)). Assim tém-se a aproximagao:

fo e(x, t)?dx = [ f e(x, t)dx] l=&(t) 1 (15)

Realizando a integral de e(x, t) chega-se:

£(t) = 2 [~2hgy () + 4:7(0) + 4 42(0)* ] (16)

A energia de deformacdo axial fica:

Uasiar ~ 22 €(6) | = S22 [~2hqy (8) + q:%(0) + 4 (0] (17)

EAT*

A curvatura k, possa ser dada como a diferenga entre a curvatura inicial e final, de modo
que:

2 _ 2 2
ko (x,t) = — a*o—y () _ dy(t) _ d°¥o (18)

dx? dx? dx?

Considerando a adogdo de duas coordenadas generalizadas a curvatura aproximada k,
passa a ser dada por:

( t) dz)’(t) 2370 (19)

dx? dx?

Onde as derivadas sao:

ny (h Q1(t)) Sln—— ZZQZ(t) Sinzg ’ 2 - _”_Zh sin% (20)

Substituindo fica:

k,(x,t) = 7;_22511(0 sin? - %Zqz (t) sinzg (21)

A curvatura elevada ao quadrado é dada por:
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— 4
k. 2(x,t) = " qlz(t) sin2™ 4 1om —q,°(t) sin 22mx 8 Z q,(t) q,(t) sinn—lxsinzix

l l l
(22)

A energia de deformagdo a flexdo fica:

l
Ufiexso = % fo ky(x,t)* dx (23)

16 m*

mt . o X
Uflexﬁo = l_4Q12(t) sin® =+ —— QZZ(t) sin

4
z 227x SI—Z q.(t) q,(t) sinn—lx sinz%x (24)

l

Realizando a integral tém-se:

EI m*

Uptexso = o (@:2(8) + 16 g,2(0)) (25)

A funcéo de forma aplicada na caracterizacéo das forgas externas pode ser dada por:

p(Fo — (1)) = po sin™ [ sin™= — (h — q4()) sin™= — g, (t) sinZ= (26)

Simplificando, fica:

P(¥o —¥()) = po [CIl(t) sin 2% — g, (t) sin = sin 2= (27)
O trabalho das forcas externas torna-se:

l l
W= [;p(o = y(1) dx = po5q:(6) (28)

Pode-se observar que ndo se realiza trabalho na segunda coordenada generalizada. A
energia potencial total fica dada por:

V41, 42 Po t] = S T [~2ha: () + q:*(0) + 4 420 ] " + “: (qlz(t)+
16 4,%(8)) = Po 1 () (29)

Aplicando a condigéo de equilibrio, i.e., derivada parcial da energia potencial total em
relacdo & coordenada generalizada igual a zero, tém-se:

ov EAT* EIm* l
20 =0~ (=2hgy + i + 4 q3) (—h+ q) + 57 01 = po; (30)
;7:=0—>E13 q2 (—2hq; + " + 4 q; e (31)
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Neste caso é interessante tornar o problema adimensional, podendo fazer:

1 _q oAt
Q=75 » 2=, /1——“4“,13?0 (32)

Assim as equagdes passam a:
N\ 2
4 (%) a1 + (alz - 2a1 + 4‘a22) (a1 - 1) ES A (33)

:N 2
16 (%) a, + (alz - 2a1 + 4 azz) a, = O (34)

A derivada parcial da energia potencial total em relagdo a segunda coordenada
generalizada s6 pode ser zero caso:

a2=0

av
=0 i\ 2 35
9q; s¢ a,*—2a; +4a5=-16 (i) (39)

A primeira condicdo, i.e., a, = 0, implica na derivada parcial da energia potencial total
em relacdo a primeira coordenada generalizada:

A=4 (E)2 a; + (a,2 - 2a,) (a; — 1) (36)

Que representa a trajetdria de equilibrio do ponto limite. Fazendo a derivada parcial de 4
em relacdo a coordenada generalizada a, e igualando a zero, obtém-se as duas coordenadas
dos pontos limites.

o\ 2
ﬂ=0—>a12—2a1+§[1+2(i)]=0 (37)

6a1

2 i\2
Cl1=1i 1—§ 1+2(E)

A carga critica é encontrada substituindo as coordenadas na funcéo A.

2
A=4 (i) a, + (a;? —2ay) (a; — 1) (38)

A segunda condicdo implica na derivada parcial da energia potencial total em relacdo a
primeira coordenada generalizada:
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1=12 (i')2 (i - al) (39)

3

Que representa a trajetdria de equilibrio da bifurcacdo simétrica instavel. A carga critica
da bifurcacdo simétrica instavel é encontrada na interseccdo das fungbes A para a, = 0.
Assim tem-se:

4

N2 i\ 2
4 (%) a1 + (a12 - 2a1) (a1 - 1) ES 12 (i) (; - al) (40)
Resolvendo esta equacao encontra-se o valor da coordenada a:

a;=1— /1—16(%)2 (41)

A carga critica, obtida substituindo a coordenada a, na funcéo de A, fica:
2 82 N\ 2
1=12(2) (E-a) = (2) (4+12 1_16@) @2)

Também pode ser expressa sem a adimensionalizacao:

*Elh i\2
po =" (1+3 1—16(%)) (43)

Dos valores obtidos pode-se plotar as curvas de p, em funcdo do parédmetro i/h, que
corresponde a uma relacdo entre rigidez axial, rigidez a flexdo e abatimento da estrutura,
como se pode observar no grafico 1. A curva vermelha corresponde & instabilidade tipo ponto
limite e a curva preta corresponde a bifurcacdo. Quando a curva preta intercepta a vermelha,
i.e., quando a bifurcacdo passa a ser limitante, a configuragdo do ponto limite passa a ter a
linha tracejada. Este gréafico foi estabelecido para uma relacdo i/l igual a 0,091, mas estas
curvas variam conforme este parametro.

30 v

25
20

po KN/m
/
-’

|

005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
i’h
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Gréfico 1: Gréafico parcial para localizagdo dos modos de instabilidades do arco abatido.

Assim o gréfico 1 ndo revela a dependéncia do vao do arco, devendo para tanto observar
o grafico 2. Neste grafico restringimo-nos a mostrar apenas os valores limites, de modo que
pode-se observar a importancia da relagcdo i/l com os demais parametros.

po KN/m

0,083 0,091

0,076
0,061
0046 i/l

Grafico 2: Grafico para localizagdo total dos modos de instabilidades do arco abatido.

Tomando como exemplo a relagdo i/1 igual a 0,091 e para i/h igual a aproximadamente
0,22 pode-se determinar a trajetdria de equilibrio dada no grafico 7. Novamente as trajetorias
de equilibrio em vermelho correspondem a instabilidade tipo ponto limite e a preta a
bifurcacdo. Como era de se esperar pela analise do gréafico 1, o limitante é o ponto limite.

1,4

1,2

1 /
0,8

< 06 /
0.4 ~

0,2 /

0 I

/

0 025 05 0,75 1 125 15 1,75 2 225 25
a

Gréfico 3: Trajetoria de equilibrio para arco abatido com i/l = 0,091 ¢ei/h = 0,22.
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Ja para i/h igual a aproximadamente 0,16 com o mesmo valor de i/l o limitante passa a
ser a bifurcagdo, como mostra a trajetdria do grafico 4.

< o /< \\

0.2 \‘\
0 \\x\ /
N

0 0,25 05 0,75 1 1,25 15 1,75 2 225 25
a

Gréfico 4: Trajetdria de equilibrio para arco abatido comi/l1 = 0,091¢ei/h = 0, 16.

A trajetoria de equilibrio da bifurcacdo, projetada no plano A — al, pode ser visualizada
no grafico 5, fazendo a projecédo no plano al- a2.

0,5
0,4

0,2
0,1

-0,1
-0,2
-0,3

\‘ _—‘/
-0,4
-0,5

0 0,25 0,5 0,75 1 1,25 1,5 1,75 2
a,

Gréfico 5: Trajetoria de equilibrio da bifurcacéo para arco abatido com i/l = 0,091 ei/h = 0, 16.

Com o0 exposto pode-se caracterizar totalmente o comportamento de arcos abatidos.
Evidentemente ele estara relacionado a sua esbeltez, caracterizada pelos valores de rigidez
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axial e a flexdo vao e altura inicial, no entanto considerando que se trata de arcos abatidos,
imagina-se que o arco deva perder a estabilidade por bifurcacdo simétrica instavel. Assim a
medida que o carregamento atua o arco deforma de maneira simétrica até que, na carga de
bifurcacéo, o arco passa para configuracéo oposta, i.e., muda sua concavidade.

Um alerta deve ser feito pelo fato da instabilidade sempre envolver mudanca de
concavidade poder-se-ia intuir que a adogdo de apenas uma coordenada generalizada seria
suficiente para determinar seu comportamento, 0 que nos levaria a resultados equivocados.

0,8 0,8
0,7 0,6 \

0.6 0,4 \\

0,5
~

§ /\ |/ : /‘\ |

S N ALY o |/

AN \J

0 -0,6

>-5 25 0 2,5 5 75 10 125 15 >-5 25 0 25 5 75 10 125 15
gL of

Gréfico 6: Energia potencial para carga estatica igual a zero e igual & metade da carga critica.

3 EQUACAO DE MOVIMENTO

A equacdo de movimento pode ser deduzida utilizando o teorema de Lagrange:

2z @

A energia cinética, considerando que a massa é constante ao longo do arco, € dada por:

T =2 ml (4% + ;%) (45)

As equacdes do movimento, sem excitacdo exterior, ficam dadas por:

l.. . f l
Ty +cdy + L+ (@2 = 3hay + 20 | @1 + (9202 — ha2) E| @2 +pog = 0
(46)

l.. .
2y + oy + (010 — ha) S| au + (B + 260> — hqy %) g, = 0 (47)
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Onde:

e="H  f=T (48)
4 VIBRAC}AO LIVRE SIMETRICA AMORTECIDA

Considerando apenas o modo simétrico a equacdo de movimento para vibracdo livre
amortecida passa a ser:

.. . 1
G1 + 4woqq +a)02q1+0(q12+ﬁq13 +Po%= 0 (49)
Onde:
_ 2 _ 2f+h%e __ —3he _ e
E T 2ml wo Wo~ = 2ml o= 4ml ﬁ T ami (50)

Tomando-se como exemplo o arco senoidal dado pelos valores abaixo pode-se obter
numericamente, por integracdo da equagdo de movimento, a resposta do sistema.

Tabela 1: Dados arco senoidal.

Valores KN,m
Area da Se¢do Transversal 0,1244
Inércia da Secdo Transversal 0,0610
Mddulo de Elasticidade 210000000
Véo 50
Flecha Inicial Central 5

Com estes dados a carga critica tem valor de aproximadamente 3478 kN/m, com modo de
instabilidade por bifurcacdo do equilibrio. Como era esperado, o plano de fase apresenta dois
centros e um ponto de sela.

Figura 3: Plano de fase indicando a presenca de dois centros e um ponto de sela.
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O carregamento estatico tem grande influéncia no comportamento do sistema. Na figura 4
pode-se observar como o carregamento maior, neste caso proximo da carga critica, diminui a
bacia de atragdo de um centro, indicando reducéo de rigidez do arco.

s

Figura 4: Plano de fase para carregamento estatico préximo do critico.
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