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Resumo: Nesse artigo foram desenvolvidos trés elementos finitos de interface capaz de
associar elementos planos de casca em trés diferentes combinacoes: elementos paralelos
sobrepostos; elementos ortogonais entre si; e elementos paralelos pertencentes ao mesmo
plano. Esses elementos de interface podem ser utilizados para evitar a sobreposi¢cdo de dreas,
ou alteracdo das dimensoes da secdo transversal, quando se utiliza um modelo de
discretizagdo em elementos de casca para uma andlise estrutural qualquer. Com uma maior
aplicabilidade prdtica, esses elementos também podem ser utilizados na simulacdo numérica
do comportamento mecdnico de uma conexdo deformdvel entre diferentes corpos que
pudessem ser simulados numericamente por elementos de casca. Os elementos de interface
ndo sdo suficientes para simular um determinado problema, eles devem trabalhar sempre
combinados com elementos de casca, por isso eles deverdo ter graus de liberdade
compativeis com os graus de liberdade dos elementos de cascas aos quais serdo conectados.
Nesse artigo foi implementado o elemento de casca com nove nés e cinco graus de liberdade
por no (a nivel local). Para a validacdo dos elementos implementados foram utilizadas
solucoes analiticas e resultados numéricos obtidos de softwares comerciais de andlise e
dimensionamento de estruturas.
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1 INTRODUCAO

Desde a década de 50 o uso da mecéanica computacional para a solucdo dos fendmenos
existentes na engenharia vem sendo cada vez mais utilizado. Um dos motivos € o grande
avanco tecnolégico dos computadores permitindo que as ferramentas de andlise fiquem cada
vez mais eficazes. A principal ferramenta usada para a solucdo dos problemas fisicos é uso de
andlises numéricas, que sdo baseadas em algoritmos. A ideia do uso de métodos numéricos
consiste em obter a solucdo de um modelo matemético que descreve um problema fisico. Esse
modelo matematico pode ser descrito, por exemplo, por equacdes diferenciais.

Um dos métodos mais indicados para resolver os problemas fisicos cujo modelo
matemadtico é representado por equagdes diferenciais parciais é o método das diferengas
finitas. Outro método muito usado em diversas pesquisas nas dreas da engenharia é o Método
dos Elementos Finitos (MEF). Esse método teve sua origem na andlise estrutural
transformando a solucdo do problema de equagdes diferenciais em um problema matricial.
Com o surgimento dos primeiros computadores digitais no inicio da década de 50 os métodos
matriciais para andlise estrutural tiveram um grande desenvolvimento. As primeiras
aplicagdes envolviam apenas estruturas reticuladas, mas a crescente demanda por estruturas
mais leves, tais como as encontradas na industria aeronautica, conduziu ao desenvolvimento
de métodos numéricos que pudessem ser utilizados nas andlises de problemas mais
complexos.

A principal func¢do do elemento de interface implementado na se¢do 3 desse artigo, €
simular uma conexao deformavel, ou uma fina camada de um determinado material, entre
elementos estruturais que possam ser simulados numericamente por elementos de casca. Na
pratica da construgdo civil elementos estruturais como piso misto, viga mista e pilares mistos
possuem uma interface de conexdo entre os diferentes materiais, sendo que na maioria das
situagdes € permitida uma deformacdo nessa conexao.

Dentre os elementos estruturais com conexao deformavel, citados no pardgrafo anterior, o
piso misto formado por uma laje de concreto ligada por conectores mecanicos a vigas de ago é
0 mais comum na pritica da construcdo civil. Geralmente esse elemento tem sua andlise
estrutural e dimensionamento baseados em modelos simplificados que podem gerar erros
significativos. Uma forma de representar melhor o comportamento mecanico desse elemento
estrutural € modelar a laje de concreto e as vigas de aco por elementos de casca/placa e a
conexdo deformdvel por elementos de interface. Silva (2010) cita que mesmo em vigas mistas
isoladas o uso do elemento de casca/placa para simular a laje de concreto evita o efeito shear
lag gerando assim resultados mais confidveis. O efeito shear lag consiste em uma varia¢ao da
tensdo normal ao longo da largura da laje de concreto da viga mista. Esse efeito é mais
relevante quanto maior for a largura da laje, e ndo pode ser representado quando a andlise €
feita através de elementos unidimensionais de viga.

2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 Elementos de Casca/Placa

Existe um nimero grande de publicacdes que descrevem as caracteristicas de elementos
estruturais formados por cascas. Pereira (2005) define um elemento de casca como um corpo
onde uma dimensdo € muito menor comparado as outras duas. Esse fato permite reduzir um
problema tridimensional em um problema bidimensional, e dessa forma, o deslocamento de
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qualquer ponto no interior da casca pode ser expresso em termos das componentes do
deslocamento da superficie neutra.

Segundo Hughes (1987) a teoria de Reissner/Mindlin, que inclui a deformacao
transversal por cisalhamento, abriu o caminho para vdrios esquemas de interpolacdo dos
deslocamentos nodais, ja4 que nesse caso translagcdes e rotagdes sdo interpolados
independentemente. Devido a isso, recentemente, os elementos de deslocamento tém sido
obtidos com base na teoria de Reissner/Mindlin, que se mostraram superiores aos elementos
planos da teoria classica de Kirchhoff.

Muitos autores tratam o elemento de casca como sendo uma generalizacao do elemento
de placa. Crisfield (2000) apresenta uma formulacdo de um elemento de placa com cinco
graus de liberdade por n6. Os dois graus de liberdade de translacdo a mais, quando comparada
ao elemento de placa tradicional, sd@o necessdrios para fazer uma andlise ndo linear
geométrica. Segundo Batoz et al. (2000) os elementos de casca podem ser classificados em
trés categorias, sendo elas os elementos curvos, elementos curvos isoparamétricos (elementos
degenerados) e elementos planos de casca/placa. Os elementos curvos sdo baseados em
teorias consistentes de cascas podendo dar uma melhor aproximacdo para a verdadeira forma
da casca e fornecer o acoplamento da membrana de flexao do elemento. No entanto, existem
algumas dificuldades h4 serem superadas para a correta representacdo do movimento de corpo
rigido e evitar problemas de membrana e travamento por cisalhamento.

Diversos artigos que tratam de elementos de casca sdo encontrados na literatura, Batoz et
al. (2000) cita uma série de elementos planos triangulares de casca que ja foram estudados
como o T12, DKT3, DKT18, DKT27, HCT18, HSM18 e TRUNCAR. Cada elemento
apresenta as suas particularidades, como por exemplo, os elementos da familia DKT
(triangulo discreto de Kirchhoff) que usa a teoria de placa de Kirchhoff na sua formulagao.

2.2 Elementos de Interface

O elemento de interface foi inicialmente desenvolvido para trabalhar em conjunto com
elementos bi e tridimensionais com o objetivo de representar uma fina camada de material ou
o contato entre dois materiais distintos, como o caso da interagdo solo-estrutura. O primeiro
trabalho encontrado na literatura sobre elementos de interface foi proposto por Goodman et al.
(1968), comumente chamado de GTB (Goodman, Taylor e Brekke), uma homenagem a seus
autores. Nesse trabalho o elemento de interface GTB € capaz de simular o deslizamento e a
separagdo entre dois corpos em contato.

Com o objetivo de representar dois materiais distintos, Kaliakin e Li (1995) utilizaram
elementos bidimensionais de interface para modelar o problema de contato existente entre o
solo e uma sapata de fundacao. Ja Carol et al. (2001) utilizaram o elemento de interface para
analisar o processo de fissuracdo em elementos de concreto.

Para solugdo do problema de viga mista com conexdo deformavel Silva (2006) e Souza e
Silva (2007) desenvolveram um elemento de interface capaz de simular o deslizamento e
separacdo vertical na interface de contato entre os materiais da secdo mista considerando a
ndo linearidade fisica desses materiais e a possibilidade de se¢des transversais genéricas.
Nesse trabalho, o elemento de interface trabalha em conjunto com elementos unidimensionais
de viga.

Pela grande abrangéncia existente nos parametros que envolvem a conexdo entre oS
elementos, e com o intuito de avaliar as diferentes situagdes que podem ocorrer na conexao,
Souza e Silva (2009) apresentaram uma familia de elementos de interface de espessura nula
desenvolvidos para simulacdo de vigas mistas com conexdao deformavel longitudinal, ou
deslizamento entre camadas. A proposta desses elementos incluem formulagdes a serem
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empregadas com a teoria de viga de Euler-Bernoulli, teoria de viga de Timoshenko,
quantidades diferentes de ndés nos elementos, e diferentes processos de integracdo dos
deslocamentos ao longo do elemento.

Souza e Silva (2010) apresentaram uma solugao analitica para vigas mistas com multiplas
camadas. Essa solucdo é usada para verificar a capacidade do elemento de interface em
simular problemas de vigas mistas com mais de um plano de cisalhamento.

Silva (2010) implementou um elemento de interface capaz de simular a conexao
deformdvel entre materiais distintos e associar um elemento de placa/casca a um elemento
unidimensional de viga com graus de liberdade compativel com o elemento de placa/casca.
Para a andlise ndo linear fisica e geométrica da placa de concreto o autor usa uma formulagao
semelhante a de Huang et al. (1999). Diferentes dos casos de vigas mistas, nesse problema o

elemento de interface apresenta deslocamentos relativos longitudinal, transversal e vertical.

3 FORMULACAO

Como discutido anteriormente uma das principais aplicagdes dos elementos
implementados nessa secdo é a simulagdo de uma conexao deformdavel entre dois elementos
estruturais que possam ser analisados usando a teoria de casca. A Fig. 1 abaixo mostra a
discretizacdo de um piso misto formado por uma laje de concreto ligada a duas vigas de aco
de perfil I. Nessa discretizacdo foi usado o elemento de casca para a laje de concreto e as
vigas de ago, e o elemento de interface para fazer a ligacdo entre os elementos de casca e
simular uma possivel conexdo deformavel no contato entre a laje de concreto e as vigas de
aco. Para facilitar a modelacdo de exemplos praticos como o mostrado na Fig. 1, um gerador
de malha estruturada foi desenvolvido pelos autores.

Figura 1. Piso Misto discretizado por elementos de casca e de interface

3.1 Elemento de Casca/Placa

O elemento de casca/placa implementado nesse trabalho € o elemento retangular de nove
nés com cinco graus de liberdade por né. Além dos graus de liberdade tipicos do elemento de
placa, deslocamento de translagdo na dire¢do de z e rotacdes em torno dos eixos x € y, esse
elemento de casca/placa apresenta translacdes nas direcdes dos eixos x € y como mostra a
Fig. 2.

Considerando as hipéteses cinemaéticas da teoria de placa de Rissner-Mindlin que diz que
secOes inicialmente planas e ortogonais a configuracdo indeformada permanecem planas apds
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deformacdes, porém ndo mais ortogonais, as equacoes dos deslocamentos para o elemento

sdo:
0 25 A43 2! A3
7 34 N
27
%
T2 %
Figura 2. Elemento de casca de nove nés
0

u(x,y,2) =u’ (x,y)+ 26, (x.y) M
V(x,y,Z)ZVo(x,y)—zex(x,}’) (2)
w(x,y,2)=w’(x,y) )

Nas Egs. (1) a (3), uO, Woe wd representam os deslocamentos de translacdo da
superficie média (ou uma superficie de referéncia qualquer) do elemento de casca nas

diregdes x, y e z. 6, e 6, representam as rotagdes das se¢des em relagdo aos eixos x e y. z

€ a posicdo da fibra em relacdo a superficie média ao longo da espessura do elemento de
casca/placa onde se deseja avaliar os deslocamentos. Para facilitar a notagcdo, o subscrito zero
serd omitido nas equacdes seguintes.

Aplicando a relacdo deformacao deslocamento de Green-Lagrange nas Egs. (1) a (3) dos
deslocamentos, e considerando a hipétese de Von Karman que implica que as derivadas de u
e v em relagdo a x, y e zsdo pequenas e desprezando a variacdo de w com z, obtém-se as

equagoes das deformacdes dadas pelas Egs. (4) a (8).

E.=u, +z0 4)
e, =v, —z0, 5)
e, =%, +26,, +v, -z6, ) (©6)
£, = %(9), +w, ) (7
e, =36,+w,) (8)

Aplicando um campo de deformagao virtual compativel ao elemento de casca deformavel
tem-se, pelo principio dos trabalhos virtuais: oW, = ”ja,.j&ijdv, onde 0 € o operador
v

CILAMCE 2015
Procededings of theXXXVI Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Ney Augusto Dumont (Editor), ABMEC, Rio de Janeiro, RJ, Brazil, November 22-25, 2015



Amilton R. Da Silva, Luis E. S. Dias

variacional e 0;; sdo as tensdes ao longo da espessura do elemento de casca. Aplicando o

operador variacional nas equagdes das deformagdes e desprezando as tensdes normais na
direcdo z, chega-se a expressdo abaixo para o trabalho virtual interno.

W, = [[Jl6 4200, Jo + (6, =200, Jo, e, +200,, +&, ~200..

+ (50), +ow, )sz +(- o0, +ow )z'yz 1dv )

Na Eq. (9) a integral € escrita ao longo do volume indeformado do elemento de casca.
Como os variacionais dos deslocamentos sdao constantes em relagdo a espessura do elemento

de casca (eixo z) e definindo os esforcos N, Ny , ny, O, > Qyz, My, M, e Mxy, como

mostrado nas Eqgs. (10) a (12) abaixo, chega-se a Eq. (13) para o trabalho virtual interno do
elemento de casca.

N, Z_[O'xdz, N, =J.O'ydz, Ny, zjfxydz (10)
h
0, =k[r.dz 0, =k[7,d (11)
h h
M, =IZO‘xdz, M, :Izaydz, M., =szxydz (12)

”(é'uN+5¢9M+cizN ~80, M, +& N +36, M +

+ow N, —00 M +356,0. +ow Q. —0600,. +ow.Q )dA (13)

Na Eq. (11), o fator k corresponde a uma corre¢ao no calculo do esfor¢o cortante devido a
aproximacao de que secOes planas permanecem planas apds deformacgdes, ou seja, a tensao
cisalhante € constante ao longo da espessura do elemento de casca. O valor de kK comumente
usado € de 5/6, mas depende da forma da secdo transversal.

Na aproximacdo por elementos finitos, baseado em deslocamentos, as equagdes dos
deslocamentos sdo aproximadas por fun¢des de forma associadas aos deslocamentos nodais
(q). Para o elemento em questdo foram adotadas fungdes de forma dadas por polindmios bi
quadréticos descritos nas Egs. (14) a (19), sendo que & e 7 representam as coordenadas

paramétricas do elemento finito retangular usado.

Ny, =+n(&-¢&)n-n,) (14)
N5=%77(77+1)(1 £) (15)
Ny =1&(E-1)1-7?) (16)
N, =i -1)1-£*) (17)
Ny =LEE+1)(1-7°) (18)
Ny =(1-&2)1-7?) (19)
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As fungdes de interpolacdo dadas pelas Eqgs. (14) a (19), serdo representadas pelo vetor
coluna @ de nove termos dado pela Eq. (20) abaixo.

®" =(N; N, Ny Ny Ns Ng N; Ng Ny) (20

Sendo os deslocamentos u, v, w, 8, e 6’y funcdes dos deslocamentos nodais, os seus
. . . . . . ~ T
variacionais podem ser escritos a partir da seguinte expressdo: du = & (3—3) sendo q o vetor

dos deslocamentos nodais, 0 o operador diferencial e a substituido por u, v, w, 8, e 6’y.

Substituindo os variacionais na Eq. (13) do trabalho virtual das for¢as internas chega-se
ao trabalho virtual de um elemento de casca/placa dado pela Eq. (21) abaixo.

ou 0, . v, 20,
Wi =IAJ[&1T( a(’l ]Ner&lT( 8:1 jMy +5qT(a—qyjNy —&T( aqy JMX +

Ju Jdv 00
&T( an & ( zlyJM +&q (aq Jny—&lT(a—f:jMxﬁ

00
é‘qL jsz &IT( JQXZ é‘qT{ jQVZ—c?qT(a%jQﬂ]dA 1)

Sendo f,,, o vetor de forcas externas nas direcdes dos graus de liberdade do elemento de

casca/placa, o trabalho virtual externo é dado por oW,,, = &q’f,,,. O vetor de forgas externas

no elemento € dado pelas forcas externas aplicadas diretamente na direcdo dos graus de
liberdade do elemento, e as forcas nodais equivalentes obtidas a partir do carregamento

externo atuando ao longo do elemento. Da condi¢do oW,,, = oW, , e sabendo que a expressao

deve ser vélida para qualquer campo de deformagdo virtual compativel, tem-se:
f,;, —f,,=0,onde f;, € o vetor de forcas internas dado pela Eq. (22) abaixo.

N®, +N D,
N @, +N,@,
=[]  0u®.+0,.®

MN-M @, -M D -0, P
| M®,+M P, +0,P

(22)

=0 ¢
necessdria a determinagdo da derivada dessa expressao em relagdo aos deslocamentos nodais,
obtendo assim a matriz de rigidez tangente. Sendo f,, constante em relacdo aos

Utilizando o método de Newton-Rapshon na solucdo do problema f,, —f,,,

int

deslocamentos nodais, a matriz de rigidez tangente € dada por, K = 5
q
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T T
ON
d N o —
“\ dq | dq
aN. Y oN '
D | —=| +@,| —
s aq Y aq
T T
0
K:J'J- q)x aQ_ﬂ) +q)y( QyZJ dA (23)
i "\ dq L dq
T

3.2 Formulaciao do Elemento de Interface

Nessa secdo serd apresentada a formulacdo do elemento de interface de 6 nds responsavel
por simular a conexdo deformdvel e fazer a ligacdo entre elementos de cascas de 9 nds. A
associacdo dos elementos de casca pode ser feita de trés maneiras diferentes, podendo ser dois
planos paralelos ou um plano perpendicular ao outro conforme ilustrado na Fig. 3 abaixo.

a) Tipo L. b) Tipo II. ¢) Tipo II1.
Figura 3. Tipos de Associacao dos elementos de casca

A Fig. 4 ilustra o elemento de interface de seis nés com 5 graus de liberdade por né. E
mostrada na figura a sequéncia dos graus de liberdade para a formacdo do vetor dos
deslocamentos nodais. Assim como o elemento de casca, o elemento de interface
implementado apresenta a nivel local 5 graus de liberdade por nd. No entanto, a possibilidade
de simulacdo de estruturas formadas por planos ndo colineares exige que o sexto grau de
liberdade seja inserido para montagem da matriz de rigidez global do problema, tanto para o
elemento de interface quanto para o elemento de casca.

g

N
<
X
g
%
=
=)
N
B—>
ro
=54

IZ/ 3
7 9
54 14 15

Figura 4. Graus de Liberdade do elemento de interface

CILAMCE 2015

Procededings of theXXXVI Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Ney Augusto Dumont (Editor), ABMEC, Rio de Janeiro, RJ, Brazil, November 22-25, 2015



Anadlise Numérica Usando Elementos de Casca e de Interface

Considerando os graus de liberdade mostrado na Fig. 4 acima, definem-se as Eqgs. (24) a
(26) para os deslocamentos relativos longitudinal, transversal e vertical, respectivamente.

5;(x) = ug(x)—ulo(x)+h?26’22(x)+h—216’d(x) (24)
5, (x) = wp (x) — wh (x) + %Zaxz (X)+ %exl (x) (25)
5, (x) = vy (x) =v) (x) +z[0,,(x) — 8, (x)] (26)

Os valores de h; e h, nas Eqgs. (24) a (26) acima dependem do tipo de elemento de
interface. Para o tipo 1, com elemento de casca perpendicular estando acima do elemento de
interface, h, € a distancia do plano de referéncia do elemento de casca perpendicular até a
interface de contato, e h; é zero. Para o tipo 2, tem-se h; e hy nulos. Para o tipo 3, h, € a
distancia do plano de referéncia do elemento de casca superior até a interface de contato, e h;
¢ a distancia do plano de referéncia do elemento de casca inferior até a interface de contato.

Os deslocamentos relativos apresentados nas Eqgs. (24) a (26) estdo relacionados & uma
deformacdo da conexdo na interface de contato, ou seja, a uma forca por unidade de
comprimento que surge nessa interface. Considerando uma relagdo linear entre as forcas por
unidade de comprimento na dire¢do de u (S,), v (V,) e w (N,), em relagdo a seus

respectivos deslocamentos relativos e, sendo Eg , Ey, e E, , respectivamente, as rigidezes
b b b

de deformacao do elemento de interface na dire¢ao dos deslocamentos u, v € w, entdo:
S,=Egs,,V,=E,s, eN,=E,s,. 27

Aplicando um campo de deformacdo virtual compativel a um elemento de interface da
Fig. 4 deformével tem-se, pelo principio dos trabalhos virtuais:

Wiy = I(defl + N}, &, +V,, 5, )dQ (28)
Q

Na Eq. (28), s; e s, variam somente ao longo do eixo do elemento de interface (eixo x),
j& s, varia também ao longo do eixo z. Na formulagdo a seguir serd considerado que o eixo z

varia de —b; a b,, sendo esses valores dados pelas espessuras dos elementos paralelos ao
elemento de interface ou pelas larguras dos elementos perpendiculares ao elemento de
interface, sempre adotando o menor valor. Esses valores sdo importantes quando se permite
uma separacdo vertical na interface de contato, nesses casos eles evitam que haja a
interpenetracdo entre os elementos acima e abaixo da interface de contato. Com essas
consideragdes pode-se reescrever a equacao do trabalho virtual chegando-se entdo a Eq. (29).

b2
W, = [ (8,8, +V, &, )dx+] ( | Nbdvvdszx (29)
L L\ -bl

Substituindo a variagdo dos deslocamentos relativos na Eq. (29) do trabalho virtual e
omitindo o indice 0 que indica deslocamento no plano de referencia adotado, tem-se:
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h
Wy, = (S, (Jit, = 8u,) +V, (Bw, = 6w,) + N, (&, =)+ -V, 00, +
L

h h h 30
N}&6,, +?15,,§491l +[72Vb ~N;186., +?25,,549Z2]dx G0

Na Eq. (30) Né = I Nydz e N 5 = I N, zdz representam as forcas ao longo da largura
b b
(eixo z) na interface de contato entre os materiais.

Na aproximacdo por elementos finitos, baseado em deslocamentos, as equacdes dos
deslocamentos sdo aproximadas por fungdes de forma associadas aos deslocamentos nodais
(q). Para o elemento em questdo foram adotadas fungdes de forma dadas por polindmios
quadréticos representado de maneira compacta pelo vetor coluna & de trés termos.

Seguindo a mesma linha de raciocinio utilizada na determinacdo do vetor de for¢a interna
e da matriz de rigidez do elemento de casca/placa no item anterior, chega-se a Eq. (31) para o
vetor de forcas internas e a matriz de rigidez tangente para o elemento de interface.
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4 EXEMPLOS
4.1 Exemplo 1

Nesse exemplo serd avaliado o uso do elemento de casca de nove nés para representar
uma viga de aco com 5 metros de comprimento, biapoiada, submetida a uma carga de 100 kN
no meio do vao, conforme ilustra a Fig. 5. A viga de aco possui secdo transversal retangular
com espessura de 3 cm e altura de 30 cm. O mddulo de elasticidade longitudinal do aco € de
200 GPa e a solugdo foi comparada com a solucao analitica usando a teoria de viga de Euler-
Bernoulli.
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Figura 5. Viga de aco discretizada com elementos de casca de nove nds

Na Tabela 1 € apresentada a flecha no meio do vao considerando trés discretizagOes
diferentes da viga, 4, 10 e 20 elementos de casca de nove nds. Nessa tabela é apresentada uma
comparacdo dessas flechas com a flecha obtida considerando o problema representado por um
elemento unidimensional de viga.

Tabela 1. Deslocamento vertical com diferentes discretizacoes

Discretizagdo  Discretizagio ~ Desloc. Item

Item Elementos em x emy (cm) Avaliado Erro
1 4 2 2 -1.54590 1—4 19.86%
2 10 5 2 -1.91542 2—4 0.70%
3 20 10 2 -1.94502 3—4 0.83%
4 Solugdo Analitica 3=PL*/48EI  -1.92901

Da Tabela 1 observa-se que o aumento da discretizacdo de 4 para 10 elementos gera um
aumento considerdvel na flecha. No entanto, o aumento de 10 para 20 elementos ja se tem
uma diferenca pequena na resposta, indicando a convergéncia da anélise usando elementos de
casca de nove nds para um valor muito proximo ao obtido pela discretizacio de 20 elementos.
Observa-se também na Tabela 1, que existe uma diferenca pequena (0,83%) entre a solucao
considerando elemento de casca e a solucdo analitica considerando elemento unidimensional
de viga, isso pode ser explicado pela diferenca entre as teorias usadas.

Para verificar a capacidade do elemento de interface do tipo 2 implementado nesse
trabalho a viga da Fig. 6 serd divida longitudinalmente em duas partes iguais. Essas partes
serdo ligadas pelo elemento de interface que associa as duas partes € simula a conexao
deformdvel na interface de contato. Em uma primeira andlise foram considerados valores
elevados para as rigidezes longitudinal, transversal e vertical da conexdo

(E s =Eny =Ey, = 10" KPa), simulando assim a interacdo total entre as duas partes, o que
levaria a uma resposta igual aquela obtida sem a utilizagdo do elemento de interface. Esses

CILAMCE 2015
Procededings of theXXXVI Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Ney Augusto Dumont (Editor), ABMEC, Rio de Janeiro, RJ, Brazil, November 22-25, 2015



Amilton R. Da Silva, Luis E. S. Dias

resultados estdo ilustrados na tabela 2 e confirmam o que se era esperado, ou seja, uma
diferenca muito pequena quando usamos ou nio o elemento de interface.

Tabela 2. Deslocamento vertical usando elementos de casca e de interface

Elementos Elementos Discretizacdo Discretizagdo  Desloc. Item
Item . Erro
casca Interface em X emy (cm) Avaliado
1 20 10 10 2 -1.946 1--2 0.059%
2 20 0 10 2 -1.945

Para simular a interagdo parcial as rigidezes serdo alteradas de modo que haja o
deslocamento relativo nas direcOes longitudinal, vertical e transversal, para assim
conseguirmos simular os problemas reais de estruturas com conexao deformével avaliando o
problema de contato existente. Para o primeiro caso foi considerado a interacdo total na

dire¢do vertical e transversal, Ey, =Ey, =10'""KPa, e interagio livre na direcdo

longitudinal, Eg, = 10 KPa, ou seja, deslizamento longitudinal permitido.

A Tabela 3 apresenta o deslocamento vertical no meio do vao para os elementos acima e
abaixo da interface de contato e o deslizamento longitudinal nos apoios. A Fig. 6 mostra a
deformada da viga onde pode observar facilmente o deslizamento longitudinal entre os
elementos acima e baixo da interface de contato.

Tabela 3. Deslocamento vertical e deslizamento longitudinal com interacao livre na direcao x

E E B Flecha Flecha  Deslizamento
Vb Nb Sb : . .
Inferior Superior na Extremidade
KPa KPa KPa
(KPa) (KPa) (KPa) (cm) (cm) (mm)
10° 10 107 770  -7.70 6.95
Solugdo Analitica 6=-7,71
K
— , L10o0kN

i
|

Figura 6. Deformada considerando interacio livre na direcao x

Nota-se que os resultados utilizando os elementos de casca e de interface implementados
e o resultado obtido pela teoria de viga de Euler-Bernoulli ficaram bem préximos mostrando a
confiabilidade dos elementos implementados. Na determinacdo da solugdo analitica foi
utilizada a condi¢do de que as flechas sdo iguais para os elementos acima e abaixo da
interface de contato e considerada a aproximacgao de que a parte do carregamento concentrado
transmitido do elemento superior para o inferior é dado por uma forca P (a ser determinada)
concentrada no meio do vao.

Para o segundo caso foi considerado a interacdo livre na direcdo longitudinal, interacdo
total na direcdo transversal, e a interacdo parcial na direcdo vertical. A interacdo parcial na
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direcdo vertical é obtida através de uma relacdo forca por unidade de comprimento versus
deslocamento relativo vertical bilinear com moddulos de rigidez diferentes para a parte
negativa e positiva da curva. Assim, para que nao haja a interpenetracdo entre os elementos
(deslocamento vertical relativo negativo) usa-se entdo um moddulo de rigidez elevado (

Ey, = 10'° KPa) para a parte negativa da equagao bilinear. Ja para a parte positiva é usada

uma rigidez menor (Ey, = 8x10° KPa) permitindo parcialmente a separacdo vertical

(deslocamento vertical relativo positivo) entre os elementos.

A Tabela 4 mostra a flecha no meio do vao para os elementos acima e abaixo da interface
de contato. Nesse exemplo o carregamento nodal se encontra na face inferior da viga e € feita
uma andlise ndo linear. A Fig. 7 mostra a deformada da viga. Nessa figura os deslocamentos
foram amplificados para que pudesse observar a separacdo vertical entre os elementos e,
consequentemente, as suas distintas curvaturas.

Tabela 4. Separacao vertical considerando interacio parcial na direcao y

Flecha Flecha Separacio
Inferior Superior  Vertical
(cm) (cm) (cm)

Ev, Eny Eg,
(KPa)  (KPa) (KPa)

10'°, 8x10° 10" 10°  -8207 -7.214 0.993
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Figura 7. Deformada considerando interacao parcial na direciao y

Devido a interacao parcial vertical e ao carregamento aplicado no meio do vao na parte
inferior da viga, hd uma maior tendéncia de separagdo vertical préximo ao ponto de aplicacdo
da carga concentrada e uma tentativa de interpenetracdo entre as partes da viga proximo aos
apoios.

Para a ultima andlise foi considerado que a viga tenha interacdo livre no sentido
longitudinal e vertical e interagcdo total no sentido transversal. A interagdo livre no sentido
vertical adotada aqui permite a separacdo vertical para os deslocamentos positivos

Ey, = 10 KPa e nio permite a interpenetracdo entre as duas vigas Ey, = 10'°KPa para os

deslocamentos negativos. Com o carregamento também aplicado na parte inferior da viga e a
interacao livre para o deslocamento positivo espera-se que apenas a viga de baixo contribua
para resistir ao esfor¢o aplicado.

A Tabela 5 apresenta os valores das flechas no meio do vdo para o elemento acima e
abaixo da interface usando uma andlise nio linear e os elementos de casca e interface
implementados. A tabela apresenta também a flecha usando a teoria de viga de Euler
Bernoulli para uma viga de 15 cm de altura, observa-se a proximidade entre as flechas para as
diferentes teorias. A Fig. 8 ilustra a deformada da viga. Nela observa-se que apenas a viga
inferior trabalha.
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Tabela 5. Separacao vertical considerando interacao livre na direcao y

Flecha Flecha

EVb ENb ESb . .
Inferior Superior

(KPa) (KPa) (KPa)

(cm) (cm)
10° 10" 10°  -15.388 0
Solucdo Analitica 0=-15.432
K
L l l I l l ]
/‘L_____—___:_‘.y——___ o — 1
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Figura 8. Deformada considerando interacao livre na direcao y
4.2 Exemplo 2

Nesse exemplo serd avaliado o uso do elemento de casca de nove nés e o elemento de
interface do tipo 1 que faz a ligacdo entre os dois elementos de casca perpendiculares entre si.
Serdo feitas duas andlises considerando uma viga com se¢do transversal do tipo cantoneira.
Na primeira, a viga encontra-se biapoiada com os apoios nos 5 nds de cada extremidade da
aba inferior e sendo aplicado um carregamento de 2 kN no meio do vao no né mais externo da
sua aba inferior, provocando entdo um esforco de flexo-tor¢cdo na viga. Na segunda andlise a
viga é considerada engastada em todos os nés de uma extremidade, e livre nos nds da outra
extremidade, com a carga de 2 kN aplicada na sua extremidade livre na aba inferior € no n6
mais externo, novamente provocando um esforco de flexo-tor¢do na viga. A viga é de aco,
com 5 metros de comprimento, médulo de elasticidade de 200 GPa, e possui se¢do transversal
com abas iguais de 40 cm de largura e 2 cm de espessura.

A Tabela 6 ilustra os resultados obtidos para ambos os casos citados acima considerando
apenas elementos de casca e elementos de casca e de interface, além dos resultados obtidos
através do software comercial SAP 2000 usando na anélise o elemento Shell Thick que leva
em consideracdo a deformacdo por cisalhamento. Os deslocamentos ilustrados na Tabela 6
foram avaliados no ponto de aplicacio da carga. Os elementos de casca e interface
implementados nesse trabalho foram inseridos no programa de elementos finitos FEMOOP
(Guimaraes, 1992).
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Tabela 6. Flecha maxima na cantoneira bi-apoiada e engastada-livre

Elementos Elementos Discretizagdo Discretizagdo Fl/e(.:ha
Software méxima
de casca de Interface em x emy
(cm)
SAP 40 0 10 2 -0.26121
FEMOOP 40 0 10 2 -0.26516
FEMOOP 40 10 10 2 -0.26993
Cantoneira engastada e livre
SAP 40 0 10 2 -1.21238
FEMOOP 40 0 10 2 -1.22248
FEMOOP 40 10 10 2 -1.26758

Nota-se que os resultados sd@o proximos indicando que os elementos de casca e de
interface implementados apresentam resultados satisfatérios para ambos os casos. Na anélise
com elementos de casca e interface foi considerada interagdo total longitudinal, transversal e
vertical. Observa-se também que quando a andlise é feita usando apenas elementos de casca
ocorre um deslocamento menor e isso pode ser explicado pela sobreposicdo de massas na
ligacdo entre as duas abas da cantoneira que ird aumentar a inércia da secdo transversal
reduzindo o deslocamento vertical. A Fig. 9 ilustra a deformada da viga engastada-livre.
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Figura 9. Deformada na cantoneira engastada e livre

4.3 Exemplo 3

Nesse exemplo serd analisado o elemento de casca de nove nds associado ao elemento de
interface do tipo 3. O exemplo trata-se de uma laje de concreto, com mddulo de elasticidade
de 35.4 GPa, de 5 m de comprimento por 3 m de largura e espessura de 10 cm. A laje
encontra-se apoiada nos seus vértices e submetida a uma carga concentrada de 20 kN no
centro, conforme ilustra a Fig. 10.

K :
2 A -
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Figura 10. Laje modelada com elementos de casca de nove nés
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A representacdo da laje de concreto foi feita de quatro formas diferentes sendo que na
primeira foi usado apenas o elemento de casca de nove nds como mostra a Fig. 8. Em seguida
a laje de concreto de 10 cm foi dividida em duas lajes iguais de 5 cm cada sendo a ligacao
entre elas feita pelo elemento de interface do tipo 3. A ligacdo através dos elementos de
interface foi feita de trés formas diferentes, na primeira foi usada duas linhas de elementos de
interface, sendo 5 elementos de interface na direcdo z e 10 em x, interceptando no centro da
laje. Na segunda, foi acrescentada a essas duas linhas mais quatro linhas de elementos de
interface no contorno da laje, totalizando 45 elementos de interface. E na terceira, além dos 45
elementos, foram adicionadas mais quatro linhas de elementos préximas ao contorno, a uma
distancia de 1 m na direcdo x e 0.6 m na direcdo y. Também foi feita uma andlise com o
software comercial SAP 2000 usando o elemento Shell Thick. A Tabela 7 ilustra os resultados
das andlises descritas e o erro associado.

Tabela 7. Flecha maxima na laje

Elementos Desloc. Item
Ttem Software E:gzz:ctgs de interface (cm) Avaliado Erro

1 SAP 100 0 -0.10674 3-4 0.63%
2 SAP 200 0 -0.63422 3--5 90.98%
3 SAP 400 0 -0.6357 3--6 7.76%
4 FEMOOP 50 0 -0.6317 4--6 7.79%
5 FEMOOP 100 15 -1.2141 3--7 1.33%
6 FEMOOP 100 45 -0.6850 4--7 1.97%
7 FEMOOP 100 75 -0.6441

Nota-se pelos resultados obtidos que quando melhoramos a discretizagdao no SAP 2000,
100, 200 e 400 elementos, o deslocamento tende a convergir para préximo de 0.63 cm,
ficando bem préximo do elemento de casca (item 4) e proximo do elemento de casca mais o
de interface (item 6). O item 5 apresenta um erro muito alto porque os elementos de interface
estdo apenas no meio do vao ndo conseguindo impedir o deslizamento entre as duas lajes no
contorno delas, onde o deslizamento é maximo. Quando se insere elementos de interface
nesse contorno o resultado melhora (item 6) e quando acrescentamos mais quatro linhas de
elementos de interface, préximas ao contorno, o resultado converge e o erro diminui
consideravelmente. A Fig. 11 abaixo ilustra a deformada das duas lajes conectadas com 45
elementos de interface. Nas anélises com elementos de interface foram consideradas interacao

total longitudinal, transversal e vertical.

Figura 11. Deformada da laje usando elementos de casca e de interface
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4.4 Exemplo 4

Nesse exemplo serd usado o elemento de casca de nove nds e o elemento de interface do
tipo 1 para representar um perfil I de ago, com mddulo de elasticidade de 200 GPa, de 8
metros de comprimentos e biapoiado nos nds da extremidade da mesa inferior sob uma carga

de 200 kN no meio do vao, como mostra Fig. 12 e com a secdo transversal ilustrada pela Fig.
13.

Y -
200KN

3 1; T

| |

Figura 12. Perfil de aco discretizado com elementos de casca e de interface

Nesse exemplo serd avaliada a diferenca de flecha maxima usando apenas os elementos
de casca e usando os elementos de casca em conjunto com os de interface. O elemento de
interface faz a ligacdo da alma com a mesa evitando a sobreposi¢do de dreas que acontece

quando se usa apenas o elemento de casca. A Fig. 13 abaixo ilustra essa sobreposi¢do de dreas
através do aumento da altura da alma (Ax)

40

f—t
f—— T ———F====3
2 R I
of L] i1
1
1
1 ——— =l

Figura 13. Secao transversal com aumento da altura do perfil 1

Para verificar qual andlise gera um resultado mais préximo do real a viga da Fig. 13 foi
analisada usando o elemento sélido do software comercial SAP 2000 para diversas
discretizagdes. A avaliacdo da flecha maxima foi feita no local de aplicacdo da carga, ou seja,
na mesa superior do perfil. Os diversos valores encontrados sao mostrados na Tabela 8 abaixo
e a Fig. 14 mostra a deformada do perfil I obtida a partir do gerador de malha.

Figura 14. Deformada do perfil I
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Tabela 8. Deslocamento vertical considerando diferentes discretizacoes

Elementos Elementos Elementos Desloc. Discretizagdo Discretizagdo
Software Sélidos de casca de (cm) em X emy
Interface

SAP 60 0 0 -1.03056 10 2

SAP 400 0 0 -1.20134 20 8

SAP 800 0 0 -1.31298 40 8

SAP 1600 0 0 -1.3970 80 8

SAP 0 60 0 -1.01403 10 2
FEMOOP 0 15 0 -0.98921 5 1
FEMOOP 0 60 0 -1.04345 10 2
FEMOOP 0 400 0 -1.29227 20 8
FEMOOP 0 15 5 -1.15055 5 1
FEMOOP 0 60 10 -1.20712 10 2
FEMOOP 0 400 40 -1.45831 20 8

Nota-se para este exemplo que € necessdrio melhorar a discretizagdo de todos os modelos
analisados para encontramos o valor de convergéncia do deslocamento. Quando aumentamos
a discretizacdo dos elementos de casca mais os elementos de interface, 15, 60, 400, o valor
tende a convergir para 1.45 que € préximo do deslocamento obtido a partir do elemento sélido
do software comercial SAP 2000, para a discretizacdo usando 1600 elementos sélidos. No
SAP 2000 os elementos sélidos apresentam apenas 3 graus de liberdade por né (apenas as
translagdes) o que exige um refinamento grande da malha para se ter uma boa resposta. Além
disso, como era esperado, a representacdo usando apenas elementos de casca apresenta um
deslocamento menor (-1.29 cm) do que quando usamos os elementos de casca associado aos
elementos de interface (-1.45 cm) e isso pode ser explicado pela sobreposi¢ao de massas na
ligacdo entre a alma e mesa do perfil, levando ao aumento da inércia da secdo transversal e
consequente aumento de rigidez do perfil.

5 CONCLUSOES

Esse trabalho apresenta uma formulacao de um elemento finito de interface capaz de ser
associado a elementos planos de casca em trés diferentes combinagdes. O objetivo da
implementacdo desse elemento é simular conexdes deforméveis entre diferentes elementos
que possam ser analisados pela teoria de casca de Reissner-Mindlin. O elemento proposto
também mostra ser eficaz quando se deseja evitar a sobreposi¢do de dreas, ou alteracdo das
dimensodes da secdo transversal, quando se utiliza um modelo de discretizacdao em elementos
de casca para uma andlise estrutural qualquer.

Diversos exemplos foram analisados para verificar a potencialidade do elemento
implementado nesse trabalho. Em cada exemplo as andlises foram comparadas usando apenas
os elementos de casca, elementos de casca associados aos elementos de interface, solugdes
analiticas considerando analise unidimensional, e um software comercial de analise estrutural.
Os resultados mostram que o elemento implementado é uma ferramenta util para andlise
estrutural de algumas situacdes préticas.
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