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Resumo. Neste trabalho é desenvolvido um modelo numérico para realizar a propagagdo de
ondas de pressdo em meios ndo-homogéneos. Uma malha de volumes triangulares é usada
para representar de forma discreta o dominio de interesse. A equagdo da onda de pressdo
para meio heterogéneo é resolvida em cada volume triangular pelo Método dos Volumes
Finitos. O gradiente de pressdo nas faces de cada elemento triangular é calculado usando o
teorema do gradiente o qual envolve as informagoes da pressdo avaliada nos baricentros dos
volumes triangulares adjacentes e dos vértices em comum. A integracdo no tempo é resolvida
de forma explicita. Um codigo em linguagem Fortran é escrito para solucionar o sistema de
equagoes algébricas com ajuda de um PC. O modelo numérico é usado para resolver
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problemas acusticos em meios ndo homogéneos, como os que caracterizam os casos tipicos
de propagacao de ondas sismicas. Com este intuito, neste trabalho sdo apresentadas algumas
das simulagoes realizadas com problemas dindmicos homogéneos e heterogéneos, que
balizaram a eficiéncia do método nas comparagoes realizadas com as respostas analiticas
disponiveis na literatura.

Palavras-Chave: Método dos Volumes Finitos, Malhas ndo-estruturadas, Meio Heterogéneo,
Equacgdo da Acustica.
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1 INTRODUCAO

Nas engenharias e ciéncias correlatas, os métodos numéricos da Mecanica Computacional sdo
ferramentas de utilizagdo corrente ¢ fundamentais para analise e solugdo de problemas estruturais e
projetos de maquinas e equipamentos. Problemas envolvendo redes neurais, processamento de sinais,
mapeamento costeiro e meteorologia sdo alguns dos muitos exemplos que podem ser citados. Entre
estes, vale destacar a sismica de prospec¢ao, um dos mais importantes e arrojados campos de
aplicacdo dos métodos numéricos na atualidade, de particular interesse na pesquisa cientifica
brasileira.

No que tange a esta area de pesquisa, do ponto de vista tedrico sabe-se que € possivel prever a
resposta sismica de um meio heterogéneo, utilizando uma modelagdo matematica adequada. Assim,
através de um tratamento adequado da recuperagdo de respostas provenientes de pesquisas de campo,
¢ possivel identificar o posicionamento de pocos de petréleo e partir para a prospeccdo com
probabilidades mais altas de sucesso.

Nesta area de vanguarda ¢ continua a busca por técnicas que permitam uma defini¢do cada vez
mais precisa das feicOes geoldgicas, de forma a melhor identificar as regides mais propicias ao
acumulo de hidrocarbonetos, sendo assim fundamental o aprimoramento tanto da compreensao fisico-
matematico do problema como das diversas ferramentas numéricas disponiveis e cabiveis de
aplicacdo.

O Método dos Volumes Finitos (MVF) ¢ uma técnica numérica moderna ¢ bastante eficaz, mas tem
sido aplicada particularmente em problemas relacionados a Mecénica dos Fluidos (Danu & Tenaud,
2004), ndo obstante apresentar diversas qualidades e possiveis vantagens que credenciariam sua
utilizagdo em outras areas (Oliveira, 1997 e Patankar, 1980). Na realidade, tal como atuam os mais
conhecidos métodos numéricos, como o0 Método dos Elementos Finitos e 0 Método dos Elementos de
Contorno, 0 MVF busca a solugdo numérica de equagdes diferenciais parciais, ndo havendo nenhum
impedimento para sua aplica¢do especializando-o a solu¢do de problemas hiperbolicos, como os que
caracterizam os casos de propagacdo de ondas e os problemas da dindmica estrutural.

O presente trabalho expde exatamente um resumo do esforgo desenvolvido no sentido de aplicar
0 MVF numa area promissora, a geofisica, especificamente na simulag@o da propagacao das ondas de
choque através das camadas rochosas heterogéneas do solo. De modo a se ajustar as particularidades
dos problemas citados, um modelo numérico robusto composto por malhas ndo estruturadas precisou
ser desenvolvido, com adequado nivel de precisdo e preparado para simular casos com malhas muito
refinadas, sem que haja problemas de instabilidade numérica e excessivo esforco computacional.

2 A EQUACAO DA ACUSTICA PARA MEIO NAO HOMOGENEO

E um fato comprovado que durante a propagagdo de uma onda de pressdo num médio fluido as
particulas do meio fluido sofrem pequenos deslocamentos retornando posteriormente a sua posi¢do
inicial ¢ que o movimento do fluido ¢ muito menor que a velocidade de propagacdo da onda de
pressdo. Admitindo um processo isentropico durante a propagacdo de uma onda de pressdo num meio
fluido compressivel e aplicando o método de Perturbagdo nas equagdes de Navier-Stokes se obtém o
conjunto de equagdes diferenciais parciais de primeira ordem (Henke, 2015), escritas abaixo usando
o referencial de Euler:

P,
L op oy 1O (1)
pc’ ot ox, pc’ ot

o p Ox,
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A Eq. (1) representa a Lei de conservacdo da massa e a Eq. (2) representa a conservagdo da
quantidade de movimento. Nestas equagdes P ¢ a pressdo, u, ¢ a velocidade do meio fluido, p é a
massa especifica do fluido, e ¢ ¢ a velocidade com a qual a onda de pressdo se propaga no meio
fluido. O primeiro termo do lado direito da Eq. (1) representa o termo fonte de pressdo onde a
variavel P/, tem unidades de pressdo. No referencial de Euler estas variaveis fisicas sdo fungdes do

espago x; e do tempo 7 .

Derivando a Eq. (1) em relagdo ao tempo e tomando o divergente da Eq. (2) € possivel eliminar
os termos que envolvem a velocidade e obter a equagdo diferencial parcial de segunda ordem para a
pressao, denominada Equacao da Acustica, que leva em consideragdo a ndo homogeneidade do meio
continuo:

2 2 o*P
laf:v-(%vppr i

1
— 3
E of @)

Por conveniéncia, na Eq. (3) foi introduzido o modulo de elasticidade volumétrico E = p02 ,ja
que ¢ a propriedade comumente encontrada nos estudos da sismica de prospeccdo (Silva, 2011).

Ressalta-se que ha indiscutivel similaridade entre a Equacdao da Acustica para o meio fluido e o
problema da propagacdo de ondas de dilatagdo em meios so6lidos. Sabe-se que as ondas de distorcdo,
ao trafegarem mais lentamente do que as dilatacionais, podem ser adequadamente desprezadas nos
procedimentos tipicos de analise da sismica. Assim, a pressdo P pode representar adequadamente a

onda acustica que trafega num meio solido rochoso, tipicamente heterogéneo.

3 MODELO DO METODO DOS VOLUMES FINITOS

Na metodologia aqui empregada, primeiramente soluciona-se o lado direito da Eq. (3)
isoladamente da parte dinamica, sem qualquer perda de generalidade. Isto porque o termo dependente
do tempo ¢ facilmente operacionalizado através dos esquemas incrementais de avango, também
conhecidos como técnicas de integracao direta, também empregados nos principais métodos discretos
conhecidos. Assim, integra-se a equacdo de difusdo num volume finito genérico V' de forma que:

jV~(rv¢)dV+S¢=o 4)

.« . 2
Na Eq. (4), a variavel I representa o quociente ¢ é e o termo de fonte S’representa a

2
integral no volume do termo %ga P% ,0 qual ¢é assumido como conhecido. A

variavel ¢ passa a ser a variavel primal do problema, igual a pressdao P . O foco ¢ desenvolver
uma solucao numérica em volumes finitos para um triangulo base i, em funcdo dos tridngulos
vizinhos 1i,i,e i, e dos vetores normais unitarios fi,,N, e N, as arestas do triangulo base. A

Figura 1 ilustra o tridngulo base.
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Figura 1 Volume finito { base de se¢fio triangular e espessura unitaria e seus volumes

vizinhos 1,1, € 1,.

Demonstra-se que a integral do lado esquerdo da Eq. (4) pode ser decomposta na soma de trés
integrais que envolvem as faces do volume base de secdo triangular, segundo a relagdo a seguir:

$r,ve-ndS =1,V fdS+ [T,V 0,dS+[ I,V hdS (5)
S

s, s, S5

onde S, ¢ a superficie da face que une os nos No,e No,, S, ¢ a superficie da face que une os

nés No, e No, e S, ¢ a superficie da face que une os ndés No, € No, . Estas superficies tém espessura

unitaria, Cada uma das integrais do lado direito da Eq. (5) pode ser aproximada usando o teorema do
valor médio para integrais, o que resulta na seguinte aproximacido numeérica:

[, Vpnds =T,V -0+, VAL +T, VAl (6)
N

Onde [, l,el; sio os comprimentos das arestas entre o NJ, e No,, No,e N6, e o N6, e N6,

respectivamente, ¢ f,,N,eN, sdo os vetores unitarios normais a estas. O célculo de cada um dos

gradientes que aparecem na Eq. (6) ¢ realizado aplicando o Teorema do Gradiente, dado pela
expressao abaixo:

IV¢5dV=<J5¢5ﬁdS (7)

O gradiente do primeiro termo do lado direito da Eq. (6) é calculado usando o volume formado
pelo paralelepipedo que contem no seu interior a aresta que une os noés No, e No,. Este volume
envolve os centros de massa dos volumes adjacentes e as extremidades da aresta, os nos, e ¢ formado
pelo paralelepipedo de espessura unitaria i NG, i, No, como ¢ mostrado pelas linhas tracejadas da
Figura 1. O calculo dos outros gradientes que aparecem no lado direito da Eq. (6) segue um
procedimento analogo. Finalmente, substituindo as aproximagdes numéricas dos gradientes calculados

pela Eq. (7) na Eq. (6), se obtém a forma discreta da Eq. (4) que depois de uma manipulagdo algébrica
pode ser reescrita como na forma comumente usada no método dos volumes finitos:
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AQ + Ay, + Anpy + Asps + Si% + Si¢ =0 ®)

A equagdo algébrica acima ¢ usada para construir o sistema de equacdes da malha que representa a
forma discreta do dominio continuo de interesse (Marques, 2015). Na Eq. (8) o valor discreto da
fung¢do ¢ ¢é calculado no baricentro do volume i em fung¢do das informagdes do ¢ nos volumes

vizinhos i,,i, € i; e, assim, compatibilizar os elementos e permitir a constru¢do do sistema de
equagdes para os diferentes volumes finitos (Oliveira, 1997. Patankar, 1980. Chow, et al, 1996). O

termo S

da Eq. (8) representa a ndo ortogonalidade do paralelepipedo e detém as informagdes da
fun¢do ¢ nos nos dos tridngulos. Assume-se que os valores de ¢ nos vértices de cada elemento
triangular sdo conhecidos, a partir da interpolagdo dos valores de ¢ do baricentro para os nos (Danu &

Tenaud, 2004).

A proxima etapa consiste na integracdo do termo dindmico da Equacdo da Onda no volume
finito base, como mostrado na equagao a seguir:

2 n+l n n—1
19 fdyzﬁ A 2Pf2 £ (9)
v E ot E ot

i

onde V; ¢ o volume do volume finito base e 7 ¢ a varidvel associada com o tempo discreto. Sem perda

de generalidade, considerando o volume base de secdo triangular e espessura unitiria, o valor
associado a este volume ¢ a propria area do elemento triangular da malha. Na Eq. (9) foi utilizada a

aproximagdo por diferencas finitas da segunda derivada temporal da pressio £ com segunda ordem
de aproximacdo no tempo, dada pela Eq. (10) escrita abaixo:

82P Pn+l _ 2Pn + Pn—l
PR ——+0(51") (10)

Finalmente, a forma discreta da equacdo da acustica para meio ndo homogéneo ¢é obtida ao
substituir a forma discreta do termo dinamico, Eq. (9), e forma discreta do termo difusivo avaliada no
instante de tempo n, Eq. (8), na equacdo da acustica, Eq. (3). Desta forma pode-se montar um
esquema explicito de integragdo no qual se avanca de modo incremental ao longo do tempo, através da
escolha de um passo de integragdo Ot adequado (Bathe, 1982) e partindo de condig¢des iniciais ¢ de
contorno prescritas. Entdo, o esquema explicito fornecera os valore da pressdo no futuro, instante de
tempo n+1, desde que os valores da pressio sejam conhecidos no presente e no passado,

respectivamente o instante de tempo 7 ¢ o instante de tempo#n —1, em todo o dominio de interesse.

CILAMCE 2015
Proceedings of the XXXVI Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Ney Augusto Dumont (Editor), ABMEC, Rio de Janeiro, RJ, Brazil, November 22-25, 2015



J.T.A. Chacaltana, A.M. Frasson, C.F. Loeffler. A. Bulcdo.

4 EXEMPLOS

4.1 Propagaciao de Onda em meio homogéneo bidimensional

O objetivo deste exemplo ¢ avaliar se os elementos triangulares ndo estruturados introduzem
dispersdo, reflexdo e outros fendmenos numéricos tipicos de problemas dindmicos num caso
homogéneo em que se dispde de solucdo analitica. Neste sentido, uma membrana completamente

fixada em seus bordos ¢ excitada em seu ponto central por uma fonte concentrada P, cuja forma €

mostrada na Eq. (11) a seguir:

aZP 2 _—m(B*w?) 2.2
aﬁf __0 eaﬁ =2nBw’(1-2nBw’t’ )e ™ * (11)

Este tipo de fonte ¢ comumente intitulado de pulso gaussiano. Procedimentos matematicos usando
a Transformada de Fourier demonstram que fontes expressas por fungdes exponenciais tém sua faixa
de excitagdo modal representada no argumento da fun¢do. Em termos mais exatos, caso o argumento
temporal da funcdo seja submetido a uma Transformada de Fourier ficard representado em termos da
maior frequéncia de excitagdo presente no carregamento, denominada frequéncia de corte.

A malha utilizada para representar o dominio de 1Km X 1Km é mostrada na Figura 2. A malha
possui 1048 volumes finitos e 565 nos e foi usada para realizar a propagagdo de uma onda de pressao
com frequéncia de corte de SHZ.

Figura 2. Malha de volumes finitos triangulares utilizada na simulacio do primeiro exemplo

A Figura 3 ilustra o comportamento da onda gerada a partir do centro em alguns instantes
selecionados. Enquanto a frente de onda ndo chega aos bordos, a solucdo analitica é similar a
excitagdo aplicada, permitindo identificar que a representacdo da frente de onda e seu perfil a jusante
foram bastante satisfatorios
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Tempo 0,2s

st
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Sear0n

e

Tempo 0,5333s

Tempo 0,4s

Figura 3. Perfil da frente de onda em alguns instantes de tempo

Fazendo-se um corte paralelo as arestas, conforme mostrado nas Fig. 4, Fig. 5 e Fig. 6, é possivel
perceber em detalhe o complexo processo de propagacdo da onda de pressdo a partir do centro de
excitagdo. Conforme anteriormente mencionado, a partir do instante ¢ =0,2s ¢é possivel acompanhar
o valor do pico de pressdo em direcdo as arestas e, antes da reflexdo, que acontece aproximadamente
no instante ¢ = 0,54s, e compara-lo com o valor analitico referente a uma membrana infinita com o

mesmo carregamento. Nao ha diferenca sensivel com a malha utilizada, ou seja, os erros sao
insignificantes.

=00 - l -5 000 ' |
| )
=10 00N < I
|
|

BT |

Figura 4. Valores de pressiao em corte: para t=0,12s (esquerda) e t=0,186s (direita)
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Figura 6. Valores de pressiao em corte: para t=0,477s (esquerda) e t=0,533s (direita)

Para finalizar este exemplo, na Figura 7 apresenta-se a ilustragdo de um sismograma referente a

propagacao da onda acustica, colhida em 178 estacdes de monitoramento, considerando uma
frequéncia de corte de SHz.

0.55
05 8.8e+04
0.45 |
2.5e+04
0.4 4
w
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-le+05
0.2+ '

0.15 -1.7e+05

L B S s ) S S B B |
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Figura 7. Sismograma da onda acistica, considerando uma freqiiéncia de corte de 5Hz
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4.2 Propagaciao de Onda em meio heterogéneo unidimensional

Neste exemplo resolve- uma barra heterogénea submetida a uma deformagdo subita & na
extremidade x =b e¢ engastada na extremidade x=a, conforme mostra a Figura 8. A

heterogeneidade se deve a variagdo quadratica do mddulo de elasticidade longitudinal. A obtencdo da
equagdo diferencial de equilibrio dindmico ¢ feita a partir da Lei de Newton, considerando que atuam

apenas tensdes uniaxiais. A equacdo de governo em termos da variavel basica P (x,t) ¢ dada, neste

caso, por:

E(X)P"+E'\(x)P'= pP (12)

Wy
|
¥

E(x)=Ex"/a"

Figura 8. Barra engastada com médulo de rigidez longitudinal variavel

A solucdo analitica da Eq. (12) ¢ obtida através do Método de Separacdo de Variaveis,
(Hildebrand, 1965) resultando numa solugdo expressa em termos de uma série de fungdes,
sendo que o célculo dos coeficientes ndo ¢ elementar, necessitando ser efetivado através de
um programa numérico de alta precisdo para solu¢do de integrais (Loeffler & Coutinho,
2012).

Assim, particularizando as dimensdes da barra, considerando a =1me b =3m, a solucao

analitica para a variavel basica P(x,) ¢ dada por:

P(x,t) =9¢ (1 - lj +x"? i F, sen(q, Inx)cos(g, ) (13)
x

n=1

A resposta analitica mostrada na Eq. (13) foi obtida considerando n =100 ou seja, os primeiros
cem termos na série de autofuncdes.
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As simulagdes numéricas obtidas pelo Método dos Volumes Finitos usaram 52736 triangulos e o
passo de integragdo empregado foi de 0,0005 segundos. A dimensdo caracteristica, correspondente ao
valor da aresta média foi de 0,01m

Nas figuras que se seguem sdo mostradas as respostas analiticas em comparagdo as respostas

numéricas para avariavel basica P(x,t) ao longo do tempo em quatro pontos especificos da barra,

em x=1,5m, x=2,0m, x=2,5me x=3,0m.

Inicialmente, na Figura 9 mostra-se a resposta ao longo do tempo de P(x,t) para o valor de

x=1,5m. A linha continua representa a solu¢do numérica ¢ os asteristicos correspondem a solugio

analitica. Esta conven¢do é empregada também nos graficos que se sucedem nas Figura 10, Figura
11, e Figura 12, referentes a resposta em pontos diferentes da barra.

P [N/m?]

P [N/m?]

12

10

12

10

*  Analitico
— Numérico

t[s]

Figura 9. Curva analitica de deslocamento ao longo do tempo em x=1.5m

3 * *  Analitico 5
— Numérico

7 —
%)

t[s]

Figura 10. Curva numérica de deslocamento ao longo do tempo em x=2.0m
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Figura 11. Curva analitica de deslocamento ao longo do tempo em x=2.5m
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Figura 12. Curva numérica de deslocamento ao longo do tempo em x=3.0m

Percebe-se a excelente concordancia dos resultados numéricos com os analiticos a qual ocorre em
todos os pontos observados, destacando-se a auséncia de ruido e o acompanhamento preciso dos picos
e valores intrinsecos a resposta deste problema. Nao ha amortecimento ficticio sensivel, confirmando a
adequagdo do esquema numérico proposto a esse tipo de problema dinamico.

Quanto mais proximo se situa o ponto no qual se captura a resposta da extremidade livre maiores
sdo os deslocamentos e assim pode-se observar que, devido a heterogeneidade do meio constituinte, as
frequéncias naturais do problema ndo sdo harmonicas. Logo, ndo ha periodicidade na solucdo e o
fendmeno da dispersdo da resposta fisica ¢ bem pronunciado.

Nos instantes iniciais de resposta apresentados no grafico da Figura 9, pode-se verificar
claramente que a simulagdo via MVF obedeceu ao principio de causalidade, ou seja, ndo houve
perturbacdo artificial do patamar horizontal da curva que descreve a auséncia de resposta, devido a
onda propagada a partir da extremidade carregada ainda ndo ter chegado ao ponto de observagéo.

Nos graficos da Figura 10 e Figura 11 pode-se observar a reducdo do patamar horizontal da curva
inicial da resposta, devido a menor distdncia dos pontos de coleta de resposta até a extremidade
carregada. Por efeito do ja citado fendmeno de dispersdo fisica, também os instantes de tempo
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correspondentes ao primeiro vale das curvas de resposta se alteram, em func¢do da posi¢do do ponto de
observagio; se reduzem, quanto mais proximos se encontram do engaste.

Destaca-se no grafico da Figura 12 a descri¢do precisa do crescimento acentuado da pressao nos
instantes iniciais, no ponto x = 3,0m, que corresponde a extremidade livre da barra. A medida que a

onda se propaga, a rigidez do sistema se reduz e a taxa de crescimento de pressdo cresce, até haver a
interferéncia com outros trens de onda que sucessivamente sao induzidos pelo carregamento.

O erro relativo associado aos resultados numéricos do problema de propagacdo de onda em meio
heterogéneo sdo menores do que 4%

5 CONCLUSOES

Diversas experiéncias ja realizadas e ndo mostradas aqui por questdes de espago avalizaram
adequagdo do método dos volumes finitos nas aplicacdes estacionarias ndo homogéneas. Testes de
convergéncia com diversas malhas de diferentes graus de refinamento atestaram a diminuigdo
significativa e monotona do erro a medida que o comprimento caracteristico da malha se reduziu.

Sistemas com até cinquenta comprimentos de onda da maior frequéncia da faixa utilizada puderam
ser simulados com relativa precisdo. Malhas com centenas de milhares de graus de liberdade foram
utilizadas, também sem problemas de ruido na resposta para alguns problemas teste bastante esbeltos

Assim, a abordagem de problemas dindmicos foi empreendida com expectativa promissora de
alcangar resultados satisfatorios, conforme se pode observar nos resultados apresentados neste artigo.

Nio obstante a necessidade de dar a continuidade da pesquisa, no sentido de se resolver problemas
maiores € mais complexos, ja se pode observar importantes caracteristicas nas respostas numeéricas
obtidas, particularmente a auséncia significativa de dissipagdo e dispersdo numérica, atestando a
consisténcia do esquema de avango na resposta e na conten¢do da propagagdo de ruidos pela forma
adotada de transmissao de informacao entre os volumes finitos que compdem a discretizagao.

A auséncia dos fendmenos numéricos espurios em nivel relevante durante as simula¢des dos
problemas dindmicos ja abordados motiva a expectativa de aplicagdes futuras bem sucedidas em casos
heterogéneos reais de grande porte e complexidade, como os que caracterizam as analises da sismica
de prospecg¢ao, de grande interesse na atualidade
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