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Abstract. Problemas de engenharia e ciéncias aplicadas envolvendo escoamentos de
fluidos sdo frequentemente encontrados. Quantificar grandezas fisicas em um escoamento é
premissa comum em metodologias de calculo e dimensionamento de estruturas e
equipamentos. H& cenarios em que um escoamento envolve nivel de complexidade que foge
as hipoteses contempladas em modelos analiticos, evidenciando-se assim uma demanda
direta de projetos de engenharia em empregar procedimentos experimentais € NnUMEricos.

Apresenta-se uma metodologia de modelagem numérica de mecanica dos fluidos, com
particular atengdo em escoamentos incompressiveis bidimensionais e fluidos newtonianos.
Para tanto, desenvolveu-se um modelo numérico em elementos finitos segundo uma estratégia
penalizada, necessaria para tratar dificuldades matematicas de divergente nulo que traduz a
restricdo cinematica de incompressibilidade.

Foram implementados elementos triangulares quadraticos, com integracdo reduzida
para o termo penalizado. Em uma descricdo Euleriana, o principio de conservacdo da
quantidade de movimento revela o termo convectivo, que neste trabalho é tratado de forma
linearizada pelo método de Picard. A discretizacdo temporal é avaliada pelo método de
diferencas finitas de Crank-Nicolson.

Ao final, apresentam-se aplicacGes empregando a metodologia proposta, sendo elas os
problemas de escoamento interno e externo em uma cavidade e um cilindro respectivamente.
Os resultados obtidos indicam boa concordancia com resultados disponiveis na literatura.

Keywords: Formulagdo Penalizada, Escoamento incompressivel, Mecénica dos Fluidos
computacional, Esteira de von Karman, Escoamento em Cavidade

CILAMCE 2015
Proceedings of the XXXVI Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Ney Augusto Dumont (Editor), ABMEC, Rio de Janeiro, RJ, Brazil, November 22-25, 2015



Uma formulacéo penalizada de elementos finitos para as equacfes de Navier Stokes

1 INTRODUCAO

O estudo da mecanica dos fluidos é atividade de grande relevancia no desenvolvimento
historico cientifico e tecnologico (Eckert, 2007). A expansdo do conhecimento cientifico
aprofunda o entendimento do comportamento fluido e permite que as aplicacdes industriais e
tecnoldgicas explorem suas propriedades. Este conhecimento é hoje aplicado em diversos
setores industriais, e.g., quimico, civil, mecanico, automotivo, aeronautico, naval, offshore,
subsea. Avaliar grandezas fisicas caracteristicas a um escoamento € hoje premissa comum nos
calculos e dimensionamentos das estruturas e equipamentos que compde esses setores.

Os procedimentos adotados para se estudar a mecanica dos fluidos podem ser
classificados como analiticos, experimentais, ou huméricos. O método dos elementos finitos é
um dentre os métodos numéricos empregados para solucionar de forma aproximada as
equacOes que descrevem o comportamento de um fluido. Essas equagdes exibem dificuldades
matematicas e exigem tratamento adequado.

A restricdo cinematica de incompressibilidade é uma das grandes dificuldades envolvidas
na simulagdo computacional de fluidos, sendo matematicamente expressa pelo divergente
nulo do campo de velocidades (Gresho & Sani, 1998). Para satisfazer essa restricdo, o campo
de aproximacdo da velocidade deve ser construido com divergente nulo a priori, caracteristica
essa somente atendida por funcbes solenoides (Karam, 1989). Formulacdes baseadas em
vorticidade e fungdo corrente como variaveis principais satisfazem essa restricdo, mas
demonstram-se abordagens limitadas ao espaco bidimensional, que requerem 0 pos-
processamento dos campos de velocidade e pressdo a partir de derivadas da solucdo,
comprometendo a precisdo do método quando sdo essas as variaveis de interesse. A técnica de
multiplicadores de Lagrange e as formulagdes penalizadas apresentam-se como alternativas a
este problema. A formulacdo penalizada para solucdo das equagdes de Navier Stokes foi
proposta por (Hughes, et al., 1979) como “A mais simples e efetiva implementacdo da
incompressibilidade ao método dos elementos finitos”, sendo a alternativa escolhida por este
trabalho para tratar da restricdo cinematica de incompressibilidade.

Em modelos mateméticos com restri¢cdes internas, como no caso da incompressibilidade,
as propriedades do modelo continuo ndo sdo automaticamente transferidas para o modelo
discreto (Karam, 1989). As condic¢des de existéncia e unicidade para o modelo discreto,
expressas pelo teorema de Brezzi (Brezzi, 1974), devem entdo ser avaliadas para cada espaco
de aproximacéo escolhido. Neste trabalho optou-se em discretizar o dominio em elementos
triangulares quadraticos, se fazendo necessario o emprego de integracdo reduzida nos termos
penalizados (Hughes, et al., 1979). A integracdo reduzida dos termos penalizados torna o
modelo obtido matematicamente semelhante aquele obtido pelos métodos mistos (Malkus &
Hughes, 1978).

O presente artigo apresenta uma metodologia de modelagem numérica das equacges de
Navier Stokes pelo método dos elementos finitos, aplicada ao escoamento incompressivel e
bidimensional de um fluido newtoniano. Elementos triangulares quadraticos sdo empregados
com integracdo reduzida do termo penalizado. O termo convectivo da equacdo de Navier
Stokes ¢ tratado de forma linear pelo método de Picard (Engelman, et al., 1981). O método
de diferencas finitas de Crank Nicolson é responsavel pela discretizagdo temporal do modelo
(Hughes, et al., 1979).

Na secdo seguinte, as equacOes de governo sdo apresentadas. Dentre os algoritmos
adotados pela presente metodologia, os mais relevantes sdo descritos na secdo trés. Na quarta
se¢do, sdo exemplificados dois estudos de caso com o objetivo de demonstrar algumas das
capacidades da metodologia desenvolvida, bem como verificar sua implementacéo.
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2 EQUACOES DE GOVERNO

2.1  Fluido newtoniano e escoamento incompressivel

Em um dominio continuo 2 x [0, t;], as equagGes de Navier Stokes traduzem o principio
de conservagdo de movimento do escoamento de um fluido newtoniano em regime
incompressivel e descrito em referencial Euleriano:

p(ou/dt + u-Vu—b) -V -0 =0 @

onde p e u sdo respectivamente a massa especifica e o campo de velocidades, b € o vetor de
forgas de corpo que considera o efeito da gravidade e a 0 tensor de tensdes de Cauchy.

O principio de conservacdo de massa no dominio considerado é expresso pela equacédo da
continuidade, que quando aplicada a um regime incompressivel, impde a seguinte restricdo
cinematica:

V-u=0 )
Sendo o fluido newtoniano, escoando em regime incompressivel, o tensor o é dado por:
c=—-pl+2uD 3)

Onde p é a pressdo, I a matriz identidade, u a viscosidade dindmica e D o tensor
simetrico da taxa de deformacéo, dado por:

D=1/2-[Vu+ VwT] 4)

2.2 Formulacéo penalizada

A formulacdo penalizada é obtida impondo uma relagdo entre a pressdo e 0 campo de
velocidades (Hughes, et al., 1979), tal que:

p=-2(V-u) (5)

onde A é o pardmetro de penalizacdo. Segundo a Equagdo (5), o divergente do campo de
velocidades deve anular-se para que se mantenha uma pressao finita a medida que A tende a
infinito. A convergéncia da formulacdo penalizada para as equagdes incompressiveis de
Navier Stokes foi comprovada por (Temam, 1977). O parametro A deve ser suficientemente
grande para que a compressibilidade introduzida seja minima, mas ndo grande demais para
que cause complicacBes numéricas. Segundo (Hughes, et al., 1979), o pardmetro A pode ser
expresso como:

A=cu (6)

onde ¢ € uma constante dependente do tamanho de palavra do computador utilizado. (Hughes,
et al., 1979) sugere que para um tamanho de palavra de ponto flutuante entre 60 e 64 bits,
uma escolha apropriada para c é de 107. Este valor foi adotado nos casos aqui apresentados.
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3 METODOLOGIA

3.1 Modelo semi discreto

O modelo matematico semi discreto referente as equacdes de governo apresentadas na
secdo anterior € representado pelo sistema:

Mi+[C+Kuw) ] u=F )

Onde M é a matriz de massa, C a matriz de difusdo, K(u) a matriz de conveccdo ndo
linear, F o vetor forcante e u o campo de aceleracdo local. A matriz de difusdo é composta
pelos termos viscoso C,, e penalizado C; (Hughes, et al., 1979), tal que:

C=C,+C (8)

Neste trabalho, elementos triangulares quadraticos compde o dominio espacial discreto.
Para garantir a convergéncia da formulacdo proposta, a matriz penalizada C, deve ser entdo
integrada de forma reduzida por um ponto de Gauss. Os demais termos das Equac0es (7) e (8)
sdo integrados por trés pontos de Gauss.

3.2 Algoritmo de solucado transiente

Implementou-se o algoritmo preditor corretor, linear implicito e de passo Unico,
apresentado por (Hughes, et al., 1979). Considerando-se determinado instante de tempo
t, = nAt e iteracdo i, indicados pelos subscritos e sobrescritos abaixo se apresenta as
equacdes (9), (10), (11) e (12) que descrevem o método adotado.

. N 5\ 9
(M + yALCYULYy = My + VAL |Fryy — K(u, Juils ©
- . 10
Upyy = Uy + (1 —y)Ata, (10
~ (12)

u$10421 = Un+1
(12)

Upy1 = (Upgr — Upyq)/ (YAL)

onde t,,,, € o preditor do campo de velocidades, At 0 passo de tempo, e y uma constante que
determina a estabilidade do método. Nas aplicacdes seguintes y = 0.5.
® ®

A Equagcdo (9) é resolvida a cada iteracéo. A matriz ndo linear K(unﬂ)un+1 é avaliada

de forma explicita enquanto a matriz simétrica linear (M + yAtC) é avaliada de forma
implicita. A matriz a ser invertida é linear e a inversdo pode ser efetuada somente uma vez
para um passo de tempo fixo. A matriz ndo linear é tratada de forma linearizada conforme o
método de Picard (Engelman, et al., 1981).

A inversdo da matriz (M + yAtC) é efetuada por uma fatoragdo de forma direta pelo
algoritmo de Crout (Hughes, 1987). O algoritmo de reordenamento de malha de Cuthill
Mckee foi implementado para aperfeicoar o desempenho da inversao.
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3.3  Esforgos no corpo rigido

As forgas nodais equivalentes a distribuicdo de esforcos na estrutura rigida sdo avaliadas
conforme (SILVA, et al., 2009). Considera-se entdo a forga interna atuante em cada elemento
acoplado ao corpo rigido e indicado pelo dominio Q,:

¢¢=J BTadQ, (13)

Seja n,.,, 0 numero de nos pertencentes ao elemento e N; a funcdo de forma associada ao
no I, a matriz B é o operador diferencial discreto:

B=3& dN,; [=1 (14)
=Bj; =——, =1,...,Ngy
ax] - - 7 7 - ;s =
A forca nodal equivalente em determinado né é obtida pelo somatorio da forga nodal
interna de cada elemento adjacente a este n6. A forca total no corpo é finalmente avaliada

somando-se as reagOes as forcas nodais equivalentes dos nds adjacentes a estrutura.

4 ESTUDO DE CASOS

Nesta secdo apresentam-se duas aplicacdes para avaliar algumas das capacidades da
ferramenta desenvolvida. Incialmente é apresentado um problema de escoamento interno
induzido em uma cavidade pelo movimento de seu bordo superior. O segundo caso representa
0 escoamento externo que ao encontrar um corpo cilindrico, induz o desprendimento dos
vortices que formam a esteira de von Karman.

4.1 Cavidade

Neste caso, 0 escoamento interno desenvolve-se no interior da cavidade apresentada na
Figura 1, induzido pela velocidade horizontal unitaria de seu bordo superior. Os demais
bordos da cavidade mantém velocidade nula, e todos possuem dimensdes unitarias.

Xa

u,=1 =10
1 S oo
uy=0 uy=0
u,=0 u,=0
=0 u,=0 1 X

Figura 1. Geometria e condi¢des de contorno da cavidade modelada
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A malha modelada é formada pela subdiviséo de cada bordo em 80 segmentos igualmente
espacados, formando 80 x 80 quadrados que por sua vez originaram o dobro de elementos
triangulares quadraticos. Formam-se dessa forma 25,921 nés e 12,800 elementos.

O numero de Reynolds é calculado para este problema considerando comprimento e
velocidade caracteristicos unitarios. O resultado obtido em regime permanente com numero
de Reynolds 400 é comparado com o resultado publicado por (Reddy, 1982) na Figura 2.
Nesta figura superpdem-se as componentes horizontais e verticais do perfil de velocidade
observado ao longo das linhas de centro vertical e horizontal respectivamente. A comparagéo
realizada indica boa concordancia entre os resultados. O campo de velocidades obtido em
estado permanente é ilustrado na Figura 3.
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Figura 3. Campo de velocidades obtido com Re 400 em estado permanente
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4.2 Esteira de von Karman

O modelo consiste em um cilindro circular imerso em escoamento externo. O escoamento
incide de forma uniforme e um par de vortices surge a jusante do cilindro como resultado de
sua interacdo com o escoamento incidente. Quando o escoamento atinge maiores nimeros de
Reynolds esses vortices se tornam instaveis e se desprendem do corpo, sendo carregados pelo
escoamento e originando a esteira de vortices de von Karman, fendmeno observado nesta
modelagem. Este problema é referido por (Brooks & Hughes, 1982) como “Um dos mais
desafiadores problemas para métodos numéricos, jA que todos 0s termos presentes nas
equacdes de governo sdo significantes”.

O modelo, suas dimensdes e condi¢es de contorno sdo ilustrados na Figura 4. O bordo
esquerdo do dominio é o inlet, onde o fluxo incide com velocidade prescrita, uniforme e
unitaria. O bordo direito recebe condicdo de outlet, com forca de superficie nula. Em suas
extremidades superior e inferior o dominio encontra condi¢do de ndo penetragdo, mas livre
deslizamento. Em sua interface com o corpo cilindrico, o fluido tem velocidade prescrita nula.

A malha gerada é ilustrada na Figura 5 e possui 164.872 nds e 81.674 elementos. O
contorno do corpo cilindrico € composto por 2.520 nés. O intervalo de tempo adotado é de
0.01 unidades de tempo.
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Figura 4. Geometria e condic¢des de contorno do modelo de von Karman

Figura 5. Malha de elementos finitos para o modelo de von Karman
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Seja 0 comprimento caracteristico dado pelo didmetro do cilindro e a velocidade
caracteristica pela magnitude da velocidade do escoamento incidente, os resultados seguintes
foram observados para nimero de Reynolds 100. Para o nimero de Reynolds considerado, a
literatura (Ahlborn, et al., 2002) prevé o numero de Strouhal relacionado a frequéncia de
liberag&o de vortices dado pela formula

St =0.212(1 — 21.2/Re) (15)

A Equacdo (15) indica nimero de Strouhal de 0,167 para o0 modelo aqui considerado,
equivalente a um periodo de 5,99 unidades de tempo entre o desprendimento de cada vortice.
O periodo correspondente, observado nos resultados obtidos pela presente modelagem é de
5,79 unidades. Observa-se assim discrepancia de 3,3% entre o resultado modelado e aquele
previsto pela literatura.

Com objetivo de validar as amplitudes do campo de velocidade e dos esfor¢os induzidos
no cilindro, 0 mesmo modelo foi implementado com mesma malha e intervalo de tempo na
plataforma comercial Fluent, que soluciona as equacdes de Navier Stokes pelo método dos
Volumes Finitos. A Figura 6 compara os resultados de velocidades obtidos por ambas as
ferramentas em quatro graficos. Cada um dos graficos exibidos na Figura 6 refere-se a um
ponto posicionado na linha de centro horizontal, onde a componente vertical do perfil de
velocidade é plotada ao longo do tempo.
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Figura 6. Velocidades transversais obtidas com a presente metodologia e o Fluent. Reynolds 100.
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A Figura 7 superpde os sinais da componente transversal da forga resultante no cilindro,
observadas por cada metodologia. A amplitude observada por cada um dos sinais indica 6tima
concordancia entre as modelagens. O sinal gerado pela plataforma Fluent, porém, tem periodo
de 7,64 unidades de tempo, apresentando discrepancia de 27,6% em relacdo ao valor previsto
pela Eqg. (15). O primeiro grafico da Figura 6 indica uma assimetria atipica em ambos 0s
modelos. Devido a sua pequena amplitude quando comparada aos demais graficos, essa
assimetria ndo foi considerada relevante para as conclusdes aqui realizadas, mas sera
investigada por trabalhos futuros.

Forca Transversal x Tempo
0.2 : :

Fluent

0.1 | Presente metodologia —

Forca
o

0 20 40 60 80 100 120 140
Tempo

Figura 7. Esforgos transversais no cilindro, obtidos pela presente metodologia e pelo Fluent. Reynolds 100.

A Figura 8 ilustra os resultados obtidos por esta ferramenta com Reynolds 100, ao colorir
o dominio e tracar linhas de contorno baseadas na magnitude do campo de velocidade.

—_—

Velocity

1.393e+000
X 1.045e+000
6.965e-001

3.482e-001
0.000e+000

Figura 8. von Karman model, Re 100 results
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5 CONCLUSAO

Este trabalho apresentou uma formulacdo penalizada de elementos finitos, capaz de
modelar escoamentos bidimensionais e incompressiveis de fluidos newtonianos. Algumas das
principais dificuldades presentes na simulacdo computacional de fluidos foram introduzidas,
bem como métodos utilizados para contorné-las. Atencéo especial foi dedicada aos métodos
mais relevantes dentre aqueles que compdem a presente metodologia, e algumas de suas
capacidades exemplificadas nos estudos de caso.

O principal objetivo atingido por este trabalho foi o desenvolvimento de uma formulagéo
consistente, capaz de modelar as equacdes de Navier Stokes de forma conveniente, sem a
introducdo de parametros de estabilizacdo. Os resultados obtidos apresentam boa
concordancia com aqueles encontrados na literatura.

Trabalhos futuros pretendem estender as capacidades da formulacdo desenvolvida,
capacitando-a, por exemplo, a solucionar problemas tridimensionais de interacdo fluido-
estrutura.
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