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Abstract. O Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) é um Método de Galerkin,
cujos espagos de aproximagoes locais consistem de fungcoes, ndo necessariamente polinomiais,
que refletem as informagcoes disponiveis sobre a solucdo da equagdo diferencial a ser resolvida
e garantem boa aproximacdo local e global. Nos tiltimos anos algumas versoes do MEFG tém
sido desenvolvidas e aplicadas com sucesso na andlise dinamica de estruturas. Ao aplicar mé-
todos numéricos na andlise de vibracoes livres de estruturas, o problema se reduz a solucdo
numérica de um problema de autovalores e autovetores generalizado. O MEFG tem apresen-
tado excelentes taxas de convergéncia e solu¢des mais precisas do que os refinamentos h e p do
Método dos Elementos Finitos (MEF). Entretanto, em alguns casos, a andlise aproximada no
MEFG tem resultado em autovalores negativos depedendo da precisdo empregada nas rotinas
computacionais. Nesse sentido, o objetivo deste trabalho é fazer uma andlise do problema de
autovalores generalizado e a perturbagdo gerada pelas aproximagoes das matrizes do MEFG.

Keywords: Condicionamento, Problema de Autovalores Generalizado, Método de Elementos
Finitos Generalizados, Andlise dindmica.
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Condicionamento do problema de autovalores obtido do MEFG na dindmica de estruturas.

1 INTRODUCAO

O Método dos Elementos Finitos (MEF) foi desenvolvido por volta da segunda metade
da década de 50, na area da industria aeroespacial, como uma forte ferramenta numérica para
resolver problemas Fisicos e Matematicos. Ele possibilita encontrar a solu¢do aproximada,
algumas vezes exata, de sistemas de Equacdes Diferenciais, atualmente se tornando uma das
principais ferramentas utilizadas. O Método de Elementos Finitos Generalizados (MEFG), por
sua vez, € baseado nas ideias do Método da Particdo da Unidade (MPU), desenvolvido por
Melenk e Babuska(1996).

No MPU, a base do subespago de aproximagdes locais € constituida de func¢des, nao ne-
cessariamente polinomiais, que refletem informagdes disponiveis a priori sobre a solucio da
equacdo diferencial governante (Arndt et. al., 2010). Esta técnica garante boa aproximacao
local e global.

O uso de fungdes trigonométricas em métodos enriquecidos para andlise dinamica de es-
truturas vem sendo aplicado a alguns anos, como nos trabalhos de Zeng(1998), Ganesan e
Engels(1992), Leung e Chan(1998). Arndt(2009) aplica o MPU num conjunto especifico de
fungdes trigonométricas, gerando refinamentos h, p e adaptativo do MEFG para andlise dina-
mica de estruturas do tipo reticulado.

Na aplicacao do MEFG proposto por Arndt(2009) em problemas de vibracdes livres encon-
tram-se situacdes de grande sensibilidade do problema, apesar de apresentar bons resultados.
Observa-se também que os ajustes feitos na precisdo empregada nos cdlculos computacionais
para determinacdo das matrizes de massa e rigidez por integracdo numérica, ou na soluc¢ao do
problema de autovalores, afetam a precisio e a convergéncia do MEFG. Leung et al., (2004),
tentando encontrar uma maneira de avaliar a sensibilidade do problema de vibragdo, ao utilizar
o método p-Fourier e MEF, calcularam o nimero de condicdo da matriz de massa, de forma a
encontrar uma "medida"de sensibilidade.

O ntmero de condicdo estd diretamente ligado com os autovalores de uma matriz. Entre-
tanto, para calcular os autovalores de grandes sistemas lineares, existem vdrios algoritmos que
permitem encontra-los com precisdo e alta convergéncia. Considerando o fato que o problema
de autovalores € um caso particular da teoria sobre polindmios matriciais, a muito tempo ex-
plorada em andlise numérica e teoria de controle (Davis(1961) e Davis(1983)), o problema de
sensibilidade nesse caso é um tépico ainda em desenvolvimento.

Quando envolvem-se matrizes ou polindmios com coeficientes matriciais o estudo € relati-
vamente recente. Wilkinson(1965) introduziu o ndmero de condi¢ao de uma matriz A, fazendo
uma dicussao sobre sua sensibilidade. Dois anos depois, Smith(1967) publicou uma expressao
explicita do nimero de condi¢@o para matrizes reduzidas a forma canonica de Jordan. Por volta
dos anos 1970, Stewart(1971) e Wilkinson(1972), usaram o nimero de condi¢c@o para limitar o
dominio do espectro.

Por defini¢do, o problema de autovalores generalizado é um caso particular de equacdes
polindmiais. Sendo assim o objetivo deste trabalho € fazer uma andlise do condicionamento
e sensibilidade do problema de autovalores generalizado, gerado pela equagdo Ax = ABx, do
MEFG. Segundo Stewart e Sun (1990), se uma matriz é hermitiana, e recebe uma perturbagao,
entdo haverd um incremento nos seus autovalores. Entdo, o estudo e andlise das aproximacoes
das matrizes de massa e rigidez € necessario, para descobrir até que ponto as perturbacdes

CILAMCE 2015
Proceedings of the XXXVI Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Ney Augusto Dumont (Editor), ABMEC, Rio de Janeiro, RJ, Brazil, November 22-25, 2015



T. Petroli, M. Arndt, R.D. Machado, P.O. Weinhardt

geradas pelas aproximagdes do método de construgcdo dessas matrizes podem influenciar no
desempenho e precisdao do MEFG na andlise dindmica de estruturas.

2 PROBLEMA DE AUTOVALORES

Tisseur(2000) define um polindmio matricial, numa varidvel complexa, como:
P(d) = A" + A A" L F AL+ A (1)

onde A; sdo matrizes m X m, com m > 1, sendo assim um polindmio que tem por entradas

matrizes. Encontrar escalares A € C, tal que det(P(1)) = 0, é uma das principais dificuldades
encontradas nesses problemas. Um exemplo de que essa ndo € uma tarefa muito simples € o
polindmio: 122 + Ao, j4 que o Teorema Fundamental da Algebra ndo garante a sua existéncia
(Bazan, 2003).

Os escalares A sao chamados de autovalores do polindémio matricial. Entdo para cada
autovalor A associa-se um vetor x € C, x # 0 tal que

Pp()x =0 2

chamado autovetor a direita de P,,(1) e {4, x} € chamado de auto-par. De maneira andloga,
autovetor a esquerda P,,(1), é um vetor y € C, y # 0 tal que

Y Pu(D) =0 3)

onde * denota conjugacdo complexa. O conjunto de todos os autovalores é chamado de espectro.

2.1 Problema de Autovalores Generalizado com Matrizes Hermitianas

Considerando as defini¢des anteriores, segue que um problema de autovalores generalizado
€ um caso particular dos polindmios matriciais, definido pela equacao:

P()x=(A-AB)x =0 & Ax = ABx 4)

E mais, quando a matriz B = I, matriz identidade, o problema generalizado é chamado de
problema de autovalores padrdo, ou somente problema padrdo.

Para este trabalho, € preciso dar énfase em algumas defini¢cdes:
e Uma matriz A, € dita Hermitiana, se A = (Z)T, onde A é a matriz conjugada de A.
e Sejam A;’s autovalores da matriz A, entio:

— Se A4; > 0 Vi, entdo A € definida positiva;

— Se 4; > 0 Vi, entdo A € chamada de semi-definida positiva;

Se A; < 0 Vi, entdo A € definida negativa;

— Se A; <0 Vi, entdo A € semi-definida negativa;

A matriz A € indefinida quando existem autovalores positivos e negativos.
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Condicionamento do problema de autovalores obtido do MEFG na dindmica de estruturas.

Com o objetivo de analisar a sensibilidade da solu¢iao do problema de autovalor polinomial
matricial a pequenas variacdes nos dados de entrada, define-se o conceito de condicionamento.

O problema € bem condicionado se pequenas perturbacdes nos dados de entrada resultam
em pequenas variagdes nos dados de saida. Caso contrario, quando pequenas perturbacdes nos
dados de entrada produzem grandes perturbagcdes nos dados de saida, temos um problema mal
condicionado.

Um problema de autovalor generalizado, Eq.(4), pode ser bem-condicionado ou mal-con-
dicionado. Quando a matriz A € hermitiana e trata-se de um problema padrio, entdo este € um
problema bem-condicionado (Demmel et al., 2000). A situacdo muda completamente quando o
problema é generalizado, que em geral € mal-condicionado, principalmente quando as matrizes
nao sao hermitianas (Bazan, 2003).

Uma vantagem de estar lidando com matrizes hermitianas e definida positivas € que existem
algoritmos que facilitam encontrar os autovalores das matrizes, de maneira a ter uma medida
de condicionamento. Outra vantagem, é que pode-se trasformar um problema de autovalor
generalizado em um problema padrao. Se as matrizes A e B sao hermitianas e B é definida
positiva , entdo pode-se decompor B como produto de matrizes ndo singulares, B = LL", através
da Decomposi¢do de Cholesky, por exemplo. Assim o problema se transforma em:

(L'A(L)™Hx = Ax %)

Como os espacos do dominio sdo invariantes (Golub e Loan, 1996), as propriedades sdo
preservadas apds a transformacgdo, isto €, os autovalores sdo os mesmos; € se x € autovetor
da Eq.(5), entdo x = (L*)"'x satisfaz a Eq.(4). Portanto, quando um problema de autovalores
generalizado tem as matrizes A e B hermitianas e B € definida positiva; entdo este ¢ um problema
bem-condicionado, porque pode ser reduzido a um problema padrao, com mesmos autovalores
e que por sua vez € bem condicionado.

3 MEDIDA DO CONDICIONAMENTO

A questdo que surge entdo é de como medir o condicionamento de um problema. De um
ponto de vista tedrico pode-se idealizar o problema tratado como uma fungdo f : X — Y, onde
X, Y sdo espacos normados, assim para cada x € X, dy € Y, tal que y = f(x).

Com isso, define-se que o nimero de condi¢do, k, para o caso real, € dado por:

|f(x)|, erros absolutos
xf’(x)
J(x)

k(f)(x) = ©)

, erros relativos

Este nimero permite medir o condicionamento do problema. De maneira andloga, quando
toma-se X = R™, Y = R", para m, n arbitrarios, o nimero de condic¢ao é dado por Bazan(2003):

163l < N6l 1/ leo (7

onde Jf é a matriz Jacobiana de f, dx e dy sdo as perturbacdes geradas pela aproximacao de
Taylor, e ||.||, € a norma no infinito.
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Assim, tomando A € R™" matriz, e um vetor b, considerando que o sistema de equagdes
lineares é de primeira ordem, Ax = b, tem-se x = f(b) = A~'h. Consequentemente verifica-se
que a Jacobiana (Bazan, 2003), nesse caso, é dada por Jf(b) = A~'. Dessa maneira segue que,
pelos resultados anteriores, o niimero de condig¢do da matriz A, denotado por «(A), € dado por:

il At sl a7

b) = =
KOO = = )

< JlAf]ja| (8)

onde usualmente a norma utilizada é a euclidiana. De acordo com Wilkinson(1965), o niimero
de condigdo de uma matriz é definido por

[ A,]
|4]

K(A) = )
se a matriz A for simétrica; e A;, A, sdo os autovalores de A, 0 menor € 0 maior autovalor
respectivamente.

Papathanasiou e Psarrakos(2010), definem o niimero de condi¢do de autovalores como
sendo:

K(P.1) = W(||/\/0||||¢’o||)K(Cp’ 2 (10)

ol lloll

onde y, € C" é autovetor a direita e ¥, € C" € autovetor a esquerda, do polindmio matricial
P,,(A); e sendo A, também, autovalor da matriz companheira C,, sendo

ol lloll

S

(1)

onde * denota conjugacdo complexa, ||.|| a norma euclidiana do vetor, e a matriz companheira
do polinémio P,,(1) de ordem nm X nm é definida como:

0 1d 0
0 0 :
C,= (12)
: : Id
| A Ay -A AL - A AL

4 ANALISE DINAMICA DE ESTRUTURAS

A andlise de vibracdes livres em estruturas ndo amortecidas recai no problema (Chopra,
2012):

K¢ = w*M¢ (13)

onde K € a matriz de rigidez, M a matriz de massa, w a frequéncia natural e ¢ o vetor de modo
de vibragdo natural.
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Condicionamento do problema de autovalores obtido do MEFG na dindmica de estruturas.

As matrizes K e M quando provem da forma fraca de Galerkin referente ao equilibrio
dindmico do sistema para vibracdes de barras, sdo dadas na forma:

oD, D
K=lkl= | Z==2d0 14
[kij] , Tx ox (14)

Q

onde as @’s sdo funcdes de interpolacdo e Q o dominio global do problema. A escolha das
funcgdes de interpolacdo depende do método aproximado a ser empregado.

4.1 Aproximacoes pelo MEFG

O MEFG surgiu a partir do Método dos Elementos Finitos da Particio da Unidade, onde
o enriquecimento local do subespago de aproximacgdo € incorporado através do MPU (Arndt,
2009).

As fungdes de aproximacdo, além de representarem uma boa aproximacao local, devem ser
densas no conjunto de solu¢des da equacgdo diferencial a ser resolvida. Como a escolha ndo é
Unica, entdo ela depende de aspectos como custo da constru¢dao das matrizes e otimalidade do
sistema.

O MPU permite construir um espaco de aproximagdo com a regularidade desejada, inde-
pendente dos espacos de aproximagdo locais, preservando as propriedades destes espagos. A
aproximacao da solucdo proposta pelo MEFG no dominio do elemento mestre pode ser escrito
como combinacdo das componentes (Arndt et al., 2014):

U = UyEF + UENRIQUECIMENTO (16)

onde uyrr € a componente do MEF baseada nos graus de liberdade nodais € ugnriouecivento
€ a componente de enriquecimento gerada pela particio da unidade e baseada nos graus de
liberdade de campo.

O enriquecimento trigonométrico reproduz alguns modos de vibragdo fundamentais na es-
trutura, permitindo uma grande acurdcia dos resultados obtidos. Assim a aproximagao trigono-
métrica do MEFG ¢ dada por:

n

2
u@) = ) m&)+meE) {Z (£©+r5©)
i=1

=1

+ (&) [Z (£i@ + fz(j(f))} (17)

=1
Neste trabalho utilizam-se as fun¢des de enriquecimento, baseadas em Arndt(2009) e Torii
et al.(2015), dadas por:
fi; = sen (ﬁj(l + §))
fE = cos (Bi(1 +&)) - 1
5= sen(ﬁj(f— 1))
£ =cos (B - 1) -1

(18)
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para j = 1,2, ...,n;, sendo n; o nimero de niveis de enriquecimento.

E as funcdes da particdo da unidade utilizadas foram:
_-9

D (19)
2

m

mn

3
Para este trabalho considerou-se § € (=1,1) e §; = jzn, Vi=1,2..n.

Por constru¢cdo do método, como apresentado por Arndt(2009), sabe-se que as matrizes K
e M sdo matrizes hermitianas. Sendo M definida positiva (Inman, 1996), entao pode-se aplicar
a decomposicdo em M, transformando o problema de autovalor generalizado em um padrao
bem-condicionado. E se x ¢ autovetor da Eq.(5), entdo x = (L*)~'X satisfaz a Eq.(13); logo
pelas defini¢des anteriores segue que os autovalores sdo reais e positivos, ou seja, w* € R.

Como a matriz de massa € por defini¢cao definida positiva nos problemas de vibracao livre
nao haveriam motivos para medir o condicionamento do sistema, pois sabe-se que o problema
€ bem-condicionado e os autovalores sdo reais e positivos. Porém, dependendo da precisao
empregada no cdlculo das matrizes de massa e rigidez observa-se que o problema continua
mal-condicionado numericamente, sendo entdo necessario verificar a sensibilidade numérica da
matriz de massa, pois o bom condicionamento do problema depende desta ser numericamente
definida positiva.

5 ANALISE DA SENSIBILIDADE DA MATRIZ DE MASSA

Uma primeira anélise foi feita, variando o nimero de digitos significativos (precisdo) para
a aproximacgao numérica (integragdo numérica) das matrizes de massa e rigidez, calculando-se
o erro absoluto das aproximagdes em relagdo aos valores exatos (integracio exata). As matrizes
geradas, no software Maple, tem 5 niveis de enriquecimento (n; = 5), variando o nimero de
digitos significativos (17, 19 e 22). Para determina¢do das matrizes aproximadas foi empregada
a quadratura de Gauss.

As figuras 1 a 3 a seguir apresentam, a titulo de ilustragdo, a distribui¢do do erro nas matri-
zes de massa e rigidez para uma precisao de 17, 19 e 22 digitos significativos, respectivamente.

Observa-se que a parte central das matrizes de massa e rigidez, € a que contém 0s erros
mais altos na matriz, embora sejam bastante pequenos. Nessa regido estdo as funcdes de enri-
quecimento dos niveis mais altos (no caso, nivel 5).
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le-16 le-14
o} ol
2.00 2.8
1.75 24
5t 5|
1.50
2.0
1.25
10} 10} 1.6
1.00
1.2
0.75
15} 15/
0.8
0.50
0.25 0.4
20+ 20+
: : : : ; 0.00 : : : : 0.0
0 5 10 15 20 5 10 15 20
(a) Matriz de Massa (b) Matriz de Rigidez
Figura 1: 17 digitos
le-18
o} ol
18
1.6
St 14 St
12
10} 1.0 10}
0.8
15} 06 15}
0.4
0.2
20+ 20+
L L L L L 00 L L L L
0 5 10 15 20 5 10 15 20
(a) Matriz de Massa (b) Matriz de Rigidez
Figura 2: 19 digitos
le-19 le-16
o} ol
9.0 14
5F 5h 1.2
7.5
1.0
6.0
10} 10 0.8
4.5
0.6
15+ 3.0 15+
0.4
15 0.2
20+ 20+
: : : : : 0.0 : : : : 0.0
0 5 10 15 20 5 10 15 20
(a) Matriz de Massa (b) Matriz de Rigidez
Figura 3: 22 digitos
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Considerando o erro das aproximacdes, uma segunda anélise foi feita, mas agora obser-
vando a partir de qual precisdo a matriz de massa torna-se definida positiva e a ordem do nimero
de condi¢do dessa matriz (Tabela 1 a seguir).

Tabela 1: Precisao a partir do qual M se estabiliza como definida positiva e ordem do nimero de condi¢cao

Numero de Niveis 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Nimero de digitos significativos | 4 6 10 17 21 25 28 34 36 43

Ordem do ndmero de condi¢io | 10* 108 102 10Y7 10*' 10 10%® 10%* 10® 10%

Observa-se que a poténcia da ordem do nimero de condi¢io se aproxima da precisdo ne-
cessdria para que a matriz M torne-se definida positiva. Por exemplo, com 6 niveis de enrique-
cimento a matriz € definida positiva a partir de 25 digitos de precisdo e a ordem do nimero de
condigio é 10%.

6 CONCLUSAO

O objetivo deste trabalho foi fazer uma andlise do problema de autovalores generalizado e
a perturbacdo gerada pelas aproximagdes das matrizes do Método de Elementos Finitos Gene-
ralizados (MEFG). Mesmo com toda a base tedrica matemdtica garantindo que o problema de
autovalores generalizado da vibragdo livre de barras é bem condicionado, ainda assim encontra-
se grande sensibilidade no problema da Eq.(13). Essa sensibilidade estd diretamente ligada com
os erros de aproximacdo gerados pelo MEFG, na constru¢cao das matrizes de massa e rigidez,
que por fim provocam perturba¢des nos autovalores.

Para a andlise de vibracdes livres de barras pelo MEFG observa-se uma correlacdo direta
entre a poténcia da ordem do nimero de condi¢do da matriz de massa e a quantidade de di-
gitos significativos (precisdo) necessdria para que a matriz de massa torne-se numericamente
definida-positiva, ou seja, quando a mesma satisfaz as hipdteses para o bom condicionamento.
Logo, a ordem de grandeza do nimero de condi¢dao da matriz de massa pode ser utilizado para
estimar a precisao necessdria na constru¢ao da matriz de massa e portanto ser também empre-
gada na comparacdo de estabilidade de diferentes propostas de fungdes de enriquecimento para
o MEFG.

Pesquisas em andamento pretendem verificar se esta correlacdo também ocorre nos proble-
mas de vibracao livre de vigas, estado plano e outros.
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