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Abstract. Um mecanismo flexivel é uma estrutura mecdnica composta por apenas uma pe¢a
capaz de transformar uma dada forca de entrada em um movimento de saida, ampliando e mo-
dificando sua direcdo de acordo com a resposta desejada. Devido a facilidade de producdo
em escalas milimétricas, o design deste tipo de mecanismo tem sido utilizado em diferen-
tes aplicagbes em micro ou até mesmo nanoescala, tais como microcirurgia, manipulagdo de
células e circuitos microeletronicos. Uma abordagem cldssica para esse problema utilizando
otimizagdo topologica consiste na maximizagdo do deslocamento de saida, em uma diregcdo
preestabelecida, para uma forca de entrada dada. No entanto, essa formulacdo tende a produ-
zir mecanismos com juntas extremamente flexiveis, em que as tensoes em geral ultrapassam o
limite de resisténcia do material. Sendo assim, nesse trabalho é proposta uma nova formulagdo
utilizando o conceito de derivada topologica que consiste em introduzir uma restrigdo de falha
local baseada na tensdo de von Mises ao problema, o que alivia o surgimento das tais juntas
flexiveis, conduzindo a mecanismos que atendem simultaneamente aos critérios de resisténcia
mecdanica e funcionalidade.
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Sintese de mecanismos flexiveis com restri¢do em tensdo

1 INTRODUCAO

Mecanismos sio dispositivos mecanicos capazes de transformar ou transferir uma dada
forca, deslocamento ou energia de entrada em um movimento de saida, ampliando e modifi-
cando sua dire¢ao de acordo com a resposta desejada. De um modo geral, os mecanismos
rigidos tradicionais sd@o formados por um conjunto de partes rigidas conectadas por pinos ou
juntas moveis que permitem o movimento de corpo rigido. Por sua vez, os mecanismos flexiveis
sdo formados por uma unica peca e sdo capazes de realizar o movimento desejado a partir da
propria flexibilidade de seus membros. Logo, sdo faceis de serem fabricados e miniaturizados,
sendo menos suscetiveis a desgaste, atrito e folga, além de nao necessitarem de lubrificacao.

Embora o conceito de mecanismo flexivel ndao seja novo (Burns and Crossley (1964)) este
tipo de estrutura eldstica tem recebito bastante atencao nos dltimos anos devido a facilidade de
fabricac@o em escalas cada vez menores, a introdu¢ao de materiais com propriedades superiores
e ao rapido desenvolvimento dos sistemas microeletromecanicos (MEMS). Além disso, de um
modo geral, os mecanismos flexiveis sdo capazes de exercer movimentos precisos, 0 que 0s
tornam aplicdveis em diferentes dreas: medicina, em microcirurgias; biologia, na manipulagao
de células; industrias espacial e eletronica, no desenvolvimento de sensores; dentre outras.

Assim como vantagens, existem dificuldades e desafios na sintese de mecanismos flexiveis.
Um mecanismo flexivel precisa ser elastico o suficiente para exercer o movimento desejado
€ a0 mesmo tempo resistente o suficiente para suportar os carregamentos aplicados. Além
destes objetivos conflitantes, existe uma tendéncia de formacao de articulagdes ou rétulas no
mecanismo resultante. Estas articulagdes tornam o mecanismo flexivel andlogo ao mecanismo
rigido, devido a deformacdo que é principalmente concentrada em torno das articulagdes, onde
0 mecanismo € propenso a concentra¢do de tensdo e ruptura por fadiga (Luo et al. (2008),
Sigmund (1997)). Neste sentido, obter um mecanismo flexivel 6timo sem a presenga de juntas
tem sido uma tarefa desafiadora e um potencial objeto de aplicacdo dos métodos de otimizagao
topoldgica.

A otimizagdo topoldgica € um campo de pesquisa que vem sendo aplicado com sucesso em
diferentes problemas da engenharia com o auxilio das técnicas e andlise de elementos finitos
(o leitor interessado pode consultar os trabalhos de Eschenauer and Olhoff (2001) e Sigmund
and Maute (2013) para uma visao geral dos métodos de otimizacao topoldgica). Na otimizagao
topoldgica, uma determinada quantidade de material € distribuida em um dominio inicial, su-
jeito a certas restricoes e condi¢des de contorno, via um processo numérico iterativo até que
uma funcao custo preestabelecida seja otimizada. Uma abordagem relativamente nova para este
tipo de problema € baseada no conceito de derivada topoldgica (Sokotowski and Zochowski,
1999). A derivada topoldgica é um campo escalar que mede a sensibilidade de um funcio-
nal de forma quando o dominio sobre o qual ele estd definido € submetido a uma perturbagao
infinitesimal, seja ela singular, como a insercdo de furos, ou regular, como a inclusdo de ter-
mos fonte. Tal ferramenta tem sido aplicada em diversos contextos como: problemas inversos
(Amstutz et al., 2005), processamento de imagem (Hintermiiller, 2005), otimizagdo topoldgica
(Amstutz et al. (2012)), modelagem constitutiva multiescala (Amstutz et al. (2010); Novotny
et al. (2010)), andlise de sensibilidade a fratura mecanica (Van Goethem and Novotny, 2010) e
modelagem de evoluc¢do de dano (Allaire et al., 2011). Em relacdo ao desenvolvimento tedrico
da andlise assintdtica topoldgica pode-se citar os trabalhos de Amstutz (2006, 2010) e Novotny
and Sokotowski (2013). No presente trabalho, a derivada topoldgica é aplicada no contexto de
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otimizacdo topoldgica de mecanismos flexiveis com restricdo em tensao.

A maioria do desenvolvimento da otimizacao topoldgica estd concentrada no problema de
complacéncia, embora a tensdo seja uma das consideracdes mais importantes. E no contexto
de mecanismos flexiveis ndo é diferente. Segundo Le et al. (2010), isto provavelmente ocorre
por que existem desafios nos problemas de otimizagdo baseados em tensdo que precisam ser
superados tais como a natureza local da restri¢do e seu comportamento nao linear. Uma aborda-
gem cléssica para a otimizac¢ao topoldgica de mecanismos flexiveis consiste na maximizacao do
deslocamento de saida, em uma direcao preestabelecida, para uma forca de entrada dada. Outra
abordagem consiste em maximizar a chamada vantagem mecanica, que € o resultado da divisao
da forca de saida pela for¢a de entrada, sujeita a restricoes nos deslocamentos de entrada e
saida. No entanto, estas formulagdes tendem a produzir mecanismos com juntas extremamente
flexiveis, em que as tensdes em geral ultrapassam o limite de resisténcia do material. Por conta
disto uma série de pesquisas foram desenvolvidas, em sua maioria no contexto do método SIMP
(Solid Isotropic Material with Penalization) para eliminar o surgimento de tais juntas (Lenz and
Fonseca, 2004; Luo et al., 2008; Meneghelli and Cardoso, 2013).

Sendo assim, neste trabalho propde-se uma nova abordagem para o problema de otimizagdo
topoldgica de mecanismos flexiveis baseada no conceito de derivada topoldgica que consiste em
introduzir uma restri¢ao na tensao de von Mises ao problema. Com isto, é possivel eliminar o
surgimento de juntas extremamente flexiveis, conduzindo a mecanismos que atendam simulta-
neamente aos critérios de resisténcia e funcionalidade. Para tanto, serdo utilizados o algoritmo
de otimizagao topoldgica proposto por Amstutz and Andréd (2006) e uma abordagem diferente
para a restri¢do em tensdo proposta por Amstutz and Novotny (2010).

O presente trabalho esta organizado da seguinte forma: a Secdo 2 apresenta a formulagao
do problema; a Secdo 3 apresenta a férmula analitica para a derivada topoldgica do problema em
questdo; a Secdo 4 descreve resumidamente o algoritmo utilizado; a Secao 5 apresenta alguns
exemplos numéricos e por fim a Se¢do 6 apresenta as consideragdes finais.

2 FORMULACAO DO PROBLEMA

Deseja-se encontrar a topologia 6tima de um mecanismo flexivel com restricdo em tensao
de von Mises - sob as hipoteses da Elasticidade Linear. Entdo, o correspondente problema de

otimizacao € matematicamente apresentado a seguir.
) 1
Qout //

Qin Lout
N .

Fin w

I'p D

Figura 1: Representacao do dominio.
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Sintese de mecanismos flexiveis com restri¢do em tensdo

Considere um dominio aberto e limitado D C R? e um subdominio 2 C D com fronteira
Lipschitz I, veja a Fig. 1. A fronteira I' € dividida em dois conjuntos disjuntos I' = I'p U 'y,
onde I'y = I';,,UT’,,,;,Ul' sdo subconjuntos disjuntos de I'y. As tracdes de entrada, saida e nulas
sdo prescritas em 'y enquanto os deslocamentos sao prescritos em ['p. Entdo, dado o dominio
D e um subdominio 2*, o problema de otimizacao consiste em encontrar um subdominio €2 C
D, Q) = Q*Uw C D com w usado para denotar a parte de {2 onde ndo ha restricio em tensao,
que satisfaz o seguinte problema de minimizacao:

Minimizar Fq(u 1
QcD (u) (D
sujeito a uma restricao do von Mises no tensor tensao o:

oy(u) <7 ae in Q*CQ (2)

com u solugdo do problema variacional: Encontrar u € U, tal que

/ 0(”) ’ 8(77) = / Qin = 7] + / Gout * 1] V’? S ua (3)
D Tin Tout

sendo U o espaco definido por

U:={peH(D:R”:¢lr, =0} )
O funcional objetivo F(, é dado por

Fa(u) = BlQ + T (u) (&)

onde § = B*\ |D], | - | é a medida de Lebesgue, e 7 € escrito como (Amstutz and Andri, 2006;
Lopes et al., 2014)

j<u>:/ Qin'u"i_"f/ Gout * U, (6)
Fin Tout

com ~ > 0 um coeficiente de penalizacdo. A tensdo de von Misses o, € dada por

1
oy (u) = §Ba(u) co(u) (7)
onde
B=31-1Ix1 (®)

O tensor tensdo Cauchy o(u) e o tensor de deformagdo de Green linearizado ¢ sdo definidos
como

1
o(u) = Ce(u), e(w) = 5(Vut(Vu)'), ©)
com o tensor constitutivo C dado por

C=2ul+\I®T). (10)
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onde I e I sdo os tensores identidade de quarta e segunda ordens, respectivamente, e (1 € A
denotam os coeficiente de Lamé, ambos considerados constantes. Particularmente, em estado
plano de tensdes tem-se

vE

E
- d \= — 11
oty ™ 102 (1D

onde I é o mdédulo de Young e v o coeficiente de Poisson.

A fim de simplificar a implementacdo numérica, considera-se que o dominio D é decom-
posto em dois subdominios 2 e D \ €. O dominio §) representa a parte elastica enquanto
que D \ Q € preenchido com um material muito complacente, utilizado para representar furos.
Este procedimento permite trabalhar em um dominio computacionalmente fixo. Desta forma,
introduz-se uma fungéo constante por partes p = p(x), tal que

1, se x € ),
p=p(r):= (12)
po <1, sexeD\Q,

onde py € R™ é utilizado para representar os vazios. Isto é, o problema de otimizag¢do, onde
a estrutura em si consiste no dominio {2 de propriedades eldsticas conhecidas e na parte vazia
restante D \ €2, é aproximado por meio da distribuicdo de material bifasico dado por (12) sobre
(2. Assim, a regido vazia D \ 2 é preenchida por um material (the soft phase) com médulo de
Young, poE, muito menor que o médulo de Young, £, do material eldstico (the hard phase).

2.1 O problema de otimizacao penalizado

A presenca de uma restri¢do local em tensao dificulta tratar o problema de otimizacdo
diretamente. Esta questdo foi discutida em detalhes por Le et al. (2010) no contexto dos métodos
SIMP (Bendsge and Sigmund, 2003). Aqui, serd utilizada a abordagem proposta por Amstutz
and Novotny (2010) que consiste em aproximar o problema de otimizac¢do original por meio
de uma funcdo de penalizacdo regularizada para a restricdo em tensdo. Antes de prosseguir,
introduz-se a tensao normalizada, .S, definida por

S(u) = —=. (13)
Entdo, a restricdo em tensdo de von Mises em termos das tensdes normalizadas escreve-se

S3(u) = %BS(U) -S(u) < 1. (14)

Agora, com o intuito de definir o funcional objetivo penalizado, seja ® : RT™ — R* uma
fungdo ndo decrescente de classe C?, tal que as derivadas ®’ € ®” sejam limitadas. Dito isto, a
funcao de penalizacdo € definida da seguinte maneira:

G(u) = / (S (u). (15)
Com esta funcado de penalizacdo, define-se o correspondente funcional objetivo penalizado:

o = Fa(u) +aG(u) (16)
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Sintese de mecanismos flexiveis com restri¢do em tensdo

onde o escalar & > 0 é um dado coeficiente de penalizacdo. Em particular, no presente trabalho
toma-se a fun¢do ® no seguinte formato (para mais detalhes o leitor interessado pode consultar
Amstutz and Novotny (2010); Amstutz et al. (2012)):

d(t) = (1) 17
onde ¢ > 1 é uma parametro real dado e ® : R™ — R™ é definida como
O, (t) = 14 ()1 - 1. (18)

Entdo, o problema de otimizagdo com restri¢do em tensao de von Mises original (1-2) pode ser
aproximado pelo seguinte problema de otimizacao penalizado:

Mlglcrglze F(u) = B|9| —l—/

Tin

QmU—'—K'/ QOut'u+a/ ®(S%4<u))7 (19)
Fout *

com u solugdo de (3).

3 A DERIVADA TOPOLOGICA

A derivada topoldgica foi introduzida por Sokotowski and Zochowski (1999) e fornece a
sensibilidade de um funcional de forma com respeito a uma perturbacao infinitesimal. Esta é
definida através da passagem do limite quando o pequeno parametro que governa o tamanho
da perturbacdo topoldgica tende a zero, veja Lopes et al. (2014), e, portanto, pode ser utilizada
como uma direc¢do de descida em um processo de otimizagado, similiar a um método baseado no
gradiente do funcional custo e tem sido aplicada com sucesso em varios problemas tais como
otimizacao estrutural, mecanica da fratura, problemas inversos, dentre outros. Com o intuito
de tornar o trabalho autocontido, a derivada topoldgica associada ao problema de otimizagdo
(19) € apresentada a seguir (Novotny and Sokotowski, 2013; Lopes et al., 2014; Amstutz and
Novotny, 2010).

Teorema 1. A derivada topologica do funcional objetivo (16) com respeito a nucleacdo de
uma pequena inclusdo circular com propriedade material diferente do meio,representada por
um contraste v, é dada pela seguinte soma:

Dy F§(u) = Dp|Q| + DpJ (u) + aDrG(u), (20)

em que a derivada topoldgica do volume Dr|Q)| é dada por

—1, em ),
Dr|Q] = o 21
1, emD\2

e a derivada topolégica do funcional [J é escrita como
DrJ(u) = —Po(u) - Vv (22)

em que o tensor de Polarizagdo P, é dado por:

1—7 1 1—7
P, = 1 I+ —(a; — I®I 23
7 1 +")/Cl2 (( +a2) + 2(a1 a2)1+’ya1 ® ) ’ ( )
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com as constantes a, e a dadas por

A A+ 3p

ap=——-1, Qa9 = , 24
1 P S (24)
e o contraste vy é tal que
po em
L emD\ Q.
PO

Por fim, a derivada topoldgica da fungdo de penalizacdo G 1é-se

DrG(u) = =P,o(u) - Vi + (7 — 1)x o, k1 () T, BS(u) - S(u) + poxg. YT(S(u))
ki) ( 17 ) (5(25(u)  S(u) — tr2S(u)) + 3 (1 ”‘”) trQS(u)>

1 +~a, 1 +~vya;
+ X U(S(w) + (v = 1) ®(S3s(w)  (26)

onde o tensor de quarta ordem T, é definido por

1— Y ay — as
T, = al+ ——I®I1), 27
7 1+’ya2 ( 2 2(1""}/&1) ) ( )
sendo ay e ay dadas por (24) e o tensor B dado por (8). A fungdo ki (u) é escrita como
ki (u) = (S} (u)) (28)

e a fungdo caracteristica X, € definida como

1 em QF,
Xow = (29)

0 caso contrdrio.

Além disso, a fungdo Y (S(u)) é dada por
1 1
T(S(u)) = [CID (ﬁBS(u) -S(u) +BS(u) - TS (u) + 5153’]1"75@) . TVS(U))
_ o (%Bsm) . S(u)) Y (%BS(u) - S(u)) (BS(u) -']I‘VS(u))} (30)
e a fun¢do V(S (u)) lé-se

/ / 2 O(S3(w) + AL, 0)) — D(S3,(v)) — ®'(S3,(u)A(t, 0)]dbdt (31)

1l—n t 1+ ~vas
A(t,0) = — —1(S?-52)(2+3 0+ 3(S; — Sr)*(2 — 3t) cos 26
(0.0) =~y (5755 (243712 cost 4 3(5; - Sa)(2 - 30)cos
+(1—’}/> t2 1+’YCL2

1+~vas) 4 I+ ~vay

)2 (S~ S1)*(3(2 — 31)? + 4 cos6)

3(Sr + Si)” (

1+ vas

+ 6
1+ ~vay

(S7 — 512,)(2—315)0059], (32)
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com St e Sy usados para denotar os autovalores de S(u). Finalmente, o campo vetorial v é
solucdo do seguinte problema variacional adjunto: Encontrar v € U, tal que

/0(v)~€(n)=/kal(U)@S(u)f(n)—/ qin-n—/f/ Qout -1 YN EU,
D D Fin Fout
(33)

sendo U definido por (4) e o tensor de quarta ordem B dado por

B =6ul+ (A—2u)I®1. (34)

4 O ALGORITMO DE OTIMIZACAO TOPOLOGICA

Utiliza-se no presente trabalho o algoritmo proposto por Amstutz and Andrd (2006) que
consiste basicamente em encontrar uma condicdo de otimalidade local para o problema de
minimizacao (19), escrita em termos da derivada topoldgica e da funcao level-set, juntamente
com uma aproximagdo por elementos finitos. A eficicia deste algoritmo de otimizagdo to-
poldgica é demonstrada em vérias aplicagdes como em problemas de fluxo através de meios
porosos (Amstutz and Andréd, 2006), otimizacdo estrutural com restricdo em tensao (Amstutz
and Novotny, 2010; Amstutz et al., 2012) e otimizacdo de microestruturas eldsticas. Aqui, ele
serd aplicado no contexto de mecanismos flexiveis. Para maiores detalhes sobre o algoritmo o
leitor interessado pode consultar Lopes et al. (2015).

5 EXEMPLOS NUMERICOS

Primeiramente, introduz-se a seguinte métrica para calcular a eficiéncia do mecanismo:

out * U
£ = _rg o % 100% . (35)

fpm Qin = U

Além disso, considera-se D = (2. Os dominios {2* e w sdo identificados pelas cores cinza
escuro e cinza claro, respectivamente. O dominio w, representado por pequenos retangulos de
tamanho 5 x 2 mm?,2 x5 mm?2e 3 x 7 mm?, permanece inalterado durante todo o processo de
otimizacdo. Ademais, a linha grossa em preto representa a condi¢do de Dirichlet homogénea, a
linha tracejada denota a condi¢do de simetria € quando ndo especificado considera-se condi¢ao
de contorno de Neumann homogénea.

O contraste na propriedade material é dado por py = 3 x 1073, Os mecanismos so de-
senhados utilizando ndilon, o qual possui médulo de Young £ = 3 x 10 MPa, coeficiente
de Poisson v = 0.4 e tensdo limite ¢ = 40 MPa. Finalmente, os problemas mecanicos sdao
discretizados em elementos finitos triangulares lineares e trés refinos foram realizados durante
0 processo de otimizagdo.

Exemplo 1

Neste exemplo, é desenhado um inversor, mecanismo que inverte a for¢a de entrada apli-
cada gerando um deslocamento de saida na dire¢ao oposta. O dominio inical, caracterizado pela
distribui¢do de material eléstico, é representado por um retangulo 100 x 50 mm?2. O inversor é
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Figura 2: Exemplo 1: dominio inicial e condicdes de contorno.

modelado usando condic¢do de simetria € uma malha de elementos finitos com 3356 elementos
e 1764 nés. Além disso, o mecanismo € submetido a dois carregamentos uniformemente dis-

tribuidos ¢;, = 10 N/ mm?e oy = 5 N / mm? como mostra a Fig. 2. Finalmente, escolhe-se
£* =100, k = 9.0.

A Fig. 3 apresenta a distribui¢do de tensao ao fim do processo de otimizac¢do. O caso sem
restri¢do em tensdo (o = 0) foi obtido em 48 itera¢Oes e apresenta uma eficiéncia £ ~ 23%.
Nota-se que neste caso a tensdo méaxima € maior que duas vezes a tensdao admissivel devido a
presenca das juntas flexiveis, como pode ser visto na Fig. 3(a). Por outro lado, para o caso com
restri¢cdo em tensdo (o = 10) a tensdo ndo ultrapassa a tensdo admissivel e a topologica 6tima
obtida ndo apresenta juntas flexiveis, como observa-se na Fig. 3(b). Este resultado foi obtido
apés 37 iteragdes e apresenta uma eficiéncia £ ~ 24%.

N

@ a=0
|
0.8
06
04
0.2
o

(b) =10

Figura 3: Exemplo 1: distribuicao de tensao para os casos sem (a) e com (b) restricio em tensao.
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Sintese de mecanismos flexiveis com restri¢do em tensdo

As configuracdes deformadas sdo apresentadas nas Figs. 4(a) e 4(a) para os casos com e
sem restricao em tensao, respectivamente, onde nota-se que os mecanismos obtidos atendem ao
critério de funcionalidade desejado.

(@ a=0 ) a =10

Figura 4: Exemplo 1: configuraciao deformada para os casos sem 4(a) e com 4(b) restricio em tensao.

Exemplo 2

Agora, desenha-se um mecanismo do tipo alicate. O dominio inicial, caracterizado pela
distribui¢do de material elastico, é representado por um retdngulo de dimensdes 100 x 50 mm?
com uma cavidade, conforme mostrado na Fig. 5. Ele ¢ modelado usando condicao de simetria e
uma malha de elementos finitos com 2832 elementos e 1489 nds. Ademais, o alicate € submetido
a duas forgas distribuidas g;,, = —40 N/mm? € q,.; = 8 N/mm? e escolhe-se 3* = 100,
k= 9.0.

[114n

Gout1]]
10 i

Figura 5: Exemplo 2: dominio inicial e condicées de contorno.

A Fig. 6 mostra os resultados obtidos com distribui¢do de tensdo para ambos os casos
considerados. Na Fig. 6(a) a topologia 6tima foi obtida apds 55 iteragdes e com eficiéncia
& ~ 17.5%, enquanto que o resultado da Fig. 6(b) foi obtido apds 45 iteragdes e com eficiéncia
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E =~ 2.3%. Novamente observa-se que no caso sem a restricdo em tensdo (o« = 0) a tensdo
maxima ultrapassa a tensdo limite do material e apresenta juntas flexiveis, veja Fig. 6(a), o que
nao ocorre quando considera-se a restricdo em tensao, observe Fig. 6(b).

5

4

@ a=0

®a=5

Figura 6: Exemplo 2: distribuicao de tensao para os casos sem 6(a) e com 6(b) restricao em tensao.

A configuragdo deformada do mecanismo obtido, para ambos os casos considerados, €
apresentada na Fig. 7 donde nota-se que o critério de funcionalidade € satisfeito.

)

(@a=0 (b) a=5

Figura 7: Exemplo 2: configuracio deformada para os casos sem 7(a) e com 7(b) restricao em tensao.
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Sintese de mecanismos flexiveis com restri¢do em tensdo

6 CONCLUSOES

Neste trabalho o conceito de derivada topoldgica foi aplicado no contexto de otimizagao
topoldgica de mecanismos flexiveis com restricio em tensao de von Mises. Esta abordagem,
para o problema de otimizacdo descrito, forneceu uma forma analitica para a sensibilidade
topoldgica que permite obter a topologia 6tima em poucas iteracdes. Assim, o algoritmo de
otimizacao topoldgica € notavelmente eficiente e de simples implementacdo computacional.
Além disso, a metodologia utilizada para tratar a restri¢do em tensdo permitiu obter resultados
satisfatorios no que se refere ao ndo aparecimento de juntas flexiveis nos mecanimos 6timos
obtidos.
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