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Resumo. Neste trabalho descreve-se um modelo de elemento finito de viga unificado que ndo
apresenta bloqueio por deformacdo a corte e engloba as teorias de vigas de Euler-Bernoulli e
de Timoshenko. Obtém-se a matriz de rigidez unificada desse elemento através da separagdo
dos modos de corpo rigido dos modos deformacionais e da aplicacdo do principio dos tra-
balhos virtuais complementar. Implementa-se essa matriz de rigidez em um programa de ele-
mentos finitos para a andlise linear de porticos planos. Mostram-se os resultados de exemplos
numéricos nos quais se constata a inexisténcia de travamento ao cisalhamento.
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Obtengdo de um elemento de viga unificado utilizando o PTV complementar

1 INTRODUCAO

Neste trabalho descreve-se um modelo de elemento finito de viga 2D que contempla as
teorias de Euler-Bernoulli e de Timoshenko e que ndo apresenta bloqueio por deformacgdo a
corte. Em primeiro lugar, na descri¢ao cinemadtica deste elemento finito propde-se a separagao
dos deslocamentos de corpo rigido, translacdes e rotacdes, dos deslocamentos deformacionais.
Em seguida € necessario definir os modos de deformacgdes do elemento. Neste trabalho segue-
se a proposi¢do metodologica descrita no trabalho de Argyris et al., (1979) e que posterior-
mente foi utilizada, por exemplo, em um artigo publicado por Krenk (1994). Para o elemento
de viga aqui descrito, os modos de deformagdes sdo bastante simples. O primeiro modo de
deformacdo € obtido considerando o elemento sujeito a um estado de flexao pura, isto é, sem
esforgo cortante. Este modo define uma eldstica simétrica com rotagdes deformacionais 6, nas
extremidades do elemento, de mesmo moddulo e sentido contrario. Por esta razdo, € denomi-
nado de modo simétrico de deformagdo. Enquanto que o segundo modo deformacao € obtido
aplicando-se nas extremidades do elemento um momento fletor A/, de mesmo mddulo e de
mesmo sentido o que gera um estado de cisalhamento constante e uma eldstica antisimétrica,
dai a denominagcdao de modo antisimetrico de deformacdo. A partir dos deslocamentos de-
formacionais e da aplicacdo do Principio do Trabalhos Virtuais Complementares que leva em
consideracgdo o efeito do esfor¢o cortante obtém-se a matriz de rigidez unificada do elemento.

Por outro lado, a representacdo dos deslocamentos e rotagdes por meio de interpolacdes lin-
eares introduz uma gama de aproximacoes, dentre as quais provalvelmente uma das mais impor-
tantes € o travamento por cisalhamento. Este fendmeno é muito conhecido para muitas classes
de elementos finitos de vigas, de placas e de cascas cuja formulagdo basea-se em transla¢des
e rotacdes. Neste trabalho este fendmeno serd ilustrado levando em conta os modos defor-
macionais simétrico e antisimétrico proposto para o elemento de viga 2D e pela utilizacao de
interpolagdes lineares para as rotagdes. A seguir, descrevem-se algumas técnicas para evitar o
travamento por corte no elemento de viga e a0 mesmo tempo obtém-se algumas matrizes de
rigidezes decorrentes dessas técnicas. Demonstra-se que uma das corre¢des prospotas obtém
a mesma matriz de rigidez unificada descrita neste trabalho. Finalmente, implementam-se es-
sas matrizes em um programa de elementos finitos para andlises lineares estaticas de porticos
planos onde mostram-se os resultados de exemplos numéricos sem a ocorréncia de travamento
por corte.

2 DESLOCAMENTOS DEFORMACIONAIS
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Figura 1: Elemento finito de viga 2D.
Seja um elemento finito de viga com quatro graus de liberdade conforme mostra-se na

Figura 1. O vetor de deslocamentos nodais € descrito por

T

u = (u,0,,v,,0,) (1
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onde v, e v, sdo as translagdes e 0, e 0, sdo as rotacdes das extremidades do elemento,
respectivamente, conforme mostra-se na Figura 2a. Cabe destacar, que esses deslocamentos
nodais contém tanto os modos de corpo rigido quanto os modos deformacionais do elemento de
viga. Os modos de corpo rigido do elemento de viga sdo definidos como

T

u =(v,0,) 2)

onde v, € a translacdo de corpo rigido e 6 € a rotacdo de corpo rigido definida como positiva
no sentido anti-horario conforme mostra-se na Figura 2b. Considerando que as rotacdes de
corpo rigido sejam pequenas pode-se escrever que , = @ Por outro lado, os modos
deformacionais do elemento de viga sdo dados por

u, =(0,,0,) 3)

onde 0, € arotacdo nodal simétrica e 6, € a rotagdo nodal anti-simétrica conforme mostra-se
na Figura 2b. Partindo das seguintes relagdes, —0, +0 =0, —0 e ,+0, =0, —0 _, definidas
nos nods 1 e 2, respectivamente, obtém-se que

a) b)

Figura 2: Deslocamentos nodais unitarios. Modos de corpo rigido e deformacionais.

(92 - 91)

0, = %(92 + 91) - %(U2 - Ul)

w
N —=

“)

A relacdo entre os deslocamentos deformacionais e os deslocamentos nodais € dada pela
relagdo matricial u, = Bu, sendo B a matriz de transformacdo cujas componentes sdo dadas
por
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Conforme mosta-se na Figura 2b a rotacdo simétrica 6 caracteriza-se por rotacdes idénticas
nos nés e de sentidos contrarios, enquanto que a rotacao anti-simétrica ¢, por rotagdes nodais
iguais e de mesmo sentido. No proximo item obtém-se a matriz de rigidez do elemento de viga
levando em consideracdo o estado de esforcos internos gerados pelos modos deformacionais
gerados por 6_ e 6, respectivamente.

3 MATRIZ DE RIGIDEZ UNIFICADA
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Figura 3: Modos deformacionais. Flexdo simétrica e flexdo anti-simétrica

Conforme mostra-se na Figura 3a o modo deformacional simétrico gera um estado de flexao
pura cujos momentos nodais M sdo iguais e tém sentidos contrarios. No estado de flexdo pura
o momento fletor é constante, consequentemente o esforco cortante € nulo, isto é, () = 0. No
entanto, na Figura 3b observa-se que o modo deformacional anti-simétrico gera um estado de
flexdao simples cujos momentos nodais M, sdo iguais e possuem sentidos iguais resultando em
um diagrama de momento fletor linear. O estado de flexdo simples resulta em um esfor¢o de
cisalhamento constante no valor de Q = 2M_ /1.

Para determinar as rotagdes simétricas 6, nos nds aplica-se um par de momentos virtuais
simétricos 6 M, = 1 em ambos nés do elemento, enquanto que para as rotagdes anti-simétricas
6, aplica-se um par de momentos virtuais anti-simétricos 0 M/, = 1, respectivamente. O trabalho
virtual externo € igual em cada nd, e as rotacdes nodais podem ser obtidas através do principio
dos trabalhos virtuais complementares como
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l
M (x) M, (x Ml
20, :f%dx— Bl

0

(6)

I
_ My (2) My (2) | Q4 (2)Qy (2) — M.l 4aM,l
29a—f< BT T GA, )dx_sEI GA,Z
0
Para obter os resultados acima foram utilizados as fun¢des M (x) e M, (x) e suas respecti-
vas variagdes virtuais M _(x) e M (z) detalhadas no Quadro 1.

Quadro 1: Variagao virtual dos esforcos internos em relacao a
M, e M, respectivamente

SIMETRICA

M(z) = M,

OM(x) = i oM, = 16M,, oM, =1 .. dM(z) =1
ANTI-SIMETRICA

M(z) = (2 -1)M

l a

SM(z) = 2D 5pp = (22 —1)6M,, M, =1 .. §M(z) = (2 —1)

a

M 2M,
Qz) = d;x) =7

0Q(x) = GRA M, = 35M,, M, =1 .. 6Q(x) =3

Desta maneira, os coeficientes de flexibilidade do elemento de viga contém duas relagcoes

M. M,
05_ E[’ 0a_<1+¢))6E[ (7)

onde o efeito da deformacdo de cisalhamento € determinada pelo pardmetro adimensional

12E1
CI) = —
GA,l’ ®)

onde A, ¢ a drea da secdo transversal corrigida pelo fator de forma que leva em conta o
efeito da distribuicdo das tensdes cisalhamento na secdo transversal. Por exemplo, para secdes
retangulares este valor é 5/6, enquanto que para secdes I, A, € aproximandamente igual a drea
da alma. Nos exemplos numéricos aqui descritos serd adotado o valor A, = %A. Note-se que
para a hipétese de Bernoulli ¢ = 0.

. T ~
Agora, escreve-se o vetor de forcas nodais f = (Q,, M,,Q,, M,) em fun¢do dos momen-
tos fletores simétricos e anti-simétricos de acordo com seus sentidos definidos na Figura 3 e

CILAMCE 2015
Proceedings of the XXXVI Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Ney Augusto Dumont (Editor), ABMEC, Rio de Janeiro, RJ, Brazil, November 22-25, 2015



Obtengdo de um elemento de viga unificado utilizando o PTV complementar

com os sentidos dos graus de liberdade do elemento de viga definidos na Figura 1. Portanto,
chega-se a

( 3 ( ) B T

Q, 2M, /1 0 2
M, —M,+ M, 1= 1 M,
_ =7 ©)
Q, —2M, /1 0 =2 \M,
M, M,+ M, 1
\ Vs \ J L m
Por outro lado, usando a equacdo (7) pode-se escrever que
2ET 1 6FI
M =226, M = — (10)

s l a (1 + (P) l a

Desta maneira, o vetor de for¢as nodais pode ser escrito em fun¢do dos modos deforma-
cionais definidos na Figura 2b. Entdo, substitui-se os valores de M_ e M dados pela equacdo
(10) na equacdo (9), chega-se a seguinte expressao

Q, 0 6

M, _ 2EI —(1+®) 3l 6. an
0, (1+P)l 0 6| |0
\sz (1+®) 3l

Por fim, para obter a matriz de rigidez do elemento de viga definido na Figura 1 expressa-se
o vetor de forcas nodais em fun¢do dos deslocamentos nodais. Assim, substituindo os valores
de 6, e 6, dados pela equacido (5) na equagdo (11), obtém-se que

( ) B T ()
Q, 12 61 —12 61 v,
M 6 (4+®)0° —61 2-d)N°| |0
Ph = B 1 (12)
TR
Q, ~12  —6l 12 —6l v,
| M, 6 (2—®)N° —61 (4+®)N°| |6, )

Em forma compacta a equacdo acima escreve-se como f = Ku, onde K é a matriz de rigidez
do elemento de viga definido na Figura 1, cujos coeficientes sdo dados na equacdo (12). Ob-
serve que esta matriz leva em consideracdo a hipétese de Bernoulli e o efeito da deformacao
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por cisalhamento através do pardmetro ®. No préximo item demonstra-se que esta matriz de
rigidez ndo introduz o efeito de bloqueio por deformacio de corte. E importante destacar o uso
da metodologia de separa¢do do movimento de corpo rigido do movimento deformacional do
elemento de viga para a obtencao da matriz de rigidez. Em seguida, definem-se os eforcos inter-
nos resultantes dos modos de deformacao simétrico e anti-simétrico, respectivamente. Aplica-se
o principio dos trabalhos virtuais complementares para obter os coeficientes de flexibilidade e
por fim os coeficientes de rigidezes. Esta abordagem pode ser usada para problemas mais gerais,
tais como, vigas de altura varidvel, vigas curvas, etc. Além de incluir o efeito do esforco cortante
na obtencdo dos coeficientes de rigidezes desses elementos, para maiores detalhes consultar a
referéncia Krenk (1994).

4 BLOQUEIO POR CISALHAMENTO

A representacao dos deslocamentos e rotagdes por meio de interpolagdes lineares introduz
um numero de aproximagdes, dentre as quais provalvelmente uma das mais importantes é o
travamento por cisalhamento. Este fendmeno, que é muito conhecido para muitas classes de
elementos finitos de vigas, de placas e de cascas cuja formulagdo basea-se em translacdes e
rotagdes, serd ilustrado aqui através de um simples elemento de viga 2D. Portanto, considera-se
uma viga bi-apoiada sob flexdao pura conforme mostra-se na Figura 4a, consequentemente esta
viga estard sujeita a um estado de cisalhamento nulo. Por outro lado, a curvatura e a deformagao
de cisalhamento sdao dadas por

,{/:0/’ ’}/:U/—e (13)

Com essas medidas de deformagdes a energia eldstica armazenada da viga bi-apoiada se
escreve como

L

U:%/wm2umw%m (14)

0

onde A, € a drea da secdo transversal corrigida pelo fator de forma que leva em conta a
distribui¢do das tensoes de cisalhamento como definido anteriormente. O problema do trava-
mento por cisalhamento surge devido ao segundo termo da expressdao acima uma vez o que o
mesmo ndo € capaz de representar um estado de cisalhamento nulo se as varidveis v'(z) e 0(x)
sdo interpoladas linearmente.

Seja a viga bi-apoiada de comprimento L discretizada em n elementos idénticos de com-
primento [ = % sujeitos a flexdo pura conforme mostra-se na Figura 4c. Para cada elemento
a translagdo v(x) e a rotag@o f(x) sdo interpoladas linearmente em fungdo dos respectivos val-
ores nodais. Os valores exatos da curvatura x = €’ e das rotagdes nodais da viga bi-apoiada sdo
dadas por

M, _ Ly ML
EI’ 4 5~ 9FI

(15)
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Figura 4: a) Flexdo pura. b) Distribuicio de 0 e v'. ¢) Elemento finito de viga.

Na Figura 4b mostra-se a fungdo linear de 6(z) no intervalo de [0, L]. Devido a interpolagio
linear de v(z) em cada elemento, a sua derivada v'(z) serd constante. No presente caso cada
elemento deforma-se simetricamente, desta maneira a fungdo v’(x) intersecta a fungéo () na
metade de cada elemento como mostra-se a Figura 4b. Dentro do intervalo [0, L], a fun¢do v'(z)
¢ representada por uma fun¢do degrau, como consequéncia a deformacgdo por cisalhamento
~v = v’ — 0 € diferente de zero em cada elemento, enquanto que a solucdo exata é dada por
~v = 0. Portanto, o segundo termo da energia de deformacao, para o caso de flexdo pura, deveria

L
anular-se, isto ¢, 3 [ GA v* dz = 0. Este fato acontece devido as varidveis v(z) e 6(z) terem

0
sido interpoladas linearmente o que acarreta o travamento por cisalhamento.

Para calcular uma expressao aproximada da energia de deformacao da viga discretizada em
n elementos, as varidveis v(x) e (x) para cada elemento serdo interpoladas linearmente como

6 =(1—2), + 26,

(16)
— T x
v=(1-7F)v, + v
Desta maneira, a curvatura e a deformacao de cisalhamento sdo dadas por
__de 0,—0, 26,
K= =77 =7
/ dv __ Vg~V — —
V=% =0, comv, =v, =0 A7)

~ 0 . .
Lembrando que a razdo -+ representa a proporcionalidade entre 6, e 6, conforme mostra-se

na Figura 4. Substituindo as equacgdes (17a) e (17¢) na equacdo (14) chega-se a
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l 2 l 2
Uiprow = %nfE[(@) de+3n [ GA, (1 — 27“””) 0" dx
0 0 (18)
U —iprn(2a) 41 %)
apror = 3 <T) +3 GA0L<7)

O primeiro termo representa o valor exato, enquanto que o segundo termo é uma con-
sequéncia indesejavel devido a inconsisténcia na representa¢ao da deformacgao de cisalhamento.
E conveniente escrever este resultado do seguinte modo

U :(1+

aprox

¥ )U (19)

L

onde @, é um parametro de cisalhamento adimensional da viga bi-apoiada dado por

12E1

d =
v T IPGA,

(20)

Para viga de Bernoulli a rigidez ao cisalhamento € infinita, o que implica em ¢, = 0.
Portanto, conclui-se que a interpolacdo linear para as translacdes e rotagdes nao reproduzem
a hipétese de Bernoulli para vigas. Por outro lado, observa-se que o efeito de bloqueio por
cisalhamento no caso de flexdo pura depende do parimetro n?®, , que € o fator de cisalhamento
de um elemento individual, e é dado por

12E1
O =n’d = 21
n L l2(;j40 ( )

Trata-se do mesmo parametro obtido no item anterior dado pela equacio (8). Nota-se pela
expresao (19) que este fator introduz um aumento artificial na rigidez da viga bi-apoiada sob
flexdo pura. Sendo que este erro decresce com n~2, mas é indesejavel o uso de muitos elementos
para obter a solu¢dao de um simples problema de viga. A seguir descreve-se de maneira suscinta
técnicas para evitar o travamento por deformacao de cisalhamento.

4.1 Técnicas para evitar o bloqueio por cisalhamento

Segundo Krenk (2009) ha basicamente trés técnicas para evitar o travamento por cisal-
hamento em elementos finitos com formulacao em deslocamentos. Para o elemento de viga
sob flexdo pura aqui descrito é suficiente adotar uma interpolac@o linear para 6(r) e uma
interpolagdo quadratica para v(z) pois representaria de maneira consistente a deformagao de
cisalhamento, isto é, v = v' — 6 = 0. Para teoria de vigas mais abragente pode-se evitar o trava-
mento com a introdu¢dao de um né no centro do elemento para os graus de liberdades transla-

cionais ou a adocdo de um modo de deformacgdo adicional, que posteriormente é eliminado
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a nivel de elemento. Esta técnica € descrita, por exemplo, em Ibrahimbegovié (1995). A se-
gunda técnica € a utilizacdo da integracdo reduzida que € adotada para ndo levar em conta certas
contribui¢des para o calculo da matriz de rigidez do elemento. Esta técnica, por exemplo, esta
descrita em Hughes (1997). Para o exemplo descrito no item anterior esta técnica corresponde
avaliar a deformacao por cisalhamento no centro do elemento. Portanto, mostra-se na Figura 4b
que as contribuicdes indesejadas de deformacdo de cisalhamento ndo seriam computadas para
a avaliacdo da energia de deformacao do elemento. A terceira estratégia consiste em modificar
os coeficientes de rigidezes para compensar os erros introduzidos pelas interpolagdes lineares
de O(x) e de v(z). A seguir obtém-se os coeficientes de rigidez a flexdo e ao cisalhamento
modificados ET e GA,, respectivamente, para o elemento de viga com interpolagio linear.

Para elementos de vigas utilizam-se os esforcos internos gerados pelos modos de deformacgao
simétricos e anti-simétricos, apresentados na Figura 3, para obter os coeficientes de rigidezes
modificados. O modo anti-simétrico serd analisado primeiro. Como pode-se observar na Figura
3b e no Quadro 1, o momento fletor varia linearmente de — M/, a M_, enquanto o esforco cor-
tante € constante e vale () = 2M_ /I. Desta maneira, a energia de deformacao ¢ dada por

2 2

1 (/M (z) Q2(x)) M1 2M
S dr = — a 22
csats = 5 / ( EI T GA, )Y T 6EI T GA,l @2)
0

Esta expressdo pode ser reescrita como
U =(1+ ) Mjl 23
exata + 6E[ ( )
onde o pardmetro de cisalhamento é dado por & = 12FET/ GAOZQ. Observe que este

parametro ja foi definido nos itens 3 e 4 pelas equagdes (8) e (21), respectivamente. A en-
ergia de deformacdo pode ser expressa em fungdo das rotagoes nodais 6, através da relagdo
20, = OU/OM,, onde o fator 2 corresponde a igual contribuicdo do momento fletor M, apli-
cado nas extremidades do elemento. Assim, substituindo esta relacdo na equacgdo (23) chega-se
a

6 EI
= = 24
Uezata (1 + (I)) l ea ( )

Calcula-se agora a energia de deformacdo aproximada utilizando a equagao (14) com o
parimetro G A, corrigido com a finalidade de representar a flexdo anti-simétrica utilizando
interpolagdo linear. Como o esfor¢o cortante, para este caso, € constante, consequentemente
a deformacao por cisalhamento € constante, isto é, v = cte. De acordo com as equagdes (13)
e (17b) isto implica em # = cte e §' = 0, portanto o primeiro termo da equagédo (14) € nulo, o
que leva a
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U . = —/@092(93)059:: 9 (25)

Para determinar o parametro G A, imponhe-se que as duas expressdes da energia de deformacao,
equagoes (24) e (25), sejam idénticas. Desta maneira, o coeficiente de rigidez ao cisalhamento
equivalente € escrito como

— )
A, =——-GA (26)
0 1 + @ 0
O procedimento para a andlise da flexdao simétrica € similar. Neste caso, 0 momento fletor
¢é constante e o estado de cisalhamento € nulo, desta maneira a expressao exata da energia de
deformacdo escreve-se como

l 2 2
LM, M
Vewn =5 | g1 % =357 @27)

0

O angulo nas extremidades do elemento € calculada pela relagdo 26, = QUOM, aplicando
tal relacdo em (27), chega-se a

U . =="9 (28)

exata l s

Calcula-se agora a energia de deforngﬁo @oximada utilizando as equagdes (14) e (17) e
os coeficientes de rigidezes modificados £/ e GA,, tal que

l
1

1 7.2 T2 _
Usprow = 5 /(EL% (x) + GA,y (x))d;t:

0

(2L L) 29)

O parametro E1 & selecionado impondo que as expressdes da energia de deformagao dadas
pelas equagdes (28) e (29) sejam idénticas quando se utiliza o valor de G A, dado em (26), desta
maneira, este parametro corrigido € expresso como

— o
I =——FFI 30
14+ @ (30)

Observa-se que este procedimento leva a fatores de correcdo idénticos para os coeficientes
de rigidezes F'I e GA,. Em elementos finitos é usual obter as matrizes de rigidezes atraves da
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integracdo numérica. A matriz de rigidez do elemento pode ser obtida a partir da expressao da
energia de deformacdo escrita em forma matricial como

1
U=-u"K
2u u

€1y

onde u € o vetor de deslocamentos nodais definidos na equagdo (1). Usando a interpolagdo
linear dada em (17) e a integracdo completa da energia de deformacdo expressa pela equacao
(14), obtém a seguinte matriz de rigidez

0 0 0 6 31 —6 3l
I 10 0 —1| GA |3t 280 -3 I
K="~ +G 0 (32)
Lo 0 0 6 |6 —31 6 —3I
0 -1 0 1 30 17 -3l 2

Por outro lado, usando a interpolacao linear dada em (17) e apenas um ponto de gauss no
meio do elemento para integrar a energia de deformacao expressa pela equagdo (14), obtém a
seguinte matriz de rigidez

0 0 0 0 4 21 —4 2
BIl0O 1 0 —1| cA |20 17 -2 T
K="~ +G 0 (33)
1o 0 0 o0 A g —91 4 —9
0 -1 0 1 o0 17 —21 I

Substituindo os pardmetros GA, e ET dados pelas equagdes (26) e (30), respectivamente,
na expressao da matriz de rigidez dado pela equacdo (33), chega-se a

[ 19 61 —12 6l |
6l (4+®)° —61 (2—d)N
oo EI 3 ( ) ( ) (34)
1+®)° |12 ¢l 12 —61
6l (2—®)° —61 (4+d)

que € a matriz de rigidez do elemento de viga obtida no item 3 que contempla as hipdteses
de Bernuolli e Timoshenko. Krenk (2000) obtém esta matriz a partir do equilibrio estatico dos
esforcos internos gerados modos de deformagao simétrico e anti-simétrico.
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5 EXEMPLOS NUMERICOS

As matrizes de rigidezes dadas pelas equagdes (32) e (34) foram implementadas em um
programa de elementos finitos para andlises lineares estdticas de porticos planos denominado
de plane_frame.f90 desenvolvido pelo primeiro autor deste artigo. Nos exemplos numéricos
a seguir consideram-se trés vigas isostaticas. A primeira viga estd submetida a flexdo pura, a
segunda sujeita a um esfor¢o cortante constante e a terceira a um esforco cortante linear. Para
mostrar o travamento por cisalhamento utilizam os coeficientes de rigidezes EI e GA, sem a
correcdo do fator ¢ na matriz de rigidez expressa em (32). Por outro lado, para obter solucdes
isentas de bloqueio por corte utiliza-se a matriz de rigidez dada pela equacgao (34). Essas vigas
foram discretizadas com 8 e 16 elementos. As vigas possuem se¢do transversal retangular e
foram consideradas as seguintes relagdes: L = 10h, h = 2b, E = 0.4G, A, = %A ed®, =0.03.

5.1 Viga bi-apoiada sob flexao pura

1=1.0
A=5,10"
I1=4.1667x10"°
f=5/6
E=2.4,10
G=9.6x10"
M,=1.0
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Figura 5: Deflexao e rotacio da viga bi-apoiada sob flexao pura. Resultados analiticos e numéricos.

Considera-se neste exemplo uma viga bi-apoiada sob flexdo pura como mostra a Figura
Sa, também constam nesta figura as propriedades geométricas e mecanicas da viga. Os valores
exatos das méaximas rotacdes e translagdes sao

o) = (o~ 1)
M.
0,(0 = 0) = —0, (v = 1) = 2! .
_ %L l 2
v(x) = 2EI( r —x?)
M.
oo =) =
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Observe que para este caso o esfor¢o cortante € nulo portanto ndao ha a influéncia da rigidez
ao cisalhamento na deflexdo da viga. Na Figura 5b mostram-se os resultados numéricos para
as translacdes enquanto que na Figura 5¢ mostram-se os resultados numéricos para as rotacoes,
ambos contrastados com os resultados analiticos. Observa-se que para os casos sem a correcao
pelo parametro ¢ obteve-se uma sobrerigidez tanto para as translagdes quanto para as rotacoes
com 8 e 16 elementos, respectivamente. Para a malha de 8 elementos houve um aumento de
rigidez de 34,25% tanto para rotacdo quanto para a translacdo maximas, enquanto que para a
malha de 16 elementos esse aumento foi de 11,52% para ambas rotacdo e translacio maximas.
Por outro lado, pode-se observar nas Figuras 5b e Sc que os resultados numéricos obtidos com o
uso do parametro ¢ foram coincidentes com os valores exatos tanto para as translagdes quanto
para as rotagdes, 0 que mostra que a matriz de rigidez dada em (34) € livre do bloqueio por
cisalhamento, assim ndo causando uma sobrerigidez artificial.

1=1.0
A=5.10"
I1=4.1667x10"°
f=5/6

! | E=2.4.10
G=9.6x10"
P=1.0

N
O\
-—

W%é\\\;\\x\ WNE\N\\\\
N N

S -02 \ﬁ\\s\ s -02 \\S\
solugdo analitica solugdo analitica
sem correcdo (8el) —&— sem corregéo (8el) —&—
-03 §\ -03 \
8 8

[ sem correcéo (16el) —v— [ sem correcéo (16el) —v—
exata (8el) X exata (8el) X
exata (16el) ¢ exata (16el) &

-0.4 L -0.4 L
0 0.2 0.4 0.6 0. 1 0 0.2 0.4 0.6 0.
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1

Figura 6: Deflexiao e rotacao da viga engastada com uma carga aplicada na extremidade livre. Resultados
analiticos e numéricos.

5.2 Viga engastada com uma carga aplicada na extremidade livre

Considera-se neste exemplo uma viga engastada com uma carga aplicada na extremidade
livre como mostra a Figura 6a, também constam nesta figura as propriedades geométricas e
mecanicas da viga. Os valores exatos das maximas rotacoes e translacdes sao

(36)
Z‘2 X X
v(z) = 55— 5) + i
v(x—l)—%—i-gilo
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Observa-se que devido ao esforco cortante constante ha a influéncia da rigidez ao cisal-
hamento na deflexao da viga. Na Figura 6b mostram-se os resultados numéricos para as translagoes
enquanto que na Figura 6¢ mostram-se os resultados numéricos para as rotagdes, ambos con-
trastados com os resultados analiticos. Observa-se que para os casos sem a corre¢do pelo
parametro ¢ obteve-se uma sobrerigidez tanto para as translacdes quanto para as rotacdes com
8 e 16 elementos, respectivamente. Para a malha de 8 elementos houve um aumento de rigidez
de 34,25% tanto para rotacdo quanto para a translacdo méximas, enquanto que para a malha
de 16 elementos esse aumento foi de 11,52% para ambas rotacdo e translacio maximas. Os
valores dos erros foram idénticos aos do exemplo anterior pois o parametro de cisalhamento
® adotado € o mesmo para ambos exemplos. Por outro lado, pode-se observar nas Figuras 6b
e 6¢ que os resultados numéricos obtidos com o uso do pardmetro ¢ foram coincidentes com
os valores exatos tanto para as translagdes quanto para as rotacdes, assim como no exemplo
anterior, conclui-se que a correcao feita com o parametro ¢ evita o bloqueio por cisalhamento
e consequentemente nao provoca uma sobrerigidez artificial.

5.3 Viga bi-apoiada sujeita a uma carga uniformente distribuida

(37)

z 3 ’ z
v(z) = (-l + S+ 5) + 2§A0 (I —x)

4 2
_ 1y _ 54l gl
v(T=3) = sipr T 8GA,

Considera-se neste exemplo uma viga bi-apoiada sujeita a uma carga uniformente dis-
tribuida como mostra a Figura 7a. As propriedades geometricas bem como as mecanicas estao
detalhadas na Figura 7a. Os valores exatos das maximas rotagdes e translagdes estdo dadas nas
equacoes (37). Devido a distribui¢do linear de esforco cortante nota-se que ha a influéncia da
rigidez ao cisalhamento na deflexdo da viga.

Na Figura 7b mostram-se os resultados numéricos para as translacdes enquanto que na
Figura 7c mostram-se os resultados numéricos para as rotacdes, ambos contrastados com os
resultados analiticos. Observa-se que para 0s casos sem a correcdo pelo parametro ¢ obteve-
se uma sobrerigidez tanto para as translagdes quanto para as rotagdes com 8 e 16 elementos,
respectivamente. Para a malha de 8 elementos houve um aumento de rigidez de 34,25% tanto
para rotacdo quanto para a translacdo maximas, enquanto que para a malha de 16 elementos
esse aumento foi de 11,52% para ambas rotacdo e translacdo méaximas. Os valores dos erros
foram idénticos aos dois exemplos anteriores pelo fato j& comentado sobre ado¢do do mesmo
valor para o parametro de cisalhamento ¢ para as trés vigas apresentadas neste trabalho. Por
outro lado, pode-se observar nas Figuras 7b e 7c que os resultados numéricos obtidos com o
uso do parametro ¢ foram coincidentes com os valores exatos tanto para as translagdes quanto
para as rotacdes, assim como nos exemplos anteriores, conclui-se que a correcdo feita com o
parametro ¢ evita o bloqueio por cisalhamento e consequentemente nio provoca uma sobre-
rigidez artificial.
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Figura 7: Deflexdo e rotacao da viga bi-apoiada submetida a uma carga uniformente distribuida. Resultados
analiticos e numéricos.

6 CONCLUSOES

De maneira sucinta, pode-se concluir que:

e A separacdo do movimento do elemento de viga em movimento de corpo rigido e em

movimento deformacional permite incluir os efeitos da ndo linearidade geométrica us-
ando a descri¢ao cinematica corotacional;

A defini¢cdo dos modos deformacionais simétrico e anti-simétrico permite gerar facil-
mente os respectivos esfor¢os internos autoequilibrados, isto €, os estados de flexao pura
e de flexdo simples;

A aplicacido do método das forcas permite obter facilmente a matriz de rigidez que leva
em consideracdo as hipéteses de Euler-Bernoulli e Timoshenko;

A matriz de rigidez obtida é insenta de bloqueio por deformacgado de corte nao produzindo
uma sobrerigidez artificial;

Esta metodologia pode ser aplicada para elementos de viga curva, elementos de viga com
altura variavel, etc.

A correcdo dos coeficientes de rigidezes permitiu a obten¢do de matrizes de rigidezes

livres de travamento por cisalhamento utilizando interpolagao linear.
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