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Resumen. EIl objetivo de este trabajo es la implementacion del método de integracion Closest
Point Projection Method, CPPM, para evaluar aumentos en las tensiones dado un incremento
en el vector de las deformaciones en analisis elastoplasticos. Para ello se considera un
material con propiedades elasticas constantes, y se emplea el criterio de fluencia de von
Mises con una regla asociativa de flujo para describir el comportamiento tension -
deformacion del material. Es utilizada una ley de endurecimiento isotrépico no lineal para
definir la evolucién de las deformaciones plasticas. Son presentados resultados numeéricos
para el calculo incremental de las tensiones y de las variables internas, y son validados con
resultados existentes en la literatura.
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Uso del método de integracion CPPM en analisis elastoplasticos.

1 INTRODUCCION

En aplicaciones con elementos finitos de diferentes modelos constitutivos no lineales la
respuesta del material se considera por medio de formulaciones incrementales, es decir, dado
un incremento en las deformaciones Ag, el correspondiente incremento en las tensiones Ao
debe ser calculado. Primero es necesario determinar si el incremento en la deformacion
causard un comportamiento elastopléstico o eléstico. Dada la formulacion incremental, el
modelo constitutivo debe ser integrado a nivel local. En general, existe una clase de
algoritmos, ampliamente utilizada, conocida como algoritmos predictor elastico—corrector
plastico. EI método fue introducido por Wilkins (1964), siendo después desarrollado y
aplicado por Simo& Taylor (1985). Esencialmente los célculos son realizados en dos pasos.
En el primero, la respuesta inelastica del material se mantiene congelada, el incremento total
es aplicado como si fuera puramente elastico, luego, es calculada una tension elastica
correspondiente, conocida como predictor elastico. En el segundo, si el comportamiento es
elastoplastico, la tension calculada es traida de vuelta a la superficie de fluencia, mediante la
aplicacion de una deformacion inelastica adecuada. Este método equivale a encontrar la
proyeccion mas proxima del predictor eléstico a la superficie de fluencia, por esta razén el
método es referido como método de proyeccion al punto méas proximo (Closest Point
Projection Method, CPPM). En este trabajo el método es aplicado para el criterio de fluencia
de von Mises. Una desventaja del método es que necesita los gradientes del flujo plastico con
respecto al tensor de tensiones y el tensor de variables internas, que puede resultar una tarea
dificil para ciertos modelos. CPPM es un método implicito que utiliza el procedimiento
conocido como Bacward Euler. Como el estado final de tensiones es forzado a permanecer en
la superficie de fluencia, el algoritmo aplica la propiedad de consistencia de la expresion
matemaética de la superficie de fluencia. Es implementado el método descrito por Anandarajah
(2010). Ejemplos simples con diferentes reglas de endurecimiento son presentados en el
capitulo final, para conferir la robustez del método.

2 ESTRUCTURA GENERAL DE LA TEORIA DE LA PLASTICIDAD

La teoria de plasticidad, cuando son consideradas pequefias deformaciones y para
materiales cuya respuesta es independiente de la velocidad de deformacion, tiene como
principales conceptos: el tensor de deformaciones totales en un punto es calculado como la
suma de las deformaciones recuperables (elasticas) y las no recuperables (plasticas), lo cual
puede ser representado por la siguiente ecuacion:

e=¢g°+¢P @

Para el caso de modelos envolviendo comportamiento no lineal de los materiales, dado un
incremento de deformacion, no solo debe ser obtenido el incremento en las tensiones, sino
también el incremento de las variables internas ¢ que cuantifican el efecto del comportamiento
anterior del material. Es decir:

og=(gQ 2
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Otro concepto fundamental es la definicion de una superficie de fluencia ¢ que limita el
tipo de respuesta del material. EI dominio dentro de la superficie es un dominio puramente
elastico, el dominio fuera de la superficie no puede ser alcanzado por el material por lo que
representa un comportamiento inaccesible y en la superficie es definido como un
comportamiento elastoplastico. La funcion de fluencia debe ser definida matematicamente tal
que cuando se trata de un comportamiento elastoplastico, se cumpla la siguiente expresion:

90, =0 (3)

La superficie de fluencia debe cambiar su tamafio, forma o lugar de tal forma que cuando
el comportamiento sea elastoplastico, el estado de tensiones siempre permanezca en la
superficie, lo que es representado por la siguiente ecuacion:

¢(6,) =0 (4)

La forma matematica de la funcion de fluencia debe ser tal que exista un tensor normal a
ella en el estado actual de tensiones, este tensor define la direccion del tensor de
deformaciones plasticas, y es definido como:

do
= — 5
r do ®)

Para definir la evolucién de las variables internas se hace necesaria la definicion de una
funcion de endurecimiento s, que varia con cada modelo constitutivo.

3 DESCRIPCION DEL METODO

Puesto que la relacion entre las tensiones y las deformaciones es no lineal, es necesario
transformar el problema continuo en uno discreto, esto se logra aplicando un esquema
implicito Bacward Euler. Para el caso de materiales con propiedades elasticas constantes,
como el caso de los metales, el predictor elastico permanece constante dentro cada iteracion.
Conocidos los valores de tensiones y variables internas en un determinado paso de carga n, es
decir conocidos en Yy &n, €l objetivo de la implementacion del método es encontrar los valores
correspondientes al siguiente paso de carga, on+1Y &n+1. El valor final de 6.1 sera la suma del
tensor de prueba inicial, calculado a su vez como la suma del estado actual de tensiones y el
predictor elastico, y el corrector pléastico.

Opi1 = Op + AG®P + AGPC = 6,14 + AaP® (6)

El tensor de prueba es calculado como si el incremento en las tensiones fuera puramente
elastico, asi el predictor elastico es calculado como:

AG®? = CAe 7)
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Donde C es el tensor constitutivo del modelo en la fase elastica. El corrector plastico trae
de vuelta el tensor de prueba hacia la superficie de fluencia, y es calculado por:

AGPC = —AACH™H1 )
El tensor de variables internas actualizado es:

$nt1=¢n+A0, AT =AAs™! ©
Los valores finales de tensiones y variables internas deben ser tales que:

(Pn+1(a'n+1l(n+1) =0 (10)

El proceso de integracion consiste entonces en aplicar un incremento elastico en las
tensiones dado un incremento en el tensor de deformaciones y mediante un esquema iterativo
calcular el tensor corrector hasta satisfacer el criterio de fluencia. Para el modelo de von
Mises el tensor constitutivo es calculado mediante la siguiente expresion:

2
Cijri = (K - §G) 8ij6k1 + G(6ibj1 + 6:16jk) (11)

El tensor §;; es conocido como operador Delta de kronecker. Es utilizado el tensor de
prueba para una primera estimacion del valor de las tensiones y variables internas, es decir:

Oni1t = Oy — AACTYT (12a)
Snsr = Gn + OIS (12b)
Donde:
dg
" e -

Para modelos simples (como el modelo de von Mises con reglas simples de
endurecimiento) es posible combinar las ecuaciones anteriores en una simple ecuacion escalar
en AA. Se puede resolver esta ecuacion y encontrar los valores de tensiones y de variables
internas en el incremento n+1. Este es el caso para endurecimiento isotropico no lineal
cuando las ecuaciones son basadas en el campo de tensiones desviadoras. Una estimacion
inicial de AA puede ser:

tr

4

M = —77—F
YT rTer + K, ]t

(14)
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Como fue verificado antes de comenzar el proceso iterativo que el tensor de prueba no
cumple el criterio de fluencia, es decir ¢>0, son definidos las siguientes ecuaciones
residuales:

R; = 0pny41 — [a'n + CAe — A/lcrn-'-l] = Rs(0n+1, $nt1, A1) (15&)
R{ ={ne1 — [§n t+ A/lsn+1] = R(’(an+1; $nv1, A1) (15b)
R(p = (Pn+1(0n+1' Cns1) (150)

Durante la primera iteracion, los residuales son calculados utilizando 6,1, {ps1t Y A4
para 6,1V {,+1. Esto requiere el calculo de r™*! en el estado 6,1 Y {,+1. Cuando la
funcion de fluencia tiene una regla de endurecimiento isotropico, lineal o no lineal, { 'y R;son
cantidades escalares. Ahora las ecuaciones residuales son linealizadas en torno a o,,.,1 y

1
(n+1 '

Rl 4[] g+ [0 g+ [Doul 57 (162)
Oij afsz ) Oki a(kl . Sk EYR . -
g, o+ [ 90y, + Rz, 30 + Res] 10 (16b)
Sij aO'kl 1 B{kl 1 d4A 1
OR OR
1 ¢ e —
R @ + |:ao_kl:|1 aUkl + |:a(kl:|1 a(kl 0 (160)

Las ecuaciones residuales pueden ser formuladas también en notacién tensorial, asi:

Rsyy = 0™ = 01" = CijpqAepq + AACijpqTpg ™+ (17a)
Rey =Gij o = Gij — Adsi™*t (17b)
Ry = @™ (0;" 81y, ) (17¢c)

Los coeficientes de las Ecs. (16) son derivados a seguir. Representan valores numéricos

pues son evaluados en ,,,' Y {1 . El subindice 1 es suprimido para simplificar la
notacion.

aR(,_. aC;; or,, ntl
iy o_ 1pq pq
aO'kl = 5ik5jl - aO'kl [Agpq - A/lrpq"“] + A/‘LCiqu Tkl (183.)
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aRJ_ or. n+1
iy o_ - Pa
I AAC;jpq oc (18b)
oR,,
aan = CupaToa" (18c)
OR; _ 0™ (18d)
aUkl aO’kl
Re; —1-A1 dsy" ! (18e)
00k 03k
OR-.. aS,_n+1
Sij _ o om+1_ ij 18
9an U AA=5a7 (180)
aR a(pn+1
4 — 5 N+l 18
90 o Tk (189)
aR a n+1
v _ 29 (18h)
a¢;j  9¢;;

Para el célculo de los anteriores coeficientes son necesarias las siguientes cantidades:
valores de C, r, dop/0{ ,AA y s en el punto n+1 de la iteracion actual. Gradientes dC/da,
dor/de, or/d{, ds/da, 0s/d{, ds/dAA. Las Ecs. (16) son solucionadas simultaneamente
para encontrar las tres incognitas, §a;;, 6¢, y 642 y asi calcular los nuevos valores estimados,
estos son calculados como:

02n+1 = 01n+1 + b0 (19a)
z2n+1 = {1n+1 + 5( (19b)
A22 = A2 + 842 (19c)

Son evaluados de nuevo los residuales definidos en las Ecs. (15). Como es posible que
los valores obtenidos no sean lo suficientemente pequefios, el procedimiento es repetido
usando ahora los valores actualizados, o sea 62,1, {* ., y 4A%. El corrector plastico AgP®
gradualmente converge al valor correcto dentro de la tolerancia adoptada. Es utilizado el
siguiente criterio de convergencia:
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es = |[Rs"**||/|lo* nsal| < TOL (20a)
e = R /¢ sall < TOL (20b)
R, =@t < TOL (20c)

4 INTEGRACION DEL MODELO DE VON MISES

El criterio de von Mises es adecuado como criterio de fallo o de rotura en metales, en los
que, tipicamente estados de tension hidrostéatica (tanto en traccion como en compresion)
tienen un comportamiento eldstico y la rotura de produce debido a la presencia de
componentes desviadoras de la tension. Es utilizada una regla de endurecimiento isotropico
en la cual la superficie se expande uniformemente en todas las direcciones en el espacio de
tensiones sin sufrir cambios en su forma o en su centro. EI modelo es ampliamente utilizado
en plasticidad independiente de la tasa y para reglas de flujo asociativas. Modelos con
endurecimiento isotropico son generalmente utilizados para aplicaciones de carga
monotodnica. La regla de endurecimiento es no lineal y es aplicada en el campo de tensiones y
en el campo de tensiones desviadoras. La relacion tension-deformacion es dada por:

& = C&° 1)
Donde:
2
Cijr = <K -2 G) 51161 + G (8uiy + 5467 (22)

G es el mddulo de cortante y K el médulo de bulk). C es el operador tangente elastico
continuo, & es la tasa del tensor de tensiones, y £°es la tasa de la deformacién eléstica. Los
dos primeros invariantes, |y J, del tensor de tensiones, son definidos como:

I = 0'kl5kl (23a)
1
Sij =O-U_§I8U (23b)
1
) /2
/= <Eskl5kl) (23c)

La superficie de fluencia es un cilindro en el espacio de tensiones con su eje coincidiendo
con la diagonal del espacio de tensiones, su proyeccion en el plano octaédrico es un circulo
dado por:
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2
@(s, k) = sijs4 —§k2 =0 (24)

Donde la variable k, es la unica variable interna en el modelo, geométricamente
representa el tamafio de la superficie de fluencia, se tiene entonces que, para las variables
internas:

(=k (25)

Asumiendo una regla de flujo asociativa, las ecuaciones involucradas en las relaciones
constitutivas plasticas son:

D= dper =220 =15
& —)lr,r—ao,/l—Kpra (26)

Donde £Pes la tasa de la deformacion pléstica, A es el indice de carga y Kp es conocido
como modulo plastico. Uno de los principales aspectos de la teoria de plasticidad es la
condicion de consistencia de la funcion de fluencia representada mateméaticamente por la Ec.
(4). Esta condicion lleva a:

d
K, = —a—?s (27)

La tasa de cambio de la variable de endurecimiento k sera dada por:
k = g&? (28)
Es utilizada la siguiente relacion hiperbélica para el modelo de endurecimiento no lineal:

 omly—k)? a
Iy ko) ¥ mer] oz + bEPP (@)

Donde a; = m(k; — ko)?; az = (kf —ko); b =m y&P representa la longitud de la
trayectoria en el espacio de deformaciones plasticas desviadoras, y es definida por:

&P = E éijpéijp] (30)

Siendo é;; la tasa de cambio del tensor de deformaciones desviadoras;

€ij = &j — §5kk5ij (31)

De la Ec. (26) se tiene que:
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O o .
Fd = En'jdrijd]l/z (33)

Donde rl-jd es la parte desviadora de 7;;, y puede ser calculado como:

1
rij =11 = 3T (34)

Combinando las ecuaciones anteriores, se tiene que para el modelo no lineal:
k = grid=gi (35)
Finalmente, la funcién de endurecimiento en la Ec. (9), es un escalar dado por:
s=g=gr? (36)

Son definidos los gradientes de la funcién de fluencia respecto a las variables de estado,
derivando la Ec. (23b) respecto al tensor de tensiones, se tiene que:

816k, (37)

La derivada de la funcion de fluencia dada por la Ec. (24), respecto al tensor de tensiones
desviadoras es calculada como:

dp
s = 26ik6ﬂsij = 25kl (38)
kl

Usando la regla de la cadena y las dos ecuaciones anteriores, el vector de flujo plastico es
definido como:

) dp @ 1
£ = L2 95, (5ki5zj - §5il5kl) = 2sij Sk = 0) (39)

Ti: = =
Y aO'ij aSkl anj

Se puede observar de la ecuacion anterior que el vector de flujo plastico r;; es puramente
desviador, es decir su parte volumétrica es igual a cero, lo que es:

ryd =1y (40)

Ahora de las Ecs. (23c) y (40), se tiene que:
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1 1 1
1 /2 11 /2 1 /2
= lane] =[] =2lges] =2 )

La derivada de la funcién de fluencia respecto a k es:

do 4
— == 42
dk 3k (42)
De la Ec. (4) que determina la consistencia y de las ecuaciones anteriores el mddulo
plastico puede ser expresado como:

4

La integracién del modelo constitutivo puede ser realizada o en el espacio de tensiones o,
0 en el espacio de tensiones desviadoras s. En el modelo de von Mises, por tratarse de un
modelo simple, puede ser utilizado el espacio de tensiones desviadoras, disminuyendo
considerablemente el consumo computacional. En este trabajo el usuario puede escoger en
que campo de tensiones prefiere integrar el modelo constitutivo.

4.1 Aplicacion del método CPPM, formulacion en el espacio de tensiones c.

Las ecuaciones principales Backward Euler son:

Ony1 = Oy + CAg — AACT™ (011, ngr) (443)
kni1 = E(Un+1'kn+1'A/1) (44Db)
@ (Ons1,knp1) = 0 (44c)

La evolucion de la variable interna k, que determina el tamafio de la funcién de fluencia,
es determinada en este trabajo por medio de dos aproximaciones:

k=k,+ 23" (0,41, kni1) Aproximacién 1 (45a)

m(ks—kg)§P

k = ko + (kf—k0)+m€p

Aproximacion2 (45Db)

Donde k, es la tension de fluencia de un espécimen inalterado, m es un parametro de
endurecimiento y k¢ es la tension de ruptura, son parametros del modelo. Discretizando la Ec.
(30)

fpn+1 = fpn + AE,AS = ‘r_'dn+1A/1 (46)
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Los coeficientes de las Ecs. (18) para el modelo de von Mises con endurecimiento
isotropico son evaluados a seguir en el estado actual de tensiones n+1, para simplificar la

notacion el subindice es dejado atras, es decir g;;"** = g;;.

aCiqu arpqn+1 aqu”+1 1

aO']d ao'kl aO’kl ( pk=aql 3 pq=kl

Aproximacion 1:
gn+1 _ m(kf —_ ko)z _ a1 _ al
[(ky — ko) +mep]”  [a2 +bEP1 ™ (a, + ber 4 b7d,,,, 42)°

ag—n+1 _ fd agn+1 N _— afdn+1

doy; nH 00y 00y

“n+1 1 ~d
agrtt _, ogttt L 0T

ag—n+1 fd agn+1 gn+1 afdn+1
aAA YY) aAA
7% 1 1 20r; 1 1 1
= c --=—2--(5- 81— =616 )=—
001, 2741 200 1 2y, U\ T 300K ) = Tk
7% i1 _ 0
ok
0T _
EYY
agntt 2a,bAA 0,1 B 2a,bAA Tl
00y (ap + bEP_ + bd,,,,42)° 9%k (az +béP_, ) T
a n+1
Ity
ok
agnt! 2a1b7% 41 2a,b7% 14
= — - 3 = — 3
042 (ap + bEP, + bFd,,,42) (a, + €7, )

(47)

(48a)

(48b)

(48c)

(48d)

(48e)

(48f)

(489)

(48h)

(48i)

(48])
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Finalmente lo gradientes para la funcion de endurecimiento en el paso n+1 pueden ser
calculados como:

ag—n+1 gn+1 Zale/l (49 )
= — —_ T; a
00y 741 (az + bgpn+1)3 M
An+1
6% =0 (49b)
05 2a1b(7nps) (49c)
042 (aZ + bfpn+1)3
Aproximacion 2:
ok m(ky — ko) 7% 41
= 14 — p
900 (a4 eV [44(a; + bEP ) —maAe? | For
2 n+1
3 a, AA 0% a, AA Tl (50a)
(ar +be7,,,)° 9% (ap +bgP,, ) Tnn
ok m(k;—k a7
o ), o, ) - maner, 1 P
W (a4 b7,y *
a; A4 7%, 1 (50b)

(az +bgv,,,)° 0K

71 (50C)

a;

ok m(ke — ko) ~
= a, + bé?P —mé&P_ |Fq =
dAL (az N bfpm_l)z [( 2 n+1) n+1] n+1 (az 4 bfpm_l)z

Asi los coeficientes de las Ecs. (18) para el modelo de von Mises con una regla de
endurecimiento isotopico no lineal son:

OR y a,r n+1 4
2 = §48j1 + MCijpg —2— = 8461 + 284(838)1 + 6:8;1.) — = G851 A2 (51a)
00y 00y, 3
aRai- arpqn+1 arpqn+1
a( L = A)LCiqu a—{ = A/lCl-qu T =0 (51b)
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aR"ii n+1 2 51
EYY) = Ciqurpq = [(K - §G) 5ij6kl + G(5ik5jl + 6i16jk):| ZSpq = 4'GSij ( C)
OR a(pn+1

" =1, = 51d
FES FES Tir = 28k (51d)
oR dpnt1 4

T 99 _ _Zp (51e)
¢ ok 3

Las deméas expresiones dependen del tipo de aproximacion de la variable de
endurecimiento. Aproximacion 1:

dR; ok agntt gttt 2a,bAN
—=———=-41 5 = -4z — 3| Tkt (52a)
00y Lo Okl ™ n+1 (az + bgpnﬂ)
oR ok agntt
R G L Py P g 52b
¢ 1 ok 1-44 ok 1 (520)
_ _ _d 2
% = _% = —ghtl — AA ag;l =—g"t1 + 42 20,b(7%n11) 3 (52¢)
(az +b¢7,.,,)
Aproximacion 2:
aRq _ (’)E _ alA/l Tkl (533.)
= = 27d
doyy doy; (ay + bgpnﬂ) ™ n+1
R Oy @l 0w (530)
= _——_——— —_— 2 —_
K (b)) O
oR ok a
- = : dn+1 (53C)

= - 7
042 042 (az + bfpn+1)2

4.2  Aplicacion del método CPPM, formulacion en el espacio de tensiones desviadoras

S.

Las ecuaciones de Euler para tensiones pueden ser descompuestas en parte esférica y
desviadora, asi:
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Pn+1 = Pn + KAgy, — KAAT,, ™1 (54a)

Spe1 = Sp +2GAe — 2GAArY (54b)

Donde p,+1 = ok €S la parte esférica de 6,41, Sn+1 = Ons1 — Pns10 €S la parte
desviadora de 0, Y Ae = Ae — Ag,,,,6/3 es el incremento desviador de la deformacion. En
modelos independientes de la presion hidrostatica, como el modelo de von Mises considerado
en este trabajo, 1,,,"*! = 0, la variacién de p es puramente elastica. Por lo tanto, solo es
necesario incluir la ecuacién desviadora en el proceso iterativo. EI método puede ser
simplificado a una simple ecuacion escalar en AA, resultando en un proceso mas eficiente.
Para el célculo de la variable de endurecimiento k, son utilizadas las dos aproximaciones
definidas en la seccion anterior por las Ecs. (45). Aproximacion 1:

Spi1 = Sp + 2G(Ae — AeP) = st — 2GAAr, , = s — 4GAAs,,q;

(55)
st =5, + 2GAe

Es utilizado la descomposicion aditiva de las deformaciones, es decir que la deformacion
total es calculada como la suma de la deformacion elastica y la deformacion plastica. Asi:

tr

_ 1 tr _ S, _
Spy1 = TTa000 = Xo =1+4GAA (56)

De la ecuacion anterior se sigue que:

tr
Fass = (57)

0

Notando que x, es un valor escalar, lo cual implica que s,.; y s son colineales. La
superficie de fluencia en el estado actual de tensiones es calculada y usando la Ec. (41) la
variable de endurecimiento puede ser expresada como:

kpy1 =kn + A)L‘r_dn+1.gn+1 = kyn + 20 n419n+1 (58)
Donde:
1/2 1/2
Jns1 = (%Sn+1:sn+1) s ]tr = (%Str:str) (59)

Combinando las dos ecuaciones anteriores, se tiene que:

200)t
Kpor = kn + % (60)
0
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La funcion de endurecimiento dada por la Ec. (48a) por medio de la Ec. (46) y haciendo
uso de la Ec. (57) puede ser expresada como:

a, _ a,
(ap + bEP_ +bAAFe, 1)"  (ag + DEP + 2bAM, )
ay a;xo” (61)

~Z 2
(az + e, +2b8a22)"  (azxo +bEP,x0 + 26A4 )
n Xo

In+1 =

La Ec. (60) resulta en:

200] a,; xo?
kni1 = ky x 2 (62)
0 (a2x0 + b&P_xo + ZbAA]tT)
Combinando las Ecs. (56) y (62), dentro del criterio de fluencia (Ec. (24):
k
Jn+1 — % =0
J7 k, 200 a,xy> — 0o
Xo V3 V3xo (apxo+ bEP_xo + 2bANJT)’
2
ax

JU3 = kyxg — 2047 170 =0 (63)

z
(azxo + bEP xo + 2bAAJ'T)

1+ 4GAA)?
JV3 — k(1 + 4GAL) — 200 au( ) ==0
(azxo + bEP_ (14 4GAL) + 2bANJ*T)

(1+ 8GAL + 16G2A22)
(apxo + bEP_ (1 +4GAR) + 2bAAJT)

J\3 — k(14 4GAY) — 204 a, =0

Para simplificar la notacion son definidas las siguientes cantidades: a; = J™/3 — ky,;

a, = —4Gky; By = az + bSP ; B, = 4Ga, +4GbsP +2b ", La Ec. (63) anterior resulta
en:

(a1 + ay A (By + BoAN) = 2AM]a; (1 + 16G2AA% + 8GAN) (64)

Introduciendo las siguientes constantes:

Bl = (XZIBZZ - 32G2]tra1 (658.)

By, = 2B1pra, + a1,822 —16G/"a, (65b)
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By = ayfy’ + 2B1 oy — 2J ay (65c)

B, = a,;” (65d)

Usando las Ecs. (65) para desarrollar la Ec. (64), se tiene la siguiente ecuacion cubica en
AA:

B1A23 + B,AA% + B;AA+ B, =0 (66)

Aproximacién 2: Las expresiones para las cantidades s,,, s'"y x, son definidas como
en la Aproximacién 1. Ahora, para la variable de endurecimiento k, se tiene que:

m(ky — ko)[§P,, + 7padA] c1[€P, + 7 4101]

Knei = ko + =
MO (k= ko) +m[eP, + 74,00 0 ap + B[P+ 7%, 1A

(66)

Donde ¢; = m(k; — ko) ; a; = ks — ko; b = m.Utilizando la Ec. (59) para J,4, Y la Ec.
(66) en el criterio de von Mises se tiene que:

tr P+ 70101
Y SR i g ] (68)
Xo az + b[EP, +7%,,101]
Reorganizando la ecuacién anterior y utilizando las Ecs. (41) y (57):
(J'"V3 — koxo) (azxg + bxo€P  + b2JTAN) = xo(c1€P  x0 + 2¢,]TAN) (69)
Reemplazando la Ec. (56) en la ecuacién anterior:
(J&V3 — ko — 4GAAko)(ay + bEP |+ 4GAAa, + 4GAADEP + b2]TAR)
= (1 +4GA) (18P, + 4GAAc, &P, + 2¢,]TAX) (70)
Nuevamente son introducidas las siguientes cantidades para simplificar la notacion:
By = —8Gky(2Ga, + 2GbEP  +]"b) — 8Gc, (2GEP + ) (71a)
B, = —4Gko(a, + b&P )+ 2(J"V3 — ko) (2Ga, + GbEP  +]Tb) — 8¢, GEP
— 261]” (71b)
By = (J"V3 —ko)(a, + béP,) — c1€P (71c)
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Mediante las cuales, desarrollando la Ec. (70), es encontrada una expresion cuadratica en
A2, dada por:

5 EJEMPLOS NUMERICOS.

Es presentado un ejemplo numérico para ambos espacios de integracion (Tensiones o,
Desviador s). Una regla de endurecimiento isotrépico no lineal es utilizada, la variable de
endurecimiento k es calculada por medio de las dos aproximaciones descritas. El ejemplo es
desarrollado en el espacio de tensiones principales. Los parametros del modelo (para
tensiones, tension de fluencia y madulos, es utilizada la unidad Gpa) son:

ko = 0.25, kf = 0.4, m = 20, E=200, v = 0.3, a, = 0.45, a, = 0.15, b = 20
TOL=1e-10

Tensor elastico constitutivo, de la Ec. (22):

269.2308 115.3846 115.3846
C =1115.3846 69.2308 115.3846
115.3846  115.3846 69.2308

Las variables de estado de tensiones para un tiempo n son:
o, = {0.1 0.05 0.075}, k,, = 0.25,Ae = {0.03 —0.028 0.01}, ¢, =0,
p, = 0.0750, s, = {0.0250 — 0.0250 0},/,, = 0.0250.

Utilizando la Ec. (24) se obtiene el valor de la funcién de fluencia para el paso de carga
n: " = —0.0404

Para el estado de tension inicial se tiene que, ™ <0, lo que representa un
comportamiento elastico. En seguida es aplicado el incremento adoptado de deformacion Ae.
Las propiedades del predictor elastico son:

o' ={6.1000 —2.8731 2.9981},¢'" = 41.4945, ] = 4.5572,
st ={4.0250 —4.9481 0.9231}

Lo que resulta en un comportamiento elastoplastico. El valor del predictor elastico sera la
primera estimacion del estado de tensiones, es decir ¢t = 0,4,

The1 = 25p41 = {8.0500 —9.8962 1.8462}
51 Formulacion en el espacio de tensiones o.

Utilizando el procedimiento descrito en 4.1, es realizado un proceso iterativo utilizando el
método CPPM para encontrar los valores de las variables de estado en el paso n+1.En las
Tablas 1 y 2 pueden ser observados los resultados para las tensiones y para las variables
internas para un paso de carga. Son utilizadas las dos aproximaciones descritas en capitulos
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anteriores. Los resultados son basicamente iguales, con una pequefia diferencia que puede se
despreciable. Las dos aproximaciones entonces pueden ser aplicadas en un programa con
elementos finitos. Enseguida, en la llustracion 1, es presentado el valor de la funcion de
fluencia para cada iteracion, puede observarse que la tasa de convergencia es cuadrética.

Tabla 1. Resultados del proceso iterativo para la Aproximacion 1.

Aproximacion 1

teracion on+l kn+1 €o eC Eo A
1 {4,0943 -0,4074 2,5381} 0,2835 0,3310 0,0141 10,4006 0,0016
2 {3,0900 0,8272 2,3078} 0,2880 0,5056 0,0110 2,5860 0,0140
3 {2,5922 1,4392 2,1936} 0,2756 0,5554  0,0243  0,6352 0,0300
4 {2,3525 1,7339 2,1386} 0,2741 0,5230 0,0234 0,1473 0,0563
5 {2,2489 1,8612 2,1149} 0,2739 0,3721  0,0161 0,0275 0,0825
6 {2,2182 1,8990 2,1078} 0,2743 0,099 0,0050 0,0024 0,0900
7 {2,2151 1,9028 2,1071} 0,2747 0,0032  0,0002 2,46E-05 0,0901
8 {2,2151 1,9028 2,1071} 0,2747 4,39E-07 1,05E-07 1,60E-10 0,0901
9 {2,2151 1,9028 2,1071} 0,2747 2,57E-14 1,01E-15 6,94E-18 0,0901

Tabla 2. Resultados del proceso iterativo para la Aproximacién 2.
» Aproximacion 2

feracion on+l kn+1 eo e eQ A
1 {4,0943 -0,4074 2,5381} 0,3495 0,3310 0,0714 10,4006 0,0016
2 {3,0947 0,8214 2,3089} 0,3990 0,5014  0,2863  2,5860 0,0140
3 {2,5926 1,4387 2,1937} 0,2756 0,5578  0,0245  0,6352 0,0300
4 {2,3527 1,7336 2,1387} 0,2741 0,5237 0,0235 0,1473  0,0563
5 {2,2490 1,8611 2,1149} 0,2739 0,3725 0,0161 0,0275 0,0825
6 {2,2182 1,8989 2,1078} 0,2743 0,1102  0,0050  0,0024 0,0900
7 {2,2151 1,9028 2,1071} 0,2747 0,0032  0,0002 2,46E-05 0,0901
8 {2,2151 1,9028 2,1071} 0,2747 4,46E-07 1,06E-07 1,60E-10 0,0901
9 {2,2151 1,9028 2,1071} 0,2747 3,39E-14 1,01E-15 6,94E-18 0,0901

5.2 Formulacion en el espacio de tensiones s.

Siguiendo el procedimiento descrito en 4.2, es utilizado el método CPPM para encontrar
los valores de las variables de estado en el paso n+1.Se puede observar que la formulacion en
el espacio de tensiones o envuelve significativamente mas célculos que la formulacion en el
espacio de tensiones desviadoras s. No obstante, los resultados son fundamentalmente los
mismos, con una pequefa tolerancia. En la llustracion 2 es posible observar la convergencia
cuadréatica del método y en la llustracion 2 se puede observar el comportamiento tension—
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deformacion para un problema con un Udnico elemento, aplicando el modelo de
endurecimiento isotropico no lineal descrito.

r i
10 F
m 8
[}
[ak)
=
— 6
=k}
O
=
N=]
e 4
=
*
2
*
ot | ; I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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llustracion 1. Convergencia del método.
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llustracion 2. Tension-Deformacion para un cuerpo sometido a carga uniaxial.
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Tabla 3. Resultados para el método con tensiones desviadoras.

Aproximacion 1 Aproximacion 2
X0 28,7349 21,4188
Oni1 {2,2151 11,9028 2,1071} {2,2629 11,8439 2,1181}
Jn+1 0,1586 0,2128
§P i1 0,0286 0,0282
In+1 0,8637 -
kni1 0,2747 0,3685

CONCLUSIONES.

En este trabajo fue presentado el modelo constitutivo de von Mises para un problema con
un solo elemento. Para el analisis con elementos finitos resultard entonces mas conveniente
computacionalmente el uso del espacio de tensiones desviadoras, siempre que sea posible,
pues existen modelos constitutivos donde sera necesario el uso de la formulacién en el
espacio de tensiones. EI método CPPM esta basado en el esquema iterativo de Newton y sufre
los inconvenientes inherentes al método. Por ejemplo, el método converge solo cuando la
estimacion inicial esta cerca de la solucién. Esto varia dependiendo del grado de no linealidad
de la regla de endurecimiento, del criterio de endurecimiento, entre otros. Puede existir
entonces no convergencia en diferentes casos: Cuando el tensor de tensiones de prueba esta
muy alejado de la solucion, por ejemplo en modelos que combinan endurecimiento y
ablandamiento. En algunos casos el cambio en variables internas durante iteraciones a nivel
local puede ser muy grande, resultando en divergencia. Pueden aparecer también dificultades
de convergencia cuando la solucion final cae cerca de “esquinas” en las superficies de
fluencia o de potencial plastico. La satisfaccion de la condicion de consistencia de la funcién
de fluencia mejora la precision del método. Asi, la precision del método depende del tamarfio
de cada incremento.
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