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Abstract. Neste trabalho é apresentado um novo esquema de marcha no tempo para problemas
de propagacdo de ondas eldsticas no dmbito da Aproximacdo Explicita de Green, resultando
numa expressdo integral escrita em termos das funcoes de Green e de outras denominadas De-
grau. Diferentemente do método dos elementos de contorno (MEC), o cdlculo destas funcoes
é realizado numericamente e de forma independente por meio da formulacdo semi-discreta
do método dos elementos finitos (MEF) e o método Diferenca Central, removendo, portanto,
qualquer limitacdo quanto ao tipo de meio, i.e., 0 meio pode ser heterogéneo, anisotrépico,
etc. Devido ao principio da causalidade, as funcoes de Green e Degrau possuem um suporte
compacto ao redor dos pontos fonte para um intervalo de tempo suficientemente pequeno, o
qual é normalmente empregado nos métodos explicitos cldssicos de integracdo temporal apli-
cados a modelagem de propagacdo de ondas. Neste sentido, as fungées de Green e Degrau
emt = At podem ser eficientemente calculadas localmente através de subdominios pequenos.
Cada subdominio local com sua respectiva sub-malha cobre somente pontos nodais onde os
valores das funcoes de Green e Degrau sdo ndo nulos. A flexibilidade do esquema possibilita
o cdlculo das fungoes de Green e Degrau através de sub-passos de tempos melhorando assim
a aproximagdo destas. A precisdo e eficiéncia da metodologia proposta é demostrada ao se
analisar um exemplo numérico.

Keywords: Ondas eldsticas, Fungoes de Green locais, Principio da causalidade, Marcha no
tempo, MEC, MEF
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1 INTRODUCAO

Ao se estudar problemas complexos relacionados ao fenomeno de propagacao de ondas em
meios elésticos, governados pela equacdo da elastodinamica, utilizam-se métodos de aproximagao
numeérica, dos quais podem-se destacar os métodos das diferencas finitas (MDF), volumes fini-
tos (MVF), elementos finitos (MEF) e elementos de contorno (MEC). Neste trabalho, porém,
serd utilizado tanto o MEF quanto conceitos do MEC.

Apesar do grande sucesso do MEF nas diversas dreas da engenharia, em determinados
problemas como aqueles envolvendo dominios infinitos, e.g., problemas do tipo solo-fluido-
estrutura, o MEC pode se tornar mais vantajoso que o MEF uma vez que dominios infinitos sd@o
facilmente incorporados na formulagao do MEC. Neste sentido, quando enfrentado a problemas
de natureza transiente, 0 MEC precisa de um tratamento especial dos efeitos de inercia intro-
duzidos pelos termos transientes da equagao diferencial governante. As varias estrategias exis-
tentes podem ser classificadas de acordo a natureza da funcao de Green (solu¢cdo fundamental)
adotada como métodos baseados em fun¢des de Green dependentes do tempo ou em fungdes de
Green estaticas (Brebbia e Wrobel, 1992; Dominguez, 1993). Os denominados ‘“time-domain
boundary element method” (TD-BEM), se encontram na primeira classe de métodos, nos quais
a solugdo € efetuada no dominio espago-tempo através de um processo convolutivo ou de mar-
cha no tempo, ja na segunda classe se encontram os denominados “Dual Reciprocity boundary
element method” (DR-BEM) e “Domain boundary element method” (D-BEM), a partir dos
quais um sistema de equacgdes diferenciais ordindrias € obtido, similar ao resultante quando
utilizado o MEF.

Neste trabalho € apresentado um novo método de marcha no tempo, o qual se baseia no
método da aproximacao explicita de Green “Explicit Green’s Approach” (ExGA). Este método
foi proposto por Mansur et al. (2007) e Loureiro (2007) e consiste em calcular a funcao de Green
dependente do tempo numericamente e de forma explicita; e difere do método dos elementos
de contorno (formulacao TD-BEM), que se baseia na utiliza¢ao de fun¢des de Green analiticas
(Aliabadi e Wen, 2011; Wrobel, 2002). Os resultados apresentados neste trabalho se mostraram
bastante precisos quando comparado aos métodos tradicionais de marcha no tempo utilizados
usualmente para o MEF. Mais precisamente neste trabalho sera feita a comparacio unicamente
com o método Diferenca central (DC) uma vez que este ¢ amplamente utilizado em problemas
de propagacao de ondas.

2 METODO DA APROXIMACAO EXPLICITA DE GREEN: EQUACAO
ELASTODINAMICA

Nesta secdo sdo apresentadas as equagdes governantes de problemas de propagacdo de
ondas em meios elésticos e das fungdes de Green do problema em consideraciao. Na sequéncia,
os procedimentos matematicos necessarios para a obtencdo da expressao integral do método
ExGA e suas fungdes de Green para a solucdo da equacdo elastodinamica sao detalhadamente
apresentados.

2.1 Equacoes governantes

Seja 2 € R? um dominio finito aberto qualquer com contorno 9 = I do tipo Lipschitz,
onde d representa o nimero de dimensdes do problema e I = (0,7] C R™ o tempo de anélise
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(dominio temporal), a equacdo diferencial parcial que descreve problemas de propagacao de
ondas € expressa por (Graff, 1991):

IOUz — 055 = bz em () x [ (1)

onde u; : {2 x I — R representa o campo de deslocamentos, f; : {2 x I — R as forcas de
volume por unidade de volume, o;; : {2 x I — R o tensor de tensoes de Cauchy e p : Q — R
a densidade. Considerando a particdo 9} = I' = T'p, U Ty, sendo que I'p. N Ty, = 0, as
condicdes de contorno sdo dadas por:

U; = U; em FD«; X I, 0451 = p; em FNi x I (2)

onde u; : I'p, X I — R s@o deslocamentos prescritos, p; : I'y, x I — R sdo forcas de superficie
e n; € o vetor normal. Ainda, as condicdes iniciais sdo dadas por:

u; = ug; em 2 quando t = 0, 1; = vg; em {2 quando t = 0 3)

A fim de completar devidamente o problema, sdo dadas as relacdes constitutivas, que para

o caso da elasticidade linear € 0;; = Cji€p, onde Cyji € €;; s30 respectivamente, os tensores
de elasticidade e de deformagdo infinitesimal, este ultimo por defini¢do € a parte simétrica do
gradiente de deslocamento, viz., €;; = %, resultando na seguinte relacao

0ijj = (Cijritn) 4 )

2.2 Expressao integral do método da aproximacao Explicita de Green

No método ExGA, a solucdo para o campo de deslocamentos € calculado utilizando as
fun¢des de Green do problema, as quais sao consideradas como as funcdes teste para se aplicar
as equagdes governantes num sentido de ponderacdo integral, desta forma torna-se importante
definir as caracteristicas das fungdes de Green utilizadas.

Como descrito na literatura (Stakgold, 1979; Wrobel, 2002; Beck et al., 1992), a funcado
de Green pode ser interpretada como sendo o deslocamento na dire¢do ¢ de um ponto x €
R? (ponto campo) no tempo ¢, resultante da aplicacdo de uma fonte pontual instantinea na
direcdo n numa determinada posicdo y (ponto fonte) e em um certo instante de tempo 7, i.e.,
matematicamente representado por fi,(x,t) = 0;,0(x —y)d(t —7) , onde d;,, é o operador delta
de Kronecker, e J(-) representa a funcio generalizada delta de Dirac.

Ainda, uma questdo crucial para se inicializar uma metodologia baseada em func¢des de
Green corresponde a escolha da funcao de Green para o problema, e.g., fungdes de Green de
meio infinito, semi-infinito, etc. No método ExGA, considera-se a fun¢ao de Green no mesmo
dominio fechado 2 = Q U T e com as mesmas propriedades fisicas do problema original a ser
resolvido, mas com condi¢des de contorno homogéneas:

me — (Cz‘jlekn,l),j = (5m(5<X — y)(5(t — T) €m Q,t > T
Gin=0emIp,t>71 ®))
Cijlekn,lnj =(0em FN“t > T

Além da fun¢do de Green sera utilizado também uma func¢do denominada Degrau (Clough
e Penzien, 1993; Paz, 1997; Fung, 1997) a qual pode ser interpretada como a derivada a fungdo
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de Green no tempo, i.e., H;,(x,y,t — 7) = Gu(X,y,t — 7), desta forma, a partir da Eq. 5
obtém-se:

pHin — (CijraHyn) j = 0ind(x — y)0(t = 7) em Q,t > 7
HszemFDi,t>T (6)
CijsiHpnyn; =0em Iy, t > 7

Vale ressaltar que obter a fungdo Degrau através da resolucdo da Eq. 6 ou derivando di-
retamente a funcdo de Green no tempo dd a mesma expressao de um ponto de vista analitico,
entretanto, calcular numericamente a funcao Degrau a partir da Eq. 6 pode gerar resultados
diferentes, dando a possibilidade de obter resultados com maior precisao (Loureiro, 2007).

Havendo escolhido a funcdo de Green, utiliza-se a decomposicado u; = u; +u; onde 4; = u;
em I'p,, de forma a satisfazer a condi¢do de contorno de Dirichlet de forma exata e evitar o
calculo da derivada da fung@o de Green no contorno I'p, (procedimento similar ao utilizado no
MEF) (Loureiro, 2011), assim obtém-se um novo sistema resultante das Eqgs. (1-4):

(Cimting) j + fi + s = pti; em Q x [ 7

;i (x,0) = ug;(x) — 4;(x,0)em Q, t =0 )

Ui:(x,0) = vi(x) — 15(x,0) em Q, t = 0 )

a, =0emI'p, X I, Cijp(lyy + tg)n; =t;em Ty, x T (10)

onde ¢; = (Cijriti),; — pﬁi, pode ser interpretado como sendo uma nova fonte responsavel
pela introdugdo da condi¢ao de Dirichlet nao nula na solu¢ao do problema.

Aplicando o método dos residuos ponderados simultaneamente no dominio espago tempo,
ou seja, em (2 e em um intervalo de tempo qualquer (¢y,t"| e adotando a func¢do de Green
solucdo da Eq. 5 como fungdo teste, a seguinte sentencga integral € obtida:

t+
/ / Gm(t — 7') [(Cl’jklak,l),j + fl —+ % — pﬂl} deT =0 (11)
to Q

onde t* = ¢ + ¢ (sendo € um nimero positivo arbitrariamente pequeno) € utilizado para evitar
que o limite superior da integral coincida com o pico da fun¢do delta de Dirac.

De maneira similar a formulacdo semi-discreta do MEF, no método EXGA o dominio do
problema € é particionado em n.; dominios de elementos ). nio sobrepostos i.e., } = Q" =

Nel

U Qe Q [ Qo = &, onde se aproximam os campos desconhecidos (deslocamentos e
e=1 Ve#e!

funcgdes de Gr:en). Ap6s a realizacdo de alguns passos e levando em consideragdo as condig¢des
de contorno homogéneas da fungao de Green, Eq. 5, e a particdo do tempo de analise / em N
intervalos de tempo iguais, i.e., [0,7] = U{CV:_OI[tk,tkH] onde, 0 =ty < t; < ... <ty =ty
At =tgp —ty, =t5/N ety = (k+1)At, obtém-se a expressdo do método ExGA (Loureiro,
2011; Loureiro, Silva e Mansur, 2015):

At
UM = H(AH)MU* + G(AH)MU* + G(At — 7)F(ty 4+ 7)dr

A (12)

UM = H(AOMU* + G(AHMU* + G(At — 7)F(t), + 7)dT
0
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onde G : t >ty - R eH :t >ty — R"*™ sdo as matrizes de Green e Degrau
que armazenam seus valores nodais respectivamente, M € R"?" e F : (to,t;) — R"? sdo
respectivamente, a matriz de massa padrao do MEF e o vetor de for¢as nodais (Bathe, 1996;
Hughes, 2000), U : I — R™ o vetor de deslocamentos nodais e ng o nimero total de equagdes
ou graus de liberdade ndo nulos. Ainda, as integrais de convolucdo serdo aproximadas pela
regra do Trapézio (Loureiro, 2007; Mansur et al., 2007):

At At
A(At — 7)F(t), + 7)d7 =~ [A(0)FF + A(AHF*] > (13)
0

onde a matriz A pode ser G ou G de acordo com a Eq. 12

Como dito anteriormente, ao utilizar a matriz Degrau na Eq. 12 se elimina a segunda
derivada da matriz de Green com relagc@o ao tempo (primeiro termo do lado direito da segunda
equagdo) a qual poderia ser uma fonte de erros quando seu calculo € realizado numericamente
como descrito por Loureiro (2007).

A equacdo do método ExGA apresentada anteriormente pode ser também interpretado a
partir da equacdo integral utilizada no método dos elementos de contorno (formulacao espago-
tempo). Entretanto, uma das principais diferencas com relacdo ao MEC reside justamente na
adocdo das condic¢des de contorno homogéneas Eq. 5 para a fung@o de Green. A solugdo para
problemas elastodindmicos em meios elasticos lineares pode ser descrita pela seguinte equagao
integral (Mansur, 1983):

un (&, 1) :/0 /Fu;‘n(x,t;g,ﬂpi(x, T)dFdT—/O /Fp;kn(x,t;g,T)ui(x, T)dldr

- (14)
n / / (%, £ €, 7Yy, 7) AT+ p / s () (x, £, 0)
0 Q

Q
+ wos (x) 17, (%, 15 €, 0)] dS2

onde u;, e p;, sdo as funcdes de Green de meio infinito (solu¢cdes fundamentais), a aplicacido
das condi¢des de contorno homogéneas para a funcdo de Green (agora para um meio finito do
problema a ser resolvido) ocasionaria que as integrais de contorno da equacao acima nao sejam
realizadas em todo o contorno, somente nas partes onde os valores prescritos sdo conhecidos,
resultando numa expressao mais simples de ser resolvido sendo a dificuldade transferida para
a obtencdo das funcdes de Green que satisfazem as condi¢cdes homogéneas do problema em
questao.

3 FUNCOES DE GREEN LOCAIS

Nesta secdo o conceito de fun¢do de Green local em duas dimensdes (i.e., d = 2) € in-
troduzido tendo em vista o principio da causalidade a fim de reduzir o custo computacional na
obtencdo das funcdes de Green e Degrau. Além disso, para mostrar a flexibilidade dada pela
formulacdo proposta, as fun¢des de Green e Degrau serdao calculadas independentemente pelo
MEF no espago e o esquema de Diferenca central no tempo.
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3.1 Principio da Causalidade (sistema continuo)

Tendo em mente que as fungdes de Green serdo calculadas somente em t = At de acordo
com a Eq. 12 e motivado pelo principio da causalidade, entende-se que a funcao de Green possui
suporte compacto, i.e., seus valores serdo nao nulos somente numa pequena regido ao redor
do ponto fonte considerando um passo de tempo suficientemente pequeno (Loureiro, 2011;
Loureiro, Silva e Mansur, 2015). De fato, ao se considerar um sistema continuo, o principio da
causalidade afirma que o efeito de um impulso no tempo 7 localizado em y, dado em qualquer
dire¢do, ndo gera nenhuma influéncia para pontos x tais que ||x —y|| > c4(t — 7), ie., a
onda gerada pela fonte pontual instantanea nao teve tempo suficiente de alcangar pontos fora da
regido cq(t — 7). No caso elastico é utilizada a velocidade da onda-P (c¢;) uma vez que seu valor
€ maior que o da onda-S (c;), resultando na maior regido possivel. Assim, considerando 7 = 0
e t = At pode-se definir o seguinte limitante superior do subdominio local para a funcdo de
Green dada uma fonte pontual em y (ver Fig. 1 para uma descricdo destes subdominios locais)

={x,y e R |x —y|| € csAt} C Q (15)

A fim de ilustrar este fato, considerando, por exemplo, que o subdominio local tem pro-
priedades de material homogéneas; e supondo que o subdominio ndo intercepta o contorno
original I' do problema em consideracdo, a funcdo de Green resultante € a conhecida solugdo
fundamental que tem a sua expressdo analitica dada por (Mansur, 1983):

(X, y,t) = 1 lH Cit,l 2 @2,1 &752 22— 2
Yin2 Y 27p | cq T r NG T ¢
GE ‘;E 1 n P 1
oH () -2 !
Cg r r R /c2t2 — 7"2 /02t2 —r2
ondet =t—7,r =[x —y| e H(-) é a fungdo Heaviside generalizada, garantindo desta forma
o principio da causalidade discutido anteriormente.

(16)

3.2 Principio da Causalidade (Sistema discreto)

Devido a que as solugdes analiticas da Eq. 5, sdo dificeis ou até mesmo impossiveis de
se obter para um meio geral com geometria qualquer, a fun¢do de Green junto com a fungao
Degrau serao tratadas numericamente com a formulacao semi-discreta do MEF. Assim, a fonte
pontual instantinea correspondente(d;,d(x — y)d(t — 7) para as fun¢des de Green e d;,0(x —
y)5 (t — 7) para as fun¢des Degrau) € substituida por condigdes iniciais equivalentes (ver, por
exemplo, Loureiro (2011) para mais detalhes).

Além disso, como as fun¢des de Green sdo calculadas localmente através dos subdominios
Q2,, s@o impostas condi¢cdes de contorno de Dirichlet homogéneas (i.e., G;;, = 0) no contorno
I'y do subdominio somente se este ndo intercepta o contorno original; caso contrdrio, serdao
impostas as condi¢des de contorno originais com valores nulos.

Deste ponto em diante, o contorno local do subdominio pode ser dividido como 9€2
I, = FD UFN UFSD deformaqueFD ﬂFN = FD NITsp, = FN NITsp, = Qonde
r p, =1Ip Nlse r N, = 'y, N I's com as condi¢des de contorno de Dirichlet sendo utilizadas
em I';p, ao invés da de Neumann, a fim de evitar movimento de corpo rigido no caso onde o
subdominio ndo tenha influéncia do contorno de Dirichlet original (ver Fig. 1).
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Assim, pode-se definir o seguinte conjunto de equagdes no subdominio local

PWin — (CijkiWeny) j = 0em Qg t > 7 17
wy, =0em T'p, UT,p,,t >0 (18)
CijWinynj = 0em Ty, t > 0 (19)

Wiy = wo; em 2t =0 (20)

Wiy, = Wo; em 2,1 =0 21D

onde w;, : © x Q x (0,t) — R representa as componentes da fungdo de Green ou a fungio
Degrau devido as condi¢des iniciais equivalentes.
51'71

Para a funcdo de Green, as condi¢des iniciais sdo dadas por wy; = 0 e wy; = p (x—y),

enquanto que para a funcdo Degrau, wy; = ‘%5 (x —y) e wy; = 0. Fisicamente, a func¢do de
Green pode agora ser interpretada como a resposta do sistema devido a uma velocidade inicial
aplicada na direcdo n, ao passo que a func¢do Degrau € a resposta do sistema devido a aplicagc@o
de um deslocamento inicial.

Figura 1: Representacao dos subdominios €2,

Aplicando a formulacdo semi-discreta do MEF as Eqs. 17-21 sobre o subdominio local
discreto QF = Q"UT" C O e considerando que os pontos fonte sdo dispostos em pontos nodais
(y =y,), as funcdes de Green ou Degrau discretas devido a condi¢des iniciais na dire¢do n de
um dado ponto fonte nodal, em notacdo matricial se resume em encontrar W : ¢t > 0 — R"%
tal que

MW, (t) + KW,(t) = 0,t >0 (22)
MW, (0) = W%t =0 (23)
MW, (0) = W° t =0 (24)

onde M € R"%>*"%s ¢ K € R"%*"% s30 as matrizes de massa e de rigidez respectivamente,
relativas ao subdominio local discreto, sendo ngs o nimero de equacdes associado a cada sub-
dominio local discreto Q" com sua respectiva submalha.

Observe-se que W () denota o vetor de Green nodal se as condigdes iniciais forem dadas
por WY = 0 e W? = 1, ou o vetor Degrau nodal se as condi¢des iniciais forem dadas por

WY =1,e W’ =0emque 1; € R" ¢ 0 vetor unitdrio com as componentes definidas como
1ij = 61]
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Efetivamente, o vetor W(¢) representa somente os valores ndo-nulos de uma coluna da
matriz de Green G(t) ou da matriz Degrau H(¢) devido a uma condig¢do inicial aplicada no
grau de liberdade j, lembrando que os valores nodais fora do subdominio local discreto (i.e.,
Q" \ Q) sdo nulos devido ao principio da causalidade.

Neste método aplica-se o esquema de Diferenga Central para calcular as func¢des de Green
e Degrau, que s6 precisam ser calculadas de t = 0 at = At (Eq. 12). Aqui no entanto sera
utilizado um esquema de sub-passo unicamente no calculo da funcdo de Green, a fim de obter
um método de marcha no tempo de segunda ordem, como segue:

e A fungdo de Green é calculadadet = 0at = At/2 edepoisdet = At/2at = At
e A fungfo Degrau € calculadadet =0at = At

de maneira sucinta, um passo-a-passo do método pode ser visto na Tabela 1.

Tabela 1: Passo a passo do calculo das matrizes de Green e Degrau

Para todos os ng graus de liberdade nao nulos faga:
A. Cilculos inciais:
1. Defina a submalha 2 ao redor da fonte pontual nodal associada ao grau de liber-
dade j
2. Forme as matrizes locais de massa diagonal M e de rigidez K
3. Defina as condigdes iniciais W;(0) = W9 = 0 e W;(0) = W9 = M~'1; para
o vetor nodal de Green ou W;(0) = W% = M~'1; e W;(0) = W? = 0 para o vetor
nodal Degrau
B. Para um passo de tempo t = At:
1. Aplique o esquema Diferenca Central padrao pra calcular o vetor nodal Degrau e
utilize dois sub-passos para o vetor nodal de Green
2. Insira os valores nio nulos dos vetores W; = W,(At) e W; = W,(At) na
coluna 7 da matriz de Green (ou Degrau) e de sua derivada, respectivamente

3.3 Propriedades da funcao de Green e implementacao computacional

Como descrito na se¢@o anterior, as funcdes de Green e Degrau podem ser calculadas so-
mente numa pequena regido ao redor de cada ponto fonte nodal representada pelas submalhas
para formar as matrizes G(At), G(At), H(At) e H(At). De fato, para um passo de tempo
suficientemente pequeno, o nimero de equacdes de uma submalha do subdominio discreto Q2"
€ muito menor que o nimero de equacgdes de toda a malha, implicando que ngs; < ngq especial-
mente para malhas refinadas.

No contexto computacional, pode-se ter vantagens da relacdo de reciprocidade que pode
ser usada para mostrar que as matrizes de Green e Degrau, assim como suas derivadas tempo-
rais, sdo simétricas, como visto nas Figs. 2 e 3, sendo assim, somente os coeficientes da parte
superior ou inferior da matriz precisam ser calculadas, reduzindo pela metade o custo com-
putacional. Além disso, os célculos das funcdes de Green e Degrau sdo interdependentes uns
dos outros assim como suas submalhas. Portanto, o armazenamento de memodria e o tempo
de processamento para a obtencio destas fungdes sdo consideravelmente reduzidos. E impor-
tante ressaltar que devido ao processo de semi-discretizagdo, o principio da causalidade ndo é
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totalmente satisfeito (Graff, 1991) resultando num subdominio discreto maior comparado ao
subdominio real obtido pelo principio da causalidade.

Para analisar melhor o tamanho dos subdominios discretos, serdo feitos testes num modelo
onde é considerado, num estado plano de deformacdo, um sélido homogéneo eléstico linear
de dimensdes 1mx 1m que possui as velocidades c¢; ~ 5,83 m/s e ¢; =~ 9,53 m/s, p = 2200
kg/m?, v = 0,2e E = 1,8 x 10° N/m? , no qual é aplicado uma condi¢fo inicial no ponto
nodal do centro em ambas as direcdes, uma por vez. Para este modelo considerou-se que todo
o contorno serd livre, tendo um total de 64 elementos regulares de tamanho [, = 0,125 m, e
um At = 1,0 x 1072 s sendo igual ao tempo final, pois sera feito o cdlculo dos vetores nodais
somente num passo de tempo. Para este problema c;At = 0,0953 m < [, resultando num
subdominio discreto maior que o continuo.

Na figura 2 é possivel observar as funcdes de Green numéricas e suas derivadas temporais
respectivamente a direc@o aplicada no ponto fonte nodal.

8.7e3 8.7e3
I7 7e3 I7 7e3

6.7e-3 6.7e-3
5.8e3
48e3
3.9e3
2.9e3

1.9e3
1.0e-3
o

58e3
48e3
3.9e-3
2.9e3

1.9e3
1.0e-3
o

() (d)

Figura 2: Fungio de Green numérica e sua derivada temporal para um dado ponto fonte nodal:
@G (x,yi, At)[ls MG (x, 51, A1) 5 @G (x, yi, At)]|3 (D] GE (x, yi, At)].

As funcdes de Green numéricas obtidas através do sub-passo se mostraram mais ricas
quando comparadas as obtidas em trabalhos anteriores dos proprios autores (Loureiro, Silva
e Mansur, 2015), mostrando assim.

Como ¢ possivel ver na Fig. 3, a derivada temporal da fun¢io Degrau numérica H" (At) é
quem possui um maior subdominio.
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Figura 3: Fun¢io Degrau numérica e sua derivada temporal para um dado ponto fonte nodal:
@] HY (x, yi, At) 5 )| HE (x, v, At) |5 @[ HY (x, y:, At) |5 ()| HE (x, yi, A)]].

Ainda, em algumas simulagdes praticas, € comum utilizar materiais homogéneos por partes
e regulares em pelo menos alguma parte de toda a malha, o que também € vantajoso para o
método, uma vez que pode-se utilizar unicamente a quarta parte da submalha para o calculo das
matrizes, reduzindo ainda mais o custo computacional.

4 EXEMPLO NUMERICO

Nesta secdo, € considerado o modelo de um sélido bi-dimensional homogéneo no estado
plano de deformagdes, sob o efeito de uma fonte triangular de periodo dominante 7 = 0,2 s
aplicada no canto superior esquerdo do dominio. O modelo de elementos finitos pode ser visto
na figura 4 e as constantes do material na tabela 2. O tamanho do elemento da malha é [, = 2.5
m e o intervalo de tempo utilizado At = 5.5 x 1073 s.

Note que este modelo, possui as carateristicas necessarias para utilizar as propriedades de
simetria das matrizes de Green e Degrau (assim como suas respetivas derivadas) e a reducdo do
subdominio, vistas na se¢do anterior e assim diminuir consideravelmente o custo computacio-
nal.

Os resultados dos deslocamentos e velocidades verticais no ponto A = (40; 0) estdo apre-
sentados, respectivamente, na Fig. 5a and Fig. 5b, considerando os métodos ExGA e Diferenca
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Figura 4: Modelo de elementos finitos.

Tabela 2: Propriedades fisicas do material.

v pkgm?®) EN/mM?) cy(m/s) cy(m/s) c.(m/s)
0.25 2000 2.5x108 388 224 205.54

central padrao (DC), o dltimo foi escolhido para comparagdo por ser um método explicito
cldssico de marcha no tempo. As tensdes o, no ponto de integracao de Gauss B = (41, 25; 1, 125),
perto do ponto A, sdo calculados, e os resultados apresentados na Fig. Sc.

1.2e-04 T T 30

4.5e-06

cb —— cb —— cD ——
P EXGA EXGA EXGA
3.0e-06 - 9.0e-05 0 |
—_ [\
g 1.50-06 | \'\,'\N g 6:00:05 \ 1 MN - 10 ‘ AT A
g f W, A Z 30005 T - 5 " | A A
£ oo~ \) 1 Al N |
2 h [ = 00e+00 [ /i) fv 8 ' ' u |
- *NENE N il g
S -1.5e-06 “ 5 'l . i [ZET PR
5 S -3.0e-05 - |
: \/ AL |
30006 Point A W 1 -6.0e-05 Fpyiiit A 20 Point B
-4.5¢-06 -9.0e-05 -30
0 02 04 06 08 1 12 14 16 0 02 04 06 08 1 12 14 16 0 02 04 06 08 1 12 14 16
time (s) time (s) time (s)
(a) (b) ()

Figura 5: Comparacio dos resultados numéricos: (a) Deslocamento vertical no ponto A; (b) Velocidade
vertical no ponto A; (c) tensio o, no ponto de integracio B.

Analisando as figuras anteriores, pode se observar a presencga de elevadas oscilagcdes espurias
na curva correspondente aos resultados obtidos pelo método DC, o que muitas vezes pode levar
a interpretacdes incorretas.

Por outro lado, os resultados obtidos pelo método ExGA nao apresentam oscilac¢des, indi-
cando que foram obtidos resultados precisos e confidveis. Esta capacidade de filtrar oscilacdes
espurias € obtida devido ao amortecimento numérico presente no método.

Na figura 6 o raio espectral dos métodos EXGA e DC ¢é apresentado, um método é dito
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estavel se para um At dado o raio espectral € menor ou igual a um (Bathe, 1996), assim, é
possivel ver que o método ExGA assim como o DC possuem um limite para o tamanho do
At utilizado, este limitante é conhecido como At critico, e ambos os métodos apresentam At
criticos similares. Ainda, o amortecimento numérico pode ser visto quando o raio espectral €
menor que um. E importante notar que apesar do amortecimento numérico ser um esquema
ndo-conservativo, este poderd ser util na solu¢do de alguns problemas préticos na dissipacgdo de
frequéncias mais elevadas imprecisas, conforme apresentado no exemplo.

1.5 T T T
° 10 -
et
(@)
]
Y
(4] —DC
o EXGA
S 0.5- -
o

0.0 . ; - . . T .

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
oAt/(2r)

Figura 6: Raio espectral dos métodos ExGA e Diferenca Central padrao.

A fim de visualizar melhor o problema resultante das oscilagdes espurias e as vantagens da
sua dissipacao, na Fig. 7 sdo apresentadas snapshots da tensdo de Von-Mises para o método DC
e ExGA.

40
I35 5
31

f7s

40
I355
31
265
22

f7s
13

9
4.5
o

(a) (b)

Figura 7: Snapshots da tensdao de Von-Mises em ¢ = 0, 385 s: (a) Método DC; (b) Método ExGA.

Nos resultados obtidos pelo método DC pode-se observar claramente oscilacdes as quais
ndo estdao presentes nos resultados obtidos pelo método ExGA pois foram filtradas através do
amortecimento numérico, resultando numa solug¢ao mais precisa.
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5 CONCLUSOES

Neste trabalho, foi apresentado o conceito por trds do método da Aproximacao Explicita de
Green (ou ExGA nas suas siglas em inglés), no qual as fun¢des de Green e Degrau sio calcu-
ladas numericamente, para problemas em elastodindmica e foi proposta também uma melhoria
para o método. A ideia de utilizar sub-passos no tempo para calcular somente as funcdes de
Green no método ExGA resultou num esquema de marcha no tempo preciso. Uma das suas pro-
priedades € o amortecimento numérico responsavel por filtrar as oscilagdes espurias que podem
aparecer em algumas simulacdes. E importante ressaltar que o sub-passo no tempo é aplicado
um Unica vez em ¢t = At e que mas as fungdes de Green e Degrau sdo calculadas localmente a
causa do principio da causalidade, o que resulta em um baixo custo computacional. O exemplo
numérico que foi analisado confirma a robustez e precisao do método ExGA proposto.
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