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Abstract. Short fibers are randomly spread in an elastoplastic laminated matrix. Triangular
laminated plate finite elements with ten nodes and seven degrees of freedom per node are
used to discretize the laminated matrix. The elastoplastic constitutive model adopted to
simulate the nonlinear physical behavior of the matrix follows a multi-linear non associative
flow rule and a general failure surface is respected to consider orthotropic material. Any
order one-dimensional finite elements with three degrees of freedom per node are used to
discretize fibers and stiffeners. The geometrical nonlinear strategy is total Lagrangian and
the Saint-Venant-Kirchhoff Constitutive Law is adopted to model the material. Kinematics
relationships allow place the fibers nodes in any layer of the laminated medium without
necessity of match fiber nodes with matrix nodes in the discretization of the problem. The
Principle of Minimum Total Potential Energy and the Newton-Raphson iterative procedure
are employed to solve the nonlinear equilibrium problem. The proposed numerical example
shows the potential of the proposed formulation in the analysis of fiber-reinforced steel-
concrete composite structures.
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Consideracao de fibras na andlise nédo linear fisica de placas laminadas reforcadas desenvolvendo grandes
deslocamentos

1 INTRODUCAO

Fibras curtas, também denominadas por armadura descontinua, sdo adicionadas ao
concreto buscando-se, dentre diferentes finalidades, melhorar a resisténcia a tragdo
(Abrishami, Mitchell, 1997; Fields, Bischoff, 2004; Fischer, Li, 2002; Noghabai, 2000) e
reduzir e/ou controlar a fissuracdo (Balaguru, Shah, 1992).

Neste trabalho, fibras curtas, em diferentes proporgdes, sdo espalhadas aleatoriamente em
uma matriz laminada elastoplastica. Os resultados obtidos para o caso particular de placa
quadrada reforcada em duas direcGes solicitada por carregamento uniformemente distribuido
sdo comparados qualitativamente com aqueles preditos pela teoria das charneiras plasticas
(Johansen, 1961; Langendonck, 1970; Pinheiro, 1988; Sawczuk, Jaeger, 1963) e com a
observacdo experimental (Chamecki, 1948). Para modelar a matriz, de concreto, elementos
finitos de placa laminada com dez nos e sete graus de liberdade por no totalizando setenta
graus de liberdade por elemento s&o utilizados. Os parametros nodais, em posi¢oes, sdo as trés
translacdes, as trés componentes de um vetor generalizado e a taxa de variacdo da deformacéo
ao longo da espessura que evita o fenébmeno do travamento volumétrico (Coda, Paccola,
2008; Coda et al., 2013). Somente a superficie de referéncia do elemento é discretizada e a
consideracdo de um numero qualquer de laminas ndo aumenta o nimero de graus de liberdade
do elemento. Para simular a plastificacdo da matriz, um modelo constitutivo elastoplastico
multi-linear ndo associativo e uma superficie geral de ruina para a consideracdo de material
ortotropico séo utilizados (Coda et al., 2015).

Os elementos finitos utilizados para discretizar as fibras e a armadura podem ser inseridos
em qualquer posicdo da matriz ou das laminas por meio de relagbes cinematicas que
asseguram a aderéncia fibra-matriz e ndo exigem a coincidéncia de n6s na discretizacdo do
problema (Sampaio et al., 2013; Sampaio, 2014; Sampaio et al., 2015). A estratégia de
introducdo das fibras nas laminas ndo aumenta o numero de graus de liberdade do problema.

A formulacdo ndo linear geométrica € Lagrangeana total e a Lei Constitutiva de Saint-
Venant-Kirchhoff que relaciona de forma linear o tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff de
segunda espécie e o tensor de deformacdes de Green-Lagrange é utilizada para modelar tanto
0 material das fibras quanto o material da matriz. O equilibrio é encontrado a partir do
Principio da Estacionariedade da Energia Potencial e o sistema nao linear de equacbes é
resolvido utilizando-se o procedimento iterativo de Newton-Raphson. Um exemplo numérico
em que se consideram diferentes taxas de fibras € apresentado para demonstrar as
potencialidades da formulacao.

O artigo esta organizado da seguinte forma: na Secdo 2 descreve-se o elemento finito de
placa laminada onde as fibras s@o incorporadas; na Sec¢do 3, o modelo constitutivo adotado
para simular a plastificacdo da matriz é apresentado; na Secdo 4, a descri¢do cinematica, 0
vetor de forcas internas e a matriz Hessiana do elemento finito de fibra utilizado para
discretizar a armadura e as fibras descontinuas sdo apresentados; na Secdo 5, 0 processo
iterativo de Newton-Raphson utilizado na resolucdo do problema de equilibrio ndo linear
geométrico é descrito; na Secdo 6, os resultados obtidos com a presente formulacdo sdo
comparados qualitativamente com modelos de referéncia demonstrando as potencialidades da
formulacéo proposta para a analise de meios reforcados com fibras e, por fim, as conclusdes
sdo apresentadas na Secéo 7.
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2 MODELAGEM DA MATRIZ LAMINADA

Para discretizar a matriz laminada séo utilizados elementos finitos de casca laminada,
triangulares, curvos, isoparamétricos, com dez nos e sete graus de liberdade por né
totalizando setenta graus de liberdade por elemento. Os parametros nodais, em posic¢des, sdo
as trés translagOes, as trés componentes de um vetor generalizado e a taxa de variagdo da
deformacéo ao longo da espessura que evita o fenébmeno do travamento volumétrico (Coda,
Paccola, 2008; Coda et al., 2013). Somente a superficie de referéncia do elemento finito é
discretizada e a consideracdo de um ndmero qualquer de laminas ndo aumenta o numero de
graus de liberdade do elemento. A Fig.1 mostra a cinemética utilizada para mapear o

elemento finito de casca laminada da configurago inicial «2° para a configuracéo atual 2.
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Figura 1. Mapeamento posicional do elemento finito de casca laminada

Além das grandezas indicadas na Fig. 1a, considera-se que o elemento finito é formado

por m laminas conforme mostrado na Fig. 1b, onde d®™ ¢ a distancia da superficie de

referéncia do laminado até o centro de uma lamina considerada segundo a diregdo g° e h™" a
espessura desta 1amina, definidos na configuracdo inicial. A funcdo ¢”" que mapeia 0s
~1lam

pontos da configuracdo auxiliar 2" para a configuragdo inicial 2° e a fungdo @™" que

mapeia os pontos da configuracdo auxiliar €' para a configuragdo corrente (2 podem ser
escritas, respectivamente, como:

7 = g8, {d“ n P é‘sJ@(éi,fz N?, (1)

”Iam

O = (&8 N+ {a'am L éj%(fl,é‘z)a{d'am ng 4(5.8)6. @

onde ¢(&,5) X, =%x" e ¢(&.&)Y, =9 sdo, respectivamente, pontos na superficie de
referéncia da casca na configuracdo inicial e corrente, e
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0= dvn e fgj&(«:l,éz)ﬂﬁ, ®
g; = [&'a"‘+“°753]+¢?.(§1,52)é.(6'am+“°7§3] 8.(£,.&, )Gy, (4)

sdo vetores generalizados nas configuracdes inicial e corrente, respectivamente.

Nas Egs. (1)-(4), ﬁ? (51,52) sdo fungdes de forma avaliadas nas coordenadas
adimensionais &; X, e Y, sdo as coordenadas dos nés | nas configurag@es inicial e corrente,
respectivamente; N° e G, sdo valores nodais dos vetores generalizados nas configuragdes

inicial e corrente, respectivamente; e & s&o valores nodais da taxa de variagdo linear da

espessura que evita o travamento volumeétrico e por cisalhamento usuais em formulacdes de
casca homogénea e casca laminada (Coda et al., 2013; Coda, Paccola, 2008).

AOlam
j

~1lam

As funces ¢°"" e ¢*" sdo utilizadas para encontrar seus respectivos gradientes

Allam
j
numérico do gradiente da funcdo mudanca de configuracdo A®" de 2° para £2, ou seja:

e

e a composicdo destes dois valores para cada ponto de integracdo fornece o valor

6 ~0lam a ~1llam

AOlam O Allam @i A lam A llam A Olamy—1
Olam _ ZFi pllem _ 2T plam _ pTlam o a , 5
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3 MODELO CONSTITUTIVO ELASTOPLASTICO PARA A MATRIZ

As equacOes constitutivas sdo fundamentais na modelagem matematica de qualquer
problema estrutural, pois estabelecem relacdo entre as tensdes internas e as deformacoes
desenvolvidas pelo material. Em analises elasticas, essas equacdes sdo lineares e a Lei de
Hooke é utilizada. Em andlises inelasticas, a relacdo tenséo-deformacdo é ndo-linear e
variaveis internas adicionais devem ser consideradas na constru¢cdo do modelo matematico.

Para descrever o modelo constitutivo elastoplastico utilizado neste trabalho sdo
necessarios: i) uma decomposicédo aditiva para o tensor das deformacdes totais; ii) uma lei de
elasticidade; iii) um critério de plastificacdo; iv) uma lei de evolucdo do tensor das
deformacdes plasticas; v) uma lei de evolucdo do vetor de endurecimento e; vi) condi¢cbes de
complementaridade e consisténcia.

Em regime elastoplastico a deformacao total € composta por uma parcela elastica e outra
plastica. Neste trabalho, consideram-se pequenas deformagdes associadas a materiais usuais
de engenharia, como por exemplo, aco e concreto. Para tanto, adota-se a medida de
deformacéo de Green e a decomposic¢do aditiva da deformacao é escrita como:

E=E°+E°", (6)

onde E° e EP sdo as partes elastica e plastica de E. Consequentemente, a Lei de
Elasticidade dada por:

S=¢:Ee=¢:(E—E") (7)
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é determinada em funcdo da deformacdo total E e da parcela de deformacdo plastica E°
definindo a formulacdo no espago das deformacgdes. Na Eq. (7), € é o tensor de quarta
ordem com as constantes elasticas do material, S ¢é o tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff
de segunda espécie e estados admissiveis de tensdo devem obedecer a seguinte condicdo
conhecida como Critério de Plastificacdo ou Lei de Plastificacdo:

f=JS::S+L£:5-,-5,<0, (8)

onde ¥ é o tensor de quarta ordem que define o comportamento das tensdes no plano de
Nadai (Nadai, 1950), £ € o tensor de segunda ordem que define a influéncia da tensdo
hidrostatica no modelo e S, € o nivel de tensdo de falha equivalente. Na Eg. (8) assume-se

que y € um escalar.

A partir do critério de plastificagdo, matematicamente expresso por uma funcao
dependente do estado de tensdes f (S) é possivel identificar os regimes de resposta imediata
elastica ou elasto-plastica do material analisando-se as seguintes possibilidades:

Se f(S)<0, as tensdes estdo no interior da superficie de plastificacdo
caracterizando comportamento elastico;

Se f(S):O, as tensbes estdo sobre a superficie de plastificagdo
caracterizando comportamento plastico;

Se f(S)>0, as tensdes estdo fora da superficie de plastificacdo
caracterizando estado inadmissivel;

ou seja, a Superficie de Plastificacdo, obtida ao se representar o critério de plastificacdo
f (S) =0 no espaco das tensdes, é o lugar geométrico dos pontos que representam estados de

tensdes correspondentes ao inicio das deformacdes plasticas e constitui a fronteira do dominio
que limita internamente estados de tensdes correspondentes as deformagdes elasticas.

Como a superficie de plastificacdo define apenas o nivel de tensdo para o qual a
platicidade ocorre, para o calculo da magnitude das deformacdes deve-se definir também uma
Lei de Fluxo ou lei de evolugdo do tensor das deformacdes plasticas. Em geral, esta lei é

definida por uma funcdo chamada de potencial plastico F(S,;() e as componentes da

deformacdo plastica sdo ortogonais a esta. Neste trabalho, o fluxo de deformacdo plastica
pode ser escrito como:
. .OF .
EP=A—=1n, 9
N 9)
onde A é o multiplicador plastico. Quando a funcdo potencial plastico F € igual a Lei de
plastificacdo f, diz-se que o fluxo é associado. Caso contrario, o fluxo é chamado n&o-

associado. No caso particular do presente modelo, F nao € escrito explicitamente, mas 7 €

um tensor que garante a convexidade da solucéo, veja por exemplo Botta et al., (2007).
Quando a superficie de plastificacdo admite mudancas em funcdo das deformacdes

plasticas ocorridas, diz-se que o material apresenta endurecimento, ou seja, ha incremento de

tensdo com o incremento de deformacéo. Neste caso, a evolugdo da superficie de plastificacdo
pode ocorrer de duas formas: uma mantendo sua forma original e mudando apenas o tamanho
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(neste caso o endurecimento é dito isotropico), e na outra forma, a superficie é deslocada no
espaco de tensdes sem mudar o tamanho, denominando-se endurecimento cinematico.

_,.._——-"""—'GE
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Figura 2. Superficies de plastificagéo: (a) Tsai-Wu (Tsai, Wu, 1972) ; (b) Von Mises; (c) Drucker-Prager
(Drucker, Prager, 1952)

Para definir o efeito do endurecimento por deformacéo pléstica, define-se a forca interna
termodinamica y pela expressao:

Zz—%z—H-a, (20)
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onde & é o potencial de energia livre adotado escrito como:
H(E—Ep,a)zéEe:C:Ee+%a-H-a, (11)

H ¢ o tensor de segunda ordem com parametros de endurecimento € & € um conjunto de
variaveis de endurecimento. No potencial plastico F(S,;(), %, a e H séo considerados

escalares, ou seja, y, @ e H e declara-se:
a=i (12)

Nas relacBes anteriores, 4>0 é um escalar que fica determinado a partir das condicdes
gerais de complementaridade dada na Eq. (13) e de consisténcia dada na Eq. (14), que
caracterizam a irreversibilidade do processo:

A>0, <0, Af=0, (13)
f=0, f<0, Af-=0. (14)

O critério utilizado no presente trabalho é basicamente a raiz quadrada do modelo de
Tsai-Wu (Tsai, Wu, 1972) cuja superficie de plastificacdo é descrita por um elipsoide (Fig.
2a), que permite a analise de materiais anisotrépicos. Uma escolha apropriada dos parametros
de entrada do modelo permite que a superficie de plastificacdo seja degenerada na superficie
de von Mises (Fig. 2b) ou na superficie de Drucker-Prager (Fig. 2c) (Drucker, Prager, 1952).
Maiores detalhes podem ser encontrados em Coda et al., (2015).

4 MODELAGEM DAS FIBRAS

As fibras sdo discretizadas com elementos finitos unidimensionais curvos de ordem
qualquer com 3 graus de liberdade por nos. Estes elementos sdo desenvolvidos para
considerar a ndo linearidade geométrica usando a Lei Constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff
dada na Eqg. (10) e o mapeamento cinematico mostrado na Fig. 3.

1

EE?. 15
5 (15)

W =
Na Eq. (15), Z e E sdo, respectivamente, o médulo de elasticidade tangente e a
deformacéo de Green unidimensional.

Da Fig. 3, os pontos %X na configuracdo inicial «2° e os pontos ¥, na configuragéo

corrente 2 podem ser mapeados a partir da configuracio auxiliar ' com coordenadas
adimensionais 7 usando funcdes de forma de ordem qualquer, ¢, (77) , € as coordenadas dos

nés p na configuracdo inicial X " e na configuracéo corrente Vip, respectivamente, como:

%; :¢i0 :(Zp (77) )Zip ey :(ﬁil :(gp (77)Y~ip ’ (16)

onde p=1,.,N e i=1,2,3 sdo, respectivamente, os no6s do elemento finito de fibra e os
graus de liberdade associados a estes nos.

A deformacéo de Green, E na Eq. (15) é definida como:
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o il
) (17)

7o

g1
2

= 0 =g ~ , - ~ - - .
onde ‘TQ ‘ e ‘TQ sdo 0s modulos dos vetores tangentes nas configuracées inicial e corrente

dados, respectivamente, por:

o () g, (8 g, V() g, a9
d77 1 dT] 2 d77 3 y
‘_I__.B‘ZZ dﬁp(n)YA’p 2+ dép(n)Y“’p 2+ d&p(n)YA/p 2 (19)
—d77 1 — d77 2 d77 3 .

@)

QI
* ' |
=1 n +1

Figura 3. Mapeamento posicional do elemento finito de fibra

Para realizar a analise de equilibrio é necessario conhecer a primeira e a segunda derivada
da energia de deformacdo em funcdo das posi¢des dos nos de fibra, ou seja,

oW oW - o'W oW~
—=|. —= VO e > _~5 — ‘[~
NI N oY) NIV ?

———dV, . 20
% oY oY/ (20)

Substituindo as Egs. (12)-(16) nas Egs. (17) e desenvolvendo as operacdes necessarias
obtém-se o vetor de forcas internas e a matriz Hessiana do elemento finito de fibra curva de
ordem qualquer, expressos, respectivamente, por:

(d&p(ﬂ)ypjdﬁj(ﬂ) [d&p(ﬂ)ypjdﬁj(ﬂ)
M (s =
YkJ 0

d ~ 1 o~ a d - -
1 Ads, = [ BE — T3 (n)Ady (21)

Q

-l‘-’ o
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— - 5. N (mAdy, (22)
av'eY’

dn dn

k

oW fl B (d&p(n)wjd@(n)(d&p(mwjd&,(n)+ FE d¢ (n)dd(n)
1 T.(Z

— 0

T

iy d%, ) (dx, ) (dx, ) : ;
T |= (i) J{ﬁj +( ij € 0 Jacobiano de X, .
dn dn dn

As Eqs. (18) e (19) séo resolvidas numericamente com quadratura de Gauss—Legendre.

dn dn dn dn

onde J,(n)=

As fibras sdo incorporadas em qualquer posi¢do do dominio sem aumentar o numero de
graus de liberdade do sistema de equagdes ndo lineares e sem a necessidade de coincidéncia
dos nos das fibras com os nos da matriz na discretizacdo do problema, escrevendo-se as
posicdes dos nds das fibras em funcdo das posicGes dos nos do elemento finito de casca
laminada. Para acoplar as fibras a matriz laminada é necessario calcular a primeira e a
segunda derivada da energia de deformacdo em relacdo aos parametros nodais dos elementos
finitos de casca laminada empregando-se a regra da cadeia. Essas derivadas resultam em uma
matriz de transformacdo anadloga a apresentada por Sampaio; Paccola; Coda (2015) e nao é
repetida aqui.

5 O PROBLEMA DE EQUILIBRIO NAO LINEAR GEOMETRICO

Para a analise ndo linear geometrica considera-se que o processo de mudanca de
configuracdo é governado pela Primeira Lei da Termodindmica. Assim, a energia potencial
total gerada pelo sistema, desprezando-se a contribuicdo da energia cinética e considerando-se
gue o processo € adiabatico pode ser escrita como:

T=W+T, (23)

onde T =-FY, é a energia potencial das forgas externas F, aplicadas nas posi¢coes atuais Y,

e W=W+W é a energia de deformacdo armazenada no corpo incluindo a energia de

deformacdo da matriz W e a energia de deformacdo das fibras W. Como todas as
quantidades envolvidas sdo Lagrangeanas, escritas em funcdo dos parametros nodais dos
elementos finitos de casca, a energia de deformacdo W armazenada no volume inicial do
corpo na Eq. (1) é dada por:

W = j w(Y, )dV, +j W(YP(Y))dv, (24)

onde w e W sdo, a energia de deformacdo por unidade de volume inicial dos elementos
finitos de casca e fibra, respectivamente; Y;' sdo posi¢des nodais do elemento de casca; Y

sdo as posicdes dos nos do elemento de fibras; \70 ¢ o volume inicial do elemento finito de
casca; e V, é o volume inicial do elemento finito de fibra.

Na Eq. (24), os indices 1=1,...,10 e i=1,...,7 representam, respectivamente, 0s nos do
elemento finito de casca laminada e os graus de liberdade associados a estes nos e os indices
p=1,.,N e j=1,2,3 representam, respectivamente, os nés do elemento finito de fibra e os
graus de liberdade associados a estes nos.

Lembrando que as forcas externas sdo conservativas, aplica-se o principio da minima
energia potencial total na Eq. (23) que passa a ser escrita como:
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gk:%:%_ﬁ:o' (25)
onde 6W/dY, é o gradiente da energia de deformacdo entendido como a forga interna do
sistema. Da Eq. (25) observa-se que o solido estda em equilibrio quando o vetor de forcas
internas € igual ao vetor de forcas externas aplicadas.

Como a posicdo atual ou a posicao de equilibrio é a incognita do problema, quando uma
solugdo tentativa (Y,”) € testada, aparece um vetor ndo nulo g, na Eq. (25). Nesta situago,
g, entendido como o vetor deshalanceamento do sistema mecanico, é néo linear em relacdo
aos parametros nodais e uma correcdo deve ser aplicada na posi¢do tentativa para alcancar o
equilibrio. Para encontrar esta corregéo € necessario expandir g, em Série de Taylor em torno

de (Y,) pela expressdo:

0 agi
9;(Y)=9;,(Y" )+

k

AY, +07 =0. (26)

o)

Desprezando-se os termos de ordem superior na Eg. (26) tem-se:

-1

oq .
= 2| g, @
klev?)
0g. 2
onde 94 oW é a matriz Hessiana do problema.
Ny, MY, )

Da Eq. (5) tem-se 0 método de Newton-Raphson para resolver sistemas de equacdes ndo
lineares descrito resumidamente a seguir: Primeiramente escolhe-se uma posigéo tentativa Y,°

e calcula-se o vetor de forcas gj(YI0 ) de acordo com a Eqg. (25). Com a Eq. (27) encontra-se
uma posicdo corregdo AY, que ao ser aplicada sobre a solugdo tentativa Y, resulta em um
novo vetor posicdo dado por Y,=Y°+A4Y,. Com este novo vetor posigdo, repete-se o
procedimento até que AY, ou gj(Y,O) sejam suficientemente pequenos ou menores que um
valor tolerancia assumido. As acdes externas que dao inicio ao processo iterativo podem ser
introduzidas ao sistema de forma total ou incremental e a energia de deformacdo por unidade

de volume inicial utilizada para o elemento finito de casca w e para 0s elementos finitos de
fibras W descreve um material de Saint-Venant-Kirchhoff, isto é, a sua Lei constitutiva ¢é

dada pela relagao linear entre o tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie S;

é o tensor das deformacdes de Green-Lagrange Eij dados, respectivamente, por:

o lo5 =2 lasy o0 W 5 = =2 1o 1/~ &
W==ECy By s W=ZFE"; §; == =CyEy; By ==(Cy=5;)==(AA -5;), (28)
ij —ijkl =kl i ijkl =kI ij ij ij i’ X ij
2 2 ' OE; : 2 2
onde Cy, E, E, Ci A; e &, sao, respectivamente, o tensor constitutivo elastico linear de

quarta ordem, o modulo de elasticidade unidimensional, a tensdo unidimensional de Green, o
tensor dos estiramentos a direita de Cauchy-Green, o gradiente de deformacdo e o tensor
Identidade.
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6 EXEMPLO NUMERICO

O exemplo numerico apresentado tem por objetivo demonstrar as potencialidades da
formulacdo para a analise de meios reforcados com diferentes fragcdes volumétricas de fibras
considerando a néo linearidade fisica do material da matriz.

6.1 Laje de concreto armado em regime elastoplastico reforgcada com
fibras

Este exemplo foi inspirado em um teste experimental apresentado em Chamecki (1948).
Para efeito de uma analise qualitativa considerou-se a mesma geometria, carregamento e
condigéo de contorno utilizadas no ensaio experimental. Desta forma, uma laje de concreto
armado simplesmente apoiada de lado L =200cm, altura h=12cm submetida a um
carregamento uniformemente distribuido conforme mostrado na Fig. 4a é analisada.

’ L L |
N |
N g |

-
Py
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1. N B IV V|

. . ..,/. o
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././ s
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A
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. | I
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. . \\. -
: X
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/-

(@) (b) ©

Figura 4. Geometria do problema e discretizacao: (a) placa armada em duas direces; (b) malha da
superficie de referéncia da matriz; (c) malha da armadura

10 4
8
6 ]
43

Tensdo (MPa)

Deformacéo
T T T T 1
0.006 0.008 0.010

T T T T T T

T I

[ I I I I I
-0.010  -0.008 -0.006 -0.004 -0.002 - 0.002 0.004

Figura 5. Modelo constitutivo para o concreto

A laje esta armada em duas diregdes por uma area de ago dada por S, =S = 3,84cm2/m
e as distancias do centro de gravidade destas armaduras a face comprimida sdo dadas,
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respectivamente por, h, =10,65cm e h =9,95cm . A carga de fissuracdo e a carga de ruptura
observadas no ensaio experimental sdo dadas, respectivamente, P, =13,5t e P, =40,23t. As
unidades dos dados apresentados estdo de acordo com a referéncia de onde foram extraidos.

Tabela 1. Discretizacdo das fibras aleatorias

PLACA Numero total de fibras | NUmero total de nds
+0,5% 51340 205360
+0,75% 77020 308080
+1,0% 102700 410800
+1,5% 154040 616160

Tabela 2. Carga de inicio da fissuracao, carga de ruptura e deslocamento no centro da placa

Passo de inicio da. formacédo | Carga para |n|<:|9 da formagéo Cargade |Acréscimo|Deslocamento
PLACA das chameiras das charneiras (kN)
— - — . Ruptura (kN) | (%) (m)
Face inferior | Face superior | Face inferior| Face superior
ELASTICA NA NA NA NA NA NA 0,008866
PLASTICA 19 30 95 150 385 Ref. 0,009990
+0,5% 19 30 95 150 390 1,299 0,009904
+0,75% 18 30 90 150 390 1,299 0,009781
+1,0% 18 31 90 155 400 3,896 0,009992
+1,5% 19 31 95 155 405 5,195 0,009915

(@) 0,5% (b) 0,75% (c) 1,0% (d) 1,5%
Figura 6. Malha para as diferentes proporg¢des adotadas de armadura descontinua

(2) 0,5% (b) 0,75% () 1,0% (d) 1,5%

Figura 7. Perspectiva das malhas para armadura descontinua

Neste trabalho, para a area de armadura foram adotadas, em cada direcdo, 20 barras de
aco CA-50 com diametro nominal de ¢=16mm e é&rea da secdo transversal de S, =2cm?.

Para a analise numérica do problema, considerou-se a dupla simetria e somente um quarto da
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laje foi discretizada em uma malha homogénea com 200 elementos finitos cubicos,
totalizando 961 noés e 6727 graus de liberdades (Fig. 4b). Cada barra da armadura foi
discretizada em 10 elementos finitos com aproximacao cubica para as variaveis totalizando
400 elementos e 1240 nés. As barras estdo espacadas a cada 5cm e a malha adotada pode ser
visualizada na Fig. 4c.
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400 4 »
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E 300 H
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2 00
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1 —o— Placa plastica + 0.50% de fibras
100 - —— Placa pléstica + 0.75% de fibras
J —e— Placa plastica + 1.00% de fibras
50 —ua— Placa pléstica + 1.50% de fibras

= ¥
0.0000 0.0015 0.0030 0.0045 0.0060 0.0075 0.0090 0.0105 0.0120 0.0135 0.0150

Deslocamento (m)

Figura 8. Curvas forca x deslocamento para todos os casos analisados

Os modulos de elasticidade a tracdo e a compressdo adotados para o concreto sdo dados,
respectivamente, por E; =7GPa e EZ=21GPa. O coeficiente de Poisson adotado para o
concreto é dado por v, =0.25. As fibras seguem regime elastico-linear com mddulo de
elasticidade E, =210GPa. Na auséncia de valores de referéncia, idealizou-se um modelo
constitutivo para o concreto conforme mostrado na Fig. 5. Os modulos tangentes a tragdo e a
compressdo na fase de endurecimento podem ser extraidos diretamente do modelo
constitutivo mostrado na Fig. 5. Na tracdo, os modulos tangentes para os trechos 1 e 2 sdo
dados, respectivamente por, E;' =0,033GPa e E!’ =0,025GPa . Na compressdo, os médulos

tangentes para os trechos 1 e 2 sdo dados respectivamente por ES =0,33GPa e

ES? =0,25GPa. Destaca-se que o modelo constitutivo da Fig. 5 é o mesmo adotado para as
diferentes direcGes de ortotropia. Para as andlises utilizou-se controle de forga e o
carregamento uniformemente distribuido foi aplicado em incrementos de Aq = 5kN/m2 até a
falha do material. O deslizamento fibra-matriz ndo é considerado.

Primeiramente, analisou-se apenas a laje armada em duas dire¢cdes considerando-se, para
a matriz de concreto os modelos constitutivos eléstico-linear e elastoplastico mostrado na
Fig.5. Em seguida, fibras curtas elasticas foram espalhadas aleatoriamente na laje
elastoplastica nas taxas de 0,5%, 0,75%, 1% e 1,5% do volume da laje. O mddulo de
elasticidade, a area da secdo transversal e 0 comprimento adotados para as fibras sdo dados,

respectivamente, por E, = 210GPa, S, =0,0046cm” e L, =2,54cm. O ndmero total de fibras
com aproximacao cubica para as variaveis para cada caso considerado e o numero total de nds
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de fibra resultantes de cada discretizacdo sdo mostrados na Tabela 1 e as malhas para todos 0s
casos analisados s&o mostradas nas Figs. 6 e 7. Neste caso, somente a matriz elastoplastica foi
considerada nas analises.

0.00000 0.00000
I -0.00093 I -0.00111
-0.001597 -0.00222
-0.00296 -0.00333
I -0.00394 I -0.00444
-0.00493 y -0.00555
-0.00531 h 1 -0 006
-0.008590 o -0.00777
I -0.00755 0 I —0.0085E
-0.00857 -0.00993
(a) Placa elastica — passo 100 (b) Placa pléstica — passo 77
0.00000 0.00000
I -0.00110 I -0.00103
-0.00220 -0.00217
-0.00330 —0.00526
I —0.00440 I -0.00435
-0.00550 —0.00543
-0.00660 -0.00852
-0.00770 -0.00761
I -0.00380 I -0.00563
. —~0.00E50 i —0.00875
(c) Placa plastica + 0,5% de fibras — passo 78 (d) Placa plastica + 0,75% de fibras — Passo 78
¥ 0.00000 ' 0.00000
I -0.00111 I -0.00110
-0.00222 -0.00220
—0.00533 —0.00531
I -0.00444 I —0.00441
-0.00555 -0.00551
-0 O0BER —0.006ET
-0.00777 -0.00771
I -0.00383 I -0.00381
N -0.00993 N -0.009592
(e) Placa pléstica + 1% de fibras — Passo 80 (f) Placa plastica + 1,5% de fibras — Passo 81

Figura 9. Deslocamentos transversais para um quarto do problema

A Fig. 8 mostra as curvas forca x deslocamento do ponto central da placa para todos os
casos considerados. A partir destas curvas € possivel observar que houve acréscimo de rigidez
devido a consideracéo das fibras curtas em relagdo a placa armada em duas dire¢cdes conforme
esperado. A Fig. 9 mostra o perfil dos deslocamentos transversais para um quarto da placa
para todos os casos analisados. As Figs. 10 e 11 mostram a evolugédo da deformacéo pléstica
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do material para diferentes niveis de carregamento nas faces superior e inferior da placa,
respectivamente e a Tabela 2 resume 0s passos de inicio da deformacdo plastica nas faces
inferior e superior da laje, a carga correspondente, a carga de ruptura para cada caso
considerado, o acréscimo na carga de ruptura em relacdo a placa sem reforco e o
deslocamento maximo para cada caso analisado.

r' f
Placa :
plastica L
= el
Passo 77
1
+0,5% t
! gzl
Passo 78
]
+0,75%
i
Passo 18 Passo 48
+ 1%
Passo 18 Passo 48
+1.5%

Passo 19 Passo 34 Passo 48 Passo 62 Passo 81
Figura 10. Evolucéo da degradacao do concreto para diferentes niveis de carregamento na face inferior da
laje: efeitos do momento de flexao

Analisando-se as Figs. 8, 10 e 11 é possivel observar trés fases distintas do
comportamento do material de acordo com a magnitude da carga aplicada. Inicialmente, para
pequenas cargas, a laje se comporta elasticamente. Aumentando-se a carga, atinge-se uma
segunda fase, em que o concreto se fissura na zona tracionada, por ter atingido a tensdo de
ruptura a tracdo. Experimentalmente (Chamecki, 1948), primeiramente surge uma fissura em
uma das diagonais, que vai se alongando, e conduz ao surgimento de fissuras na outra
diagonal, que se iniciam no centro da laje e vao se alastrando para 0s cantos que se elevam
ligeiramente (Fig. 12a). Aumentando-se a carga, a terceira fase ocorre quando a parte central
da laje atinge o estado de plasticidade (Fig. 10). A partir dai, 0 comportamento da laje estara
fora do limite de previsdo das teorias classicas (Chamecki, 1948). A plasticidade vai se
propagando do centro em direcdo aos quatro cantos, pelas fissuras situadas nas proximidades
das diagonais, formando linhas plasticas (Fig. 10), que se bifurcam antes de atingir os cantos
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(Fig. 12b), que nessa fase se encurvam para cima, desencostando dos apoios (Fig. 12a). As
deformacbes segundo as linhas plésticas vao aumentando rapidamente, até que na parte
superior das mesmas o0 concreto se esmaga a compressao (Fig. 11). Os momentos nos cantos
sdo chamados momentos volventes ou momentos de tor¢do e os cantos volvidos ocorrem
quando ndo ha ancoragem que impeca o levantamento.
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+0,5% I~ e Ve VeV Ve P eV |
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Figura 11. Evolucdo da degradacéo do concreto para diferentes niveis de carregamento na face superior
da laje: efeitos do momento volvente

3)

(@

Figura 12. Comportamento dos cantos e bifurcagdo da charneira. Fonte: Chamecki, 1948
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a) Configuracéo das charneiras predita pela teoria classica

b.1) Face inferior b.2) Face superior

C) Pre]sente formulagdo

R <L)

2 i

.," .. - - . | - .- - ] | - + . : 4
c.1) Face inferior c.2) Face superior

Figura 13. Configuracéo das charneiras plasticas para o caso de placa quadrada simplesmente apoiada
sem armadura superior nos cantos submetida a carregamento uniformemente distribuido. (a)
configuracédo predita pela teoria das charneiras plasticas. Fonte: (Sawczuk; Jaeger, 1963); (b) observacéo
experimental. Fonte: (Chamecki, 1948); (c) configuracdo obtida com a presente formulacdo
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As Figs. 13a.1 e 13a.2 mostram as configuracdes das charneiras plasticas para o caso de
laje quadrada com bordas simplesmente apoiadas submetida a carregamento uniformemente
distribuido conforme predito pela teoria classica (Johansen, 1961; Sawczuk, Jaeger, 1963).

As Figuras 13b.1 e 13b.2, mostram, respectivamente, as faces inferior e superior da laje
rompida obtidas no ensaio experimental (Chamecki, 1948) e as Figs. 13c.1 e 13c.2 mostram,
respectivamente, a distribuicdo das deformacges plésticas nas faces inferior e superior da laje
obtidas com a presente formulagéo para o passo 77 da placa plastica mostrado nas Figs. 10 e
11.

Para uma comparagdo mais realistica com modelos experimentais ainda sao necessarios a
consideracdo da nao linearidade fisica das fibras e o deslizamento fibra-matriz, objetos de
estudo de trabalhos futuros. Porém, os resultados atuais mostram que o modelo constitutivo
utilizado para considerar a plasticidade da matriz, considerando-se as mesmas condicdes de
geometria, carregamento e condi¢do de contorno, conduz a uma configuracdo de distribuigéo
das deformacdes conforme a observada no ensaio experimental (Chamecki, 1948) e conforme
predito pela teoria das charneiras plasticas (Johansen, 1961; Langendonck, 1970; Pinheiro,
1988; Sawczuk, Jaeger, 1963). Além disso, a consideracdo de diferentes fracdes de fibras
descontinuas se comportou de forma coerente aumentando a rigidez do problema.

De qualquer forma, equidade de resultados ndo é esperada, pois além de todos os
aspectos ja mencionados, o presente modelo considera o efeito de membrana ou de
arqueamento, que cria esforcos no plano da placa, favoravel a resisténcia da laje, nédo
considerado na teoria das charneiras plésticas (Langendonck, 1970).

Finalmente, a Fig. 14, mostra uma vista ampliada com e sem a discretizacdo da superficie
de referéncia para os casos de matriz plastica e matriz plastica refor¢cada com 0,5% de fibras.
Como os demais casos de adicdo de fibras sao muito semelhantes, optou-se por omiti-los.

(@) (b) © (d)

Figura 14. Vista ampliada da configuracgdo final de um quarto da laje. Fator de ampliacdo: 100X: (a)
placa plastica com discretizacao da superficie de referéncia; b) superficie deformada da placa plastica sem
a discretizacdo da superficie de referéncia; c) placa plastica reforgada com 0,5% de fibras com
discretizacao da superficie de referéncia; d) superficie deformada da placa reforgcada com 0,5% de fibras
sem a discretizacao da superficie de referéncia

7 CONCLUSAO

Uma formulacdo Lagrangeana total para inclusdo de fibras em placas laminadas com
comportamento ndo linear fisico foi desenvolvida e implementada com sucesso. A lei
constitutiva ndo linear adotada é elastoplastica multilinear ndo associativa. A comparacao
qualitativa dos resultados numéricos obtidos com resultados experimentais e com aqueles
preditos pela teoria das charneiras pléasticas demonstra que as implementac6es estdo corretas e
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que o método possui potencialidade para aplicacdes gerais em analises de meios reforcados.
Futuros desenvolvimentos incluem verificagdes quantitativas e a implementacdo de mecéanica
do dano no material concreto e plasticidade nos refor¢os e fibras.
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