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Abstract. Analise dindmica elastopléstica é um dos topicos de interesse em diversas areas de
engenharia. Nos problemas de elastodinamica com plasticidade, existem diversos algoritmos
para avango do tempo, envolvendo processo incremental do tempo e processo iterativo para
plasticidade. Os algoritmos apresentam diferentes caracteristicas de estabilidade que podem
afetar o processo elastoplastico de solucdo numérica. Nas ultimas duas décadas, as
formulacbes do MEF foram aprimoradas para admitir funcdes de enriquecimento, sem alterar
a formulacdo convencional. Entre as diversas formulacdes enriquecidas, existe a técnica
baseada no Método de Particdo de Unidade e método das nuvens hp, o Método dos Elementos
Finitos Generalizados (MEFG). Outra alternativa € a técnica de enriquecimento hierarquico,
que emprega polindbmios hierarquicos, designada por Método dos Elementos Finitos
Hierarquicos (MEFH). Essas formulagBes enriquecidas foram implementadas no presente
trabalho para elementos de Estado Plano de Tensbes. Os elementos foram aplicados para
analises de problemas de propagacao de ondas. O MEFG se mostra estavel numericamente
na determinacgdo de curvas de deslocamentos, velocidades e aceleracdes, diante de qualquer
algoritmo de avango do tempo.

Keywords: Método dos Elementos Finitos Generalizado, Método dos Elementos Finitos
Hierarquicos, analise dindmica elastopléstica, propagacdo de ondas mecénicas, integracdo
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ANALISE DINAMICA ELASTOPLASTICA DE SOLIDO VIA ELEMENTO QUAD. FORMULADO PELO GFEM

1 INTRODUCAO

Na Mecénica dos Solidos é importante conhecer a propagacéo de ondas mecénicas, dado
que os sélidos sdo submetidos a carregamentos e, por consequéncia, podem produzir também
ondas de tensbes ou de pressdo. A avaliacdo da propagacdo das ondas permite conhecer o
comportamento de um sélido. Entretanto, como a velocidade de propagagdo da onda, em geral,
é bastante elevada, a avaliacdo da resposta estrutural é, as vezes, de dificil realizacdo. A alta
velocidade de propagacéo faz com que as ondas viagem em curto intervalo de tempo, de um
ponto de onde o carregamento é aplicado, até outro no dominio ou no contorno do problema.
Muitas vezes, essas ondas sdo refletidas e condicionadas a viajarem em sentido contrario,
gerando superposicdes sucessivas. Do ponto de vista microscopico, a passagem das ondas
transmite energia que excita os &tomos do material por onde passam. Desse modo, altera o
posicionamento atdmico dos diferentes pontos, gerando deformagdes. Caso a energia
transportada pela onda seja elevada, as tensdes geradas podem exceder o limite da elasticidade
do material e, entdo, inicia-se 0 processo de plastificagcdo ou de escoamento, que pode ser
entendido como uma alteragéo permanente do posicionamento atdmico de diferentes pontos do
material, devido ao elevado nivel de energia da onda. A fim de delimitar o escopo deste
trabalho, considera-se somente o caso de propagacdo de ondas mecénicas em solidos - mais
especificamente, ondas de deslocamentos e de tensdes, ndo se tratando aqui da propagacdo de
ondas acusticas ou sonoras.

O estudo de propagagdo de ondas pode ser feito por meio de duas abordagens: a
experimental e a numérica, sendo a Gltima o foco deste trabalho. Entre os métodos numéricos
consagrados, 0 Método dos Elementos Finitos (MEF) é um dos mais utilizados e conhecidos.
A formulagdo convencional de elementos finitos apresenta limitacdes e, para alcancar boa
precisdo, necessita de aumento do nimero de graus de liberdade. Para tanto, duas alternativas
sdo bastante conhecidas: aumento do nimero de elementos (refino h) e aumento do grau dos
polindmios interpoladores (refino p). No caso do refino p, ao se elevar a ordem da fungéo de
forma, é necesséario gerar as novas fungdes, sem possibilidade de aproveitamento daquelas da
ordem anterior. Isso representa uma dificuldade de implementacdo, pois ndo ha caracteristicas
hierarquicas no método.

Do ponto de vista computacional, é vantajosa a solu¢do que permite aumentar o nimero
de graus de liberdade do problema sem a necessidade de se refazer todas as matrizes geradas
em etapas anteriores. Os meétodos com caracteristicas hierdrquicas apresentam essa
propriedade. Ao se elevar o nivel das funcbes de interpolacéo, aumenta-se o nimero de graus
de liberdade do problema, mas ndo ha necessidade de se reconstruirem as matrizes dos niveis
anteriores. As novas fungdes aumentam o tamanho das matrizes, mas aproveitam
integralmente os termos gerados nas etapas anteriores.

No contexto das formulagfes enriquecidas de elementos finitos, o presente trabalho
implementou e explorou 0 Método dos Elementos Finitos Hierarquicos (MEFH) e o Método
dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) em problemas da elastodinamica.

Este trabalho adota algoritmos de solugdo temporal, que consistem em processos
incrementais do tempo. Esses algoritmos sdo o método de Newmark e o método alfa
generalizado. Nesses algoritmos, as respostas do estagio atual, tais como curvas de
deslocamentos, velocidades e aceleragBes, sdo determinadas a partir das respostas do estagio
anterior. Os algoritmos que empregam este tipo de estratégia de solucdo apresentam
dependéncias no intervalo de tempo adotado para garantir a estabilidade na solu¢do numérica.
Quando menor o intervalo do tempo adotado na solugdo, maior esforco computacional,
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especialmente para solugdo de problemas da dindmica elastopléastica. Um dos métodos que
apresenta essa dependéncia é o método de Newmark com aceleracéo linear. A fim de reduzir o
esforco computacional e proporcionar respostas incondicionalmente estaveis, os algoritmos de
solucao temporal foram modificados, tais como o método Newmark de aceleracdo média e o
método alfa generalizado. As influéncias que esses algoritmos exercem sobre as formulagdes
enriquecidas e convencionais do MEF é um dos topicos de anélise no presente trabalho.

O presente trabalho visa contribuir para desenvolvimento da formulagdo enriquecida de
elementos finitos, tanto no MEFH quanto no MEFG, aplicados em problemas de propagacgao
de ondas em regime elastoplastico. Estuda-se a relacdo entre as fungdes de enriquecimento
com os problemas que apresentam descontinuidades matematicas, assim como a quantidade
necessaria de pontos de integracdo numérica para os elementos enriquecidos. Estuda-se
também o desempenho das formulac6es enriquecidas frente ao uso de algoritmos para solugéo
temporal em problemas elastodindmicos. Para realizar anélises numéricas neste trabalho,
cddigos computacionais foram desenvolvidos em linguagem Fortran.

Na revisdo bibliogréafica, sdo referenciadas diversas pesquisas de tépicos diferentes,
tais como algoritmo para solucéo temporal e formulagdes enriquecidas.

Em 1972, um dos trabalhos pioneiros na area de elastodindmica foi apresentado por
Goudreau e Taylor. Nesse trabalho foram analisados varios aspectos da equagdo diferencial
governante do comportamento dindmico; diferentes métodos de solucdo, entre eles os métodos
do tipo Newmark e Houbolt. Um dos méritos desse estudo foi a analise de erro inerente aos
métodos numéricos envolvidos, relativos a discretizagdo no tempo e a discretizacdo no espaco.
A condigéo de estabilidade foi intensamente investigada e testada nos exemplos contidos no
trabalho. Os métodos utilizados pelos autores permitiram capturar a passagem de onda no
solido utilizando-se de elemento de viga. O perfil de onda foi avaliado utilizando-se diferentes
métodos de solugdo. Em 1977, Hilbert et. al. desenvolveram um método, mais tarde conhecido
como HHT, baseado no metodo implicito de Newmark que visa introduzir um pardmetro
ajustavel para controlar a dissipacdo numerica. O método foi desenvolvido com o propdsito de
fornecer estabilidade incondicional para a solugdo da equacéo de equilibrio dindmico e linear.
Segundo o autor, 0 método de Newmark apresenta oscilagdo numérica para baixos modos de
vibracdo. Nesse caso, seria conveniente desenvolver outro método com o objetivo de reduzir a
oscilacéo, porém sem afetar modos mais baixos de vibracdo. Por outro lado, 0 método HHT
introduz amortecimento numérico artificial na solucdo numérica. Do ponto de vista da
formulacdo do elementos finitos, tal amortecimento artificial faz com que o erro numérico
inerente da formulacdo de elementos finitos seja escondido. O método HHT é simples de
programar quando j& se tem o algoritmo de Newmark implementado, pelo fato de que apenas
um parametro é introduzido para calcular gama e beta de Newmark. Segundo os autores, esse
parametro varia entre 0 e -1/3. Em 1993, Chung e Hulbert desenvolveram outro método, o alfa
generalizado, baseado no método implicito de Newmark. O novo método visa controlar a
dissipacéo nas frequéncias de vibragdo mais elevadas e minimizar a dissipacdo indesejada nas
frequéncias mais baixas. A diferenca entre esse método e o HHT esta no nimero de
pardmetros ajustaveis que foram introduzidos para determinar os pardmetros gama e beta de
Newmark. O método alfa generalizado possui dois pardmetros ajustaveis, cujos valores sdo
fornecidos pelo proprio usuéario do método. A vantagem desse método esta na sua abrangéncia.
Dependendo dos valores dos parametros, o método alfa generalizado pode se tornar Newmark,
ou HHT, ou WBZ.

Em 1996, Melenk e Babuska apresentaram uma nova formulagdo, conhecida como
“Partition of Unity Finite Element Method” (PUFEM). Este € um dos trabalhos pioneiros a
introduzir conceitos de Método Sem Malha na formulacdo de elementos finitos. Essa
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formulagdo permite incorporar as fungbes conhecidas a priori como fungdes locais na
formulacdo enriquecida, e apresenta versatilidade em gerar dominio de elementos finitos com
0 grau de refino desejado, sem a complicacdo de gerar novamente a malha. Em 2000,
Strouboulis, Babuska e Copps desenvolveram estudos sobre combinagdo do Método de
Particdo de Unidade e Método convencional dos Elementos Finitos. Essa combinagdo foi
denominada pelos autores como Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG). A
diferenca entre 0 MEFG e outros métodos baseados no Método de Partigdo de Unidade é que
ele tem suas fungBes de enriquecimento anuladas nos pontos nodais. Outro aspecto é que a
precisdo da integracdo numérica para matriz de rigidez é controlada de acordo com tipo de
funcdo introduzida. Por altimo, a dependéncia linear do sistema de equacbes pode ser
resolvida empregando-se métodos numéricos ja conhecidos. Em 2001, Duarte et. al. aplicaram
a técnica de particdo de unidade para andlises tridimensionais do problema dindmico de
propagacdo de trincas. Nesse trabalho, os autores utilizaram diversas funcbes de
enriquecimento, nos elementos por onde passa a trinca. Essas fungdes podem ser polinomiais
ou outras j& conhecidas, como, por exemplo, a equacédo para calculo de fator de intensidade de
tensBes. O estudo em questdo constata que a técnica de particdo de unidade é eficiente na
aproximacdo de campo singular em volta da trinca. Em 2004, Oliveira realizou um estudo
comparativo voltado para a determinagdo das frequéncias naturais de vigas biapoiada com
modelos de Timoshenko e Vlasov. Em suas analises, empregou o Método dos Elementos
Finitos Hierarquicos e os resultados obtidos foram comparados ao Método dos Elementos
Finitos convencional. Na analise utilizou-se do elemento quadrilateral. No caso de MEF
convencional, considerou-se elemento da familia Serendipity. As primeiras seis frequéncias
foram determinadas, e 0 MEFH se mostrou mais préximo ao resultado tedrico em comparagdo
ao MEF convencional.

Em 2008, Duarte e Kim apresentaram trabalho relacionado a aplicagdo de MEFG para
analise de trincas, com atencdo especial voltada para funcbes de enriquecimento locais e
globais. Fun¢des de enriquecimento locais foram utilizadas para a regido préxima da trinca, ou
até mesmo na fronteira da trinca, enquanto fung@es de enriquecimento globais foram aplicadas
para o restante do sélido. Os autores observaram que essa combinacdo provocou uma melhoria
bastante significativa em termos de resultado, além de economizar tempo de processamento.
Outra observacdo feita foi que fun¢Ges de enriquecimento globais praticamente ndo interferem
no efeito gerado pelas fungdes de enriquecimento locais. Em 2009, Arndt desenvolveu o
MEFG em anélises dindmicas de estrutura reticuladas, especificamente para a determinacéo de
frequéncias naturais de estruturas. Em seu trabalho, os métodos de refino h, p e adaptativo
foram analisados e comparados. O autor inicia suas pesquisas com a analise de diferentes
funcdes de enriquecimento para barra, que posteriormente estendeu-se para a viga de Euler-
Bernoulli. Foram feitas analises de formulagdes enriquecidas para problemas de dindmica de
vibragoes livres, assim como uma detalhada analise de convergéncia empregando-se refino p e
refino h. Além disso, o autor desenvolveu métodos adaptativos para aprimorar determinacéo
de pares de autovalor e autovetor, utilizando refino p e refino h. No mesmo ano, Belytschko et.
al. apresentaram estudo sobre 0 MEFG e MEFe (Método dos Elementos Finitos estendido)
num trabalho de revisdo e verificaram a aplicagdo desses métodos na engenharia. Segundo
esses autores, MEFG e MEFe ja sdo utilizados para analise de propagacéo de trinca, inclusive
alguns softwares comerciais ja incorporam esses métodos no seu pacote. Porém em outras
areas, como contornos de graos e deslocamentos de discordancia, ainda requerem estudos mais
aprofundados.

Em 2010, Arndt et. al. apresentaram estratégias de refino adaptativo com elementos
finitos com fungdes de enriquecimento generalizados, para barras, em problemas de vibragoes
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livres. Posteriormente, em 2011, Babuska e Banerjee observaram que ha uma deficiéncia
inerente a0 MEFG, que € a matriz de rigidez mal condicionada devido a introducéo de fungdes
de enriquecimento. Para superar esse problema, os autores apresentaram um pequeno ajuste no
MEFG de modo a tornar o método ainda mais robusto, tanto quanto o MEF convencional. Essa
modificacdo introduzida recebeu o nome de MEFG estavel (Stable Generalized Finite
Element). A nova modificacdo, cujo resultado se mostrou satisfatorio, preserva as
caracteristicas de MEFG, porém introduz modificacdo e critério de selecdo para funcéo de
enriquecimento.

A partir das revisdes bibliogréficas apresentadas, € possivel perceber que ainda existem
muitos topicos a serem pesquisados e aprofundados para métodos enriquecidos de elementos
finitos.

2 ENRIQUECIMENTO DE ELEMENTOS QUADRILATERAIS

De acordo com Solin et. al. (2004), para enriquecimento hierdrquico de um elemento
quadrilateral de ordem arbitraria «, tem seu dominio definido como:

k. =1r,seR?:-1<r,s<1
.=t |

em que r, e s representam coordenadas naturais do elemento, e q indica elemento
quadrilateral.

Para atender & condicdo de continuidade e definir a funcdo de forma no espaco H*, é
necessaria a condicéo de continuidade para funcfes de aproximacéo, entre elas as fungdes de
MEF convencional e as funcdes de enriquecimento. Essa condicéo estabelece um critério a ser
atendido na selecdo das fungdes de enriquecimento. Em outras palavras, existe um grau
minimo necesséario de aproximacdo tanto nos vértices quanto nos contornos. Somente as
funcdes que assumem inteiramente valores nulos nos contornos estéo livres dessa imposicao.
Portanto, a base hierarquica para funcdes de interpolacdo é composta pelas fungdes de vértices,
de contorno e de campo.

Para os vértices de 1 até 4, essas fungdes devem assumir valores unitarios no seu
respectivo vértice bem como valores nulos nos outros. As equacgBes (la-d) estabelecem as
funcdes de interpolagdo bilinear.

gy (r,5)=15(r) 15(s) (12)
¢, (r,s)=1,(r)15(s) (1b)
8,°(r,s)=1,(r) 1,(s) (1c)
¢, (r,s)=1(r) ,(s) (1d)

em que a funcéo |, e |, séo definida pelas fungdes de forma linear unidirecional.

CILAMCE 2015
Proceedings of the XXXVI Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
Ney Augusto Dumont (Editor), ABMEC, Rio de Janeiro, RJ, Brazil, November 22-25, 2015



ANALISE DINAMICA ELASTOPLASTICA DE SOLIDO VIA ELEMENTO QUAD. FORMULADO PELO GFEM

De acordo com Solin et. al. (2004), para compor fungdo de enriquecimento, o0 grau de
polindmio de funcdes de contorno e de campo deve obedecer a regra minima do espago H*',
tal que a ordem polinomial da func&o de enriquecimento do contorno deve ser menor ou igual
a ordem polinomial da fungdo de enriquecimento do campo. Portanto,

@
H
@
N

IA
=3
N
@
w
[
~

IA
o
i

em que p*, p%, p® e p** dizem respeito a ordem polinomial das funcdes de

enriquecimento do contorno, enquanto p°* e p®? sdo das fungdes do campo.

Assim, as fungdes de contorno séo dadas pelas equagdes (2a) - (2d):

#eo(rs)=lo(rh(s). 2<k<p® (28)
¢ea(r,s)=1(r ) (s), 2<k<p®? (2b)
ges(r,s)=1(r)y(s) 2<k<p® (2c)
ges(r,s)=1,(r)(s) 2<k<p* (2d)

e para fungéo de enriquecimento no campo:

Onna(r,8)=1, (0l (s). 2<n, <p*, 2<n,<p"’ 3

As equagdes (2) — (3) passam a gerar as fungdes de interpolagdo para os elementos —
tanto para 0 MEFH. Essa estratégia é valida para enriquecimento hierarquico e generalizado a
partir do elemento quadrilateral de quatro nés. MEFHs e MEFGs s8o, por sua vez, utilizadas
para denominar formulagdes enriquecidas feitas a partir do elemento serendipity. Este trabalho
procurou utilizar o menor grau de enriquecimento para explorar a capacidade de solucéo dos
métodos. As fungdes de interpolacéo e superficies geradas sdo apresentadas logo abaixo.

Para o MEFH, as funcbes de interpolagdo (4a) — (4d) sdo as funcdes do MEF
convencional; (4e) — (4h) sdo funcBes de enriquecimento de contorno; e (4i) é a funcdo de
enriquecimento do campo.

h, =%(1+ r)i+s) (4a)

h, = %(1— FYL+s) (4b)
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h, =%(1—r)(1—s) (4¢)

h, =%(1+ ri-s) (4d)

hy = %\E( 2 —1X1+ s) (4e)
1 (3,

hﬁzz\g( ~1)1-r) (4)
1 [3,,

h7=z\g( ~1)i-s) (49)
1 (3,

h8=Z\E( ~1fL+1) (4h)

h =§(r2 ~1)s* -1) (4i)
Um aspecto importante a ser atendido pelas fung¢des de enriquecimento de contorno

diz respeito a continuidade na fronteira onde ocorre coincidéncia de fungdes matemaéticas de
dois elementos vizinhos.

(a). Superficie de MEFG h.. (b). Superficie de MEFG h;.
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(c). Superficie de MEFG h,. (d). Superficie de MEFG hj.

(e). Superficie de MEFG h,.

Figura 1. Funcdes de forma, MEFH.

Para o enriquecimento de elementos finitos generalizados, emprega-se 0 mesmo
desenvolvimento da formulagdo hierarquica, e consiste no enriquecimento pelo contorno e
pelo campo, que precisa atender a condi¢cdo de continuidade na fronteira entre elementos
vizinhos, conforme trabalho apresentado por Torii (2012). Com esta estratégia, segundo Torii
(2012), é necessario empregar valores de B; > /2 para evitar sistemas de equagBes mal

condicionados.

As funcgdes de interpolagéo nos vértices sdo as mesmas das equacoes (4a) — (4d). Para
efeito de apresentacéo, apenas funcdes de enriquecimento de alguns niveis s@o mostradas. O
enriquecimento pelo contorno é apresentado pelas equagBes (5a) — (5d) e pelo campo é a
equacdo (5e), de acordo com Torii (2012). Com valor de B; igual a 7, as figuras 1(a) - (e)

mostram as superficies geradas pelas equagdes (5a) — (5e):
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1 B;
hs = —Z(r ~1)1+ s)sen[7 1+ r)j
[ﬁ 1+ S
2

|
{3
|

_1 1]
hg = 4(1+r)(s [2 (1+5)

n = (r-2)s-

=

1
1

= (r-2s-

N

L —1><s—1>sen[%<1+ r>jsen[%<1+s>j

(5a)

(5b)

(5¢)

(5d)

(5e)

Para fazer enriquecimento hierarquico de um elemento serendipity, o trabalho de
Oliveira (1993) é adotado. Em seu estudo, Oliveira (1993) desenvolveu fungdes hierarquicas
para enriquecimento de contorno, uma funcdo em cada lado, como sendo o primeiro nivel de
enriquecimento. No segundo nivel, é acrescentada mais uma fungdo no contorno, portanto,
duas fungbes em cada lado, mais ainda uma fungéo de enriquecimento no campo. As funcdes
utilizadas por Oliveira (1993) s&o reproduzidas a seguir. O presente trabalho tese adotou essas
mesmas funcbes para proceder ao enriquecimento hierdrquico, MEFHSs, que serve como
comparagao para o enriquecimento generalizado.

As equacdes (6a) — (6d) sdo de enriquecimento de contorno; as superficies geradas de
cada equacdo sdo mostradas nas figuras 2 (a) — (d).

hy = 2(r* —r)L+5s) (6a)
hy =2(s° - s)(l— r) (6b)
h, =2(r* —r)i1-5s) (6c)
hy = 2(s* —s)1+r1) (6d)
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r

(a). Superficie de MEFHSs h;. (b). Superficie de MEFHSs h,.

r

(c). Superficie de MEFHSs h,. (d). Superficie de MEFHSs h,.

Figura 2. Superficies de MEFHSs, primeiro nivel de enriquecimento.

Para enriquecimento de elemento serendipity, utilizando-se a formula¢éo de particéo
de unidade, MEFGs, as fungdes propostas por Arndt (2009) sdo modificadas de modo a se
adequarem ao fato de que o elemento tem quatro n6s nos vértices, e outros quatro nds, um em
cada aresta. Neste trabalho, a opcdo por empregar as fungdes propostas por Arndt (2009) se
justifica no fato de que elas séo continuas no dominio do elemento, assim como suas
derivadas. Outro aspecto a ser atendido é a necessidade de essas fun¢bes assumirem valores
nulos nos pontos nodais. Assim, o sentido fisico dos resultados nodais ndo sera afetado.

As equacdes (7a) — (7d), apresentadas a seguir, mostram as funcdes propostas nesta
tese para o elemento serendipity:

h, = %(1— r)L+s)sen(B, (L—r)) (7)
hy = %(r ~1)(s —1)sen(ﬁj (L+5)) (7b)
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h, = %(r —~1)s—1)sen(B, (L+T)) (7¢)

hy = %(1+ r)L-s)sen(B, (L+5)) (7d)

para f; = jm; j=12,34,...As figuras 3(a) — (d) mostram as superficies geradas pelas
equagdes propostas, com f; = 7.
Considere o enriquecimento de um elemento quadrilateral de quatro nds. Segundo

Solin et. al. (2004), as variaveis a serem determinadas sdo expressas como sendo uma
somatoria de fungdes convencionais com fungdes de enriquecimento no contorno e no campo:

0.(r,s)=0.(r,s)+0S(r,s)+ G (r,s) ®)

sendo T,(r,s) a fungéo de aproximagio na coordenada local do elemento, G variaveis nodais
situadas nos Vértices, U, variaveis situadas nos contornos e por Gltimo, Gb variaveis situadas

no campo.

A u; é determinada pelas funcdes de interpolacéo convencionais, e U, é determinada
por:

4 p®

¢ — Cj cj _ ej sej

u, = ZU ,sendo U~ = Zbk,q¢k,q )
e k=2

p’t p*
Z Z n1,n2 q¢n1n2q (10)

nl=2n2=2

ej b
onde b/, e by, .,

desempenham papéis fisicos, e sdo determinados sem desempenhar nenhum significado fisico
até entdo conhecido.

indicam variaveis locais geradas em funcdo do enriquecimento e que ndo

A formulacdo de enriquecimento desenvolvida até entdo, do elemento quadrilateral,
serd empregada visando analisar sua robustez e as condigBes de continuidade. Para esta
finalidade, sera feita uma analise de autovalores e autovetores a serem determinados a partir de
matriz de rigidez e matriz de massa. Essa metodologia é conhecida como uma ferramenta
eficiente para verificar a qualidade do elemento. O resultado da analise sera apresentado no
préximo capitulo.
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Figura 3. Superficies de MEFGs, primeiro nivel de enriquecimento.

3 APLICACOES

3.1 Problema de EPT usando elemento quadrilateral e submetido a forca
do tipo Heaviside.

Nos proximos exemplos, casos de estado plano de tenséo serdo analisados, utilizando-
se elemento quadrilateral de 4 nés (MEFn), de 8 nés (MEFs), de 9 nés (MEFQ), assim como
elementos enriquecidos, a partir de 4 nés (MEFG e MEFH) e de 8 nds (MEFGs e MEFHs).

Este exemplo analisa uma barra submetida E =210GPa; p=7830kg/m® ;
tensdo de escoamento ao carregamento tipo Heaviside. o, =414MPa. v=0,3.

Comprimento de 1 m; altura de 0,1 m, espessura de 0,05 m, conforme mostrada na
figura 4. Somente o método de alfa generalizado é adotado para solugdo temporal, com raio
espectral de 0,6. Uma forca de magnitude de -1000N ¢é aplicada na extremidade livre da
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viga de Os até 5x107%. A andlise foi feita com 5000 passos do tempo, sendo 1x10°s
cada. Todos os resultados sdo obtidos no nd da extremidade livre onde a forca esta
aplicada, exceto os resultados de tensdes e deformacBes que sdo obtidos na extremidade
engastada.

AAAAA
—h
—_
~

A\ 4

0 L

Figura 4. Barra submetida ao carregamento tipo Heaviside.

Primeiramente, os resultados obtidos do elemento convencional sdo comparados com
os resultados obtidos pela solugdo analitica para o caso de viga unidirecional, de Nowacki
(1963). Adotou-se a solucéo analitica apresentada por Nowacki (1963), considerando-se a falta
de solucdo analitica para o estado plano de tensdo. A malha adotada pelo MEFn é de 50
elementos, com 156 graus de liberdade. Para MEFs € de 15 elementos, 156 graus de liberdade.
Os resultados apresentados pelos elementos MEFn e MEFs serdo comparadas a seguir com as
solucdes obtidas com elementos enriquecidos.

O elemento quadrilateral de quadro nds utilizado neste exemplo é enriquecido pela
formulacéo de particdo de unidade, MEFG. Os resultados para deslocamentos e velocidades
sdo mostrados nas figuras 5 e 6. Nesta analise, adotou-se 8 = z/2. O parametro da fungéo de

enriquecimento deve garantir continuidade para as fungdes de enriquecimento entre elementos
adjacentes, portanto, > /2 (TORII, 2012). A figura 5 registra que o MEFG é o que mais se

aproxima do resultado de referéncia, mais do que o MEFH e o MEFn. Na figura 6, observa-se
que o MEFG é o elemento enriquecido que oferece maior estabilidade, mais que o MEFH, e
menos dissipativo que o MEFn.

As figuras 7 e 8 mostram os resultados obtidos pelo MEFGs e MEFHSs, para os quais
se usou malha de 9 elementos, 152 graus de liberdade, em comparagdo com os MEFs. O
parametro S utilizado para o MEFGs ¢ igual a 7. A figura 7 mostra curva de deslocamentos. E
possivel observar que o MEFGs apresenta melhores resultados que o MEFs; o MEFHSs, por sua vez,
apresentam uma pequena diferenca. A figura 8 registram curva de velocidades versus tempo.
Observe-se que tanto os elementos enriquecidos quanto os convencionais apresentam oscilagdes
numéricas no ponto proximo da descontinuidade. Aparentemente os elementos enriquecidos,
com as fungdes de enriquecidas adotadas, ndo sdo capazes de minimizar essa oscilacdo numérica.
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Figura 5. Deslocamento do exemplo 3.1, resultado  Figura 6. Velocidade do exemplo 3.1, resultado obtido
obtido por MEFn, MEFG e MEFH. pelo MEFn, MEFG e MEFH.
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Tempa [s] % 10° Tempo [s]

Figura 7. Deslocamento do exemplo 3.1, resultado

Figura 8. Velocidade do exemplo 3.1, resultdos obtidos
obtido pelo MEFs, MEFGs, MEFHs.

pelo MEFs, MEFGs, MEFHs.

3.2 Viga biapoiada em EPT submetida a forca de Heaviside utilizando-se
elemento quadrilateral e analise dindmica elastoplastica.

p

\ 4 l \4 v l v \4 \4 l A
B
oA 2in
RN N
| |
I I
30 in

Figura 9. Representacdo esquematica da analise elastoplastica da viga biapoiada.
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Este exemplo tem por objetivo aplicar os elementos enriquecidos para anlise
dindmica elastopléastica e comparar os resultados obtidos com elementos convencionais. No
primeiro instante, apenas a malha uniforme é adotada, com integracdo numérica de quadratura
de Gauss de 30x30 pontos. O exemplo a seguir € um caso classico na anélise dindmica
elastoplastica, estudado por Machado (1983) e Costa (1978), dos quais os dados de referéncia
foram reproduzidos. Excepcionalmente, nesta aplicacdo serdo consideradas as unidades do
sistema FPS.

Considere-se uma viga representada pela figura 9 com tensdo de escoamento
o, =50kip/in*, modulo de Young E =30000kip/in*, coeficiente de Poisson v =0.3,

densidade p =0.733x10°Ib.s?/in* , espessura de 1 in. Sobre a viga atua uma forga distribuida

-, 20 ,h? . ) -
de p=0.75p0(lb/|n ) onde p, = 7 Para reduzir esforco computacional na anélise,

apenas ¥4 do modelo foi considerado, o que corresponde a seis elementos, como mostrado em
Machado (1983). O algoritmo adotado para marcha do tempo é o método de Newmark de
aceleracdo média, que proporciona estabilidade incondicional. O intervalo do tempo adotado é
de 5x10-5s, com 1000 passos de tempo. O ponto A estd situado no meio da viga, na
coordenada global (15; 1). O ponto B é um ponto de integragdo numérica, situado na
coordenada natural do elemento (0,9061798; 0,9061798) para 30x30 pontos de integracdo
numerica.

Deslocamento X Tempo

0
+ Referencia
— MEFQ
0.1 — MEFs
B e T —— MEFGs

Deslocamenta [in]

i
0 0.005 0.01 0.015
Tempo [s]

Figura 10. Deslocamento do né situado no meio da viga, ponto A.
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A curva de deslocamentos versus tempo € determinada no no situado no ponto A,
posicionado sobre o eixo neutro da viga, da figura 9, e representada na figura 10. E possivel
observar que os elementos convencionais e enriquecidos apresentam a mesma tendéncia da
curva, com um pouco de diferenga entre as curvas. Quando comparados ao resultado de
referéncia, todos os métodos se aproximam dos resultados da referéncia. Por outro lado, a
tensdo axial é calculada no ponto de integracéo situada no ponto B, da figura 9, e representada
pela figura 11. Todos os modelos apresentam plastificagdo, como mostrado nos trabalhos de
Machado (1983) e Costa (1978). No momento do escoamento, 0 MEFGs e o MEFHSs
apresentam oscilagdo numérica menor no que diz respeito aos elementos convencionais. A
distribuicdo de tensGes ao longo do comprimento da viga tanto no regime elastico quanto no
regime plastico, ou até mesmo, no momento de descarregamento, pode ser vista nas figuras
12(a) — (c). Os resultados mostrados sdo referentes ao bordo superior da viga, onde o
carregamento distribuido é aplicado. A figura 12(a) mostra 0 momento em que a viga €
carregada. Todos 0s métodos apresentam curvas semelhantes em termos de magnitude. Logo
depois, no instante de 0,003s, acontece a redistribuicdo de tensdo (ver figura 12(b)). Pois,
nesse momento, a viga se encontra no regime elastico plastico perfeito, e uma porcéo da viga
estava plastificada. Essa plastificacdo teve inicio no 0,0015 s, aproximadamente, e se propagou
do ponto central da viga para as extremidades, que se encontram apoiadas. Quando chegou em
0,003 s, a regido de plastificacdo j& havia ocupado mais da metade da viga, como mostra a
figura 12(b). A curva da distribuicdo de tenséo determinada pelos elementos convencionais
registra oscilagdo na magnitude da tenséo na regido plastificada, enquanto os elementos
enriquecidos ndo apresentam mesmo problema. A figura 12(c) mostra o instante em que a viga
é descarregada. Os resultados dos elementos convencionais mostram irregularidades na
magnitude da tensdo determinada, enquanto os resultados dos elementos enriquecidos mostram
estabilidade.
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I I
5 : — MEFQ
; ; — MEFs
Ol e R— — MEFHs |
; ; — MEFGs
| e beneeeeeseeneneoneeeee LTI -
1] SH ERCRRPTELURIPERERIEE bl Yoo b -------- -
= E f . ) E II::::I.
¥ N
Rl RRRCREECEEEEEEEEES R RERRLL ---------- R
. ¢ . .
D i ' i
.'? | 1 .'!"
e R fronnooneeeen AN S A
N \
| i
0 0.005 0.01
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Figura 11. Tensdo axial do ponto B.
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Por outro lado, os elementos enriquecidos também apresentam alguns problemas como
mostram as figuras 13 (a) — (f). No primeiro instante, no momento em que o tempo é de
0,001s, a distribuicdo de tensdo longitudinal é registrada pelas figuras 13 (a) e (b), pelo
MEFGs e MEFHs respectivamente. No bordo superior da viga, a distribui¢do de tensdo é mais
uniforme, especialmente para os MEFGs, em comparagdo a ao bordo inferior da viga. Esse
problema se intensifica no momento de plastificacdo (ver figuras 13 (c) e (d)). A regido
superior das figuras, representada pela cor azul, indica o espago onde ocorre a plastificacdo
devido & compressdo. Na regido abaixo, onde ndo ocorre plastificacéo, existe irregularidade na
distribuicdo de tensdo. A mesma situagdo ocorre quando a viga esta sendo descarregada, como
mostra as figuras 13 (e) e (f). Entretanto, a magnitude da irregularidade é pequena comparada
com maxima tensdo, no instante em que essa irregularidade € observada. Nesse sentido, ndo
compromete o resultado obtido.

w10 Tensao X Comprimento no tempo 0.001s
T T T

e reenneanas S = R B S b
i | — WEFs i

Yy LA O bl — WEFHs | b d
3 werGs | //

S i S S S S (. Sa—— m

Tensao [Ibf/ir]
Tensao [Ibf/ir]

0 5 10 15 20 25 30 o 5 10 15 20 25 30
L [in] L [in]
(a). Distribuicéo de tens&o ao longo de x, 0,001s. (b). Distribuicdo de tensdo ao longo de x, 0,003s.
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0.5
[ i I I I
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— MEFs

— MEFHs i i
= e S S
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|
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(c). Distribuicao de tensdo ao longo de x, 0,005s.

Figura 12. Distribuicdo de tensdo ao longo da viga em instantes diferentes.
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Figura 13. Distribuicdo de tensdo, MEFGs e MEFHs.
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4 CONCLUSOES

Este trabalho desenvolveu anélises elastodindmicas em meios sélidos voltadas para
problemas de propagacdo de ondas mecénicas. Foram implementados elementos EPT
quadrilateral. Procedeu-se & discretizacdo do tempo utilizando-se diferentes algoritmos, tais
como o de Newmark, HHT e alfa generalizado. A discretiza¢do do espaco, por sua vez, fez-se
a partir dos elementos convencionais e elementos enriquecidos. Dois foram os métodos de
enriquecimento adotados - enriquecimento hierdrquico e de particdo da unidade - para se
proceder a analise por elementos finitos. O desempenho foi considerado com vistas a avaliar
0s elementos convencionais e enriquecidos na relacdo com diferentes algoritmos de marcha
do tempo, incluindo a ocorréncia de plastificag&o.

Para analise elastodindmica com modelos bidimensionais considerou-se o caso de estado
plano de tensdes, com elementos quadrilaterais. O enriquecimento foi feito com elementos
quadrilaterais de quatro e de oito nds, ambos através de fungdes hierdrquicas e fungdes
generalizadas baseadas na particdo de unidade. O MEFH de quatro n6s emprega funcdes de
Lobatto e apresentou oscilagGes numéricas na regido proxima da descontinuidade matematica,
tal como no problema de barra. O MEFG é o que fornece maior estabilidade numérica entre
todos os elementos. Tanto o MEFH quanto o MEFG fornecem melhora significativa na
determinagdo da passagem de ondas em relagdo aos elementos convencionais de quatro nos.
Entretanto, como tais elementos enriquecidos séo desenvolvidos a partir de elementos
convencionais de quatro nos, apresentam tambeém necessidade de refino h ou p de niveis de
enriquecimento para obter resultado satisfatorio em comparagdo com resultados de referéncia.

O algoritmo de alfa generalizado com raio espectral de 0,6 combinado com o processo
iterativo de Newton-Raphson se mostrou capaz de solucionar a propagacdo de ondas de
tensdes elastoplésticas apesar de apresentar alguns erros numéricos em comparagdo com 0s
resultados de referéncia. A fonte para esses erros numéricos pode ser a do refino da malha, ou
intervalo de tempo muito grande.
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