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Resumo—Este artigo apresenta a Transformada Chirp Z
(TCZ) para estimacido da frequéncia fundamental, como uma
alternativa as ferramentas usuais, tais como a Transformada
Discreta de Fourier (TDF) e a Transformada Rapida de Fourier
— Fast Fourier Transform (FFT). A TCZ ¢é aplicada nos casos em
que é necessario uma resolucio maior em determinado trecho
do espectro e se mostra bastante promissora para as medicoes
de componentes harmonicas. O artigo aborda as propriedades e
limitacGes, bem como alternativas de contornar o problema da
resolucio em oposicao a precisdo. Este trabalho da énfase para as
variacées em torno da frequéncia fundamental (60 Hz) e mostra
as relacoes existentes entre o nimero de amostras empregadas
no janelamento do sinal e a precisao na extracido da frequéncia
fundamental. Os sinais foram analisados com diferentes taxas de
amostragens e passos similares aos usados em equipamentos de
instrumentacao. O Algoritmo Ortométrico médio da TCZ (AOTCZ)
¢é validado para 60 Hz e apresenta ganho significativo de precisao.
Os resultados apresentados indicam que quanto maior a janela
temporal das amostras, maior e mais estavel sera a resolucio da
frequéncia fundamental.

Palavras chave—Transformada Chirp Z, frequéncia fundamen-
tal, estimacio da frequéncia, componentes harmonicas.

I. INTRODUCAO

A busca por um método de extracdo da frequéncia fun-
damental, na presenga de componentes harmonicos e inter-
harménicos, ainda é motivo de interesse e estudo pela comu-
nidade cientifica. No monitoramento do Sistema Elétrico de
Poténcia (SEP) como um todo, a necessidade da extracdo da
frequéncia fundamental pode ser justificada em um conjunto
de situacdes de grande relevéncia, tais como: no monitora-
mento dos transformadores [1]; balangco e fluxo de poténcia
[2][3]; redes de distribuicdo [4]; e em dispositivos de protegao,
com as mais variadas filosofias implementadas [5].

Muitas outras técnicas avangadas, tais como a Transfor-
mada Rdpida de Fourier, ou Fast Fourier Transform (FFT)
interpolada [6], Filtros Kalman [7], Phase-Locked Loop (PLL)
aprimorado [8], Wavelets [9], incluindo as hibridas, tem sido
propostas ao longo dos dltimos anos, grande parte das quais,
com foco na andlise de sinais ndo estaciondrios. Algumas sio
mais efetivas em alguns aspectos e situagdes. No entanto, mui-
tas delas sdo ferramentas de implementacdo mais complexa em

relagdo as técnicas mais simples e cldssicas, como é o caso
da Transformada Discreta de Fourier (TDF).

Vale comentar que a norma IEC 61000-4-7 apresenta como
metodologia recomendada para a medicdo e minimizagdo de
erros instrumentais, o uso da TDF, com janelamento retangu-
lar, e com resolucdo minima de 5 Hz [10].

Dentre as técnicas de baixa complexidade, como alternativa
as classicas TDF e FFT, existe a Transformada Chirp Z (TCZ).
A TCZ foi proposta por Rabinier [11] [12] nos anos 70. Esta
também € conhecida como Transformada Bluestain [13], visto
que a proposta inicial era de aplicd-la como uma combinacao
da FFT e a Inversa da Transformada Répida de Fourier —
Inverse FFT (IFFT) [14].

A TCZ apresenta caracteristicas que também permitem a
extracdo da frequéncia fundamental. O método que utiliza a
TCZ ainda é pouco explorado e ndo muito abordado pela
literatura para esta necessidade da estimacdo da frequéncia
fundamental, especialmente em se tratando de sinais com
frequéncia varidvel.

Em um sinal variante no tempo, um dos principais pro-
blemas é por exemplo, identificar a frequéncia fundamental,
particularmente 60 Hz, diante do surgimento de componentes
harmonicos, inter-harmonicos e a inclusdo de ruido [15].

Ao abordar as caracteristicas da TCZ, o sinal utilizado
neste artigo serd em regime permanente, com frequéncia
monotdnica e sem a presenca de deslocamento (off-set) de
Corrente Continua (CC), ou decaimento exponencial de CC.

Com base em [16], esta proposta é uma alternativa ao
procedimento abordado na IEC 61000-4-7 [10], com énfase
aos 12 ciclos da frequéncia fundamental em 60 Hz (i.e. 0.2 s).
Neste trabalho, a avaliacd@o inclui adicionalmente a varia¢do da
taxa de amostragem e a valida¢do do Algoritmo Ortométrico
médio da TCZ (AOTCZ) [16]. No entanto, ndo serd aqui
avaliado o esforco computacional dos algoritmos envolvidos.

II. A TRANSFORMADA CHIRP Z E AOTCZ

A TCZ, também conhecida pelo algoritmo FFT Bluestein ou

Transformada Bluestein, € uma transformada FFT ajustavel,
calculada no plano z. Esta transformada é calculada ao longo



dos contornos espirais no plano z para uma sequéncia de
entradas (1).

TCZ(z[n]) = xzn].z; " (1)

A TCZ é muito similar a transformada z (2), composta pela
soma de uma série de poténcias z complexas [17, p.103].
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Ao contrario da transformada z, a TCZ ndo € restrita
a operar ao longo do circulo unitdrio, mas pode avaliar a
transformada z ao longo dos contornos descritos por

=AWk k=0,...,M—1 3)

onde A é o ponto de partida complexo dado por Agel%; W é
um escalar complexo descrevendo a relagdo complexa entre
os pontos sobre o contorno dado por Wye 7%; e M é o
comprimento da transformacdo. Ag e 6y sdo o comprimento
do raio do vetor e o angulo de partida da amostra no ponto
Z0.

Sendo assim, a Transformada Chirp Z equivale a um zoom
(detalhamento ou magnificag¢do) espectral, pois permite obter
uma interpolacdo mais finamente espacada de uma porcio
do espectro (embora a resolugdo de frequéncia ainda esteja
limitada pelo tempo de amostragem total)[18][14].

Quanto a proposta de utilizagdo do AOTCZ [16], o sinal
deve avancar 90° na fase ¢, partindo aproximadamente de

fs
4fo
onde T;; é um quarto do periodo do sinal; fs a frequéncia de

amostragem; e fo a frequéncia nominal.
O novo sinal em avanco de ¢ = 90° é expresso por

;y(N)]. ®)

Finalmente, a frequéncia espectral usando AOTCZ ¢é dada
pela média entre a TCZ de ¢ e ¢ + 90°.

T, = )

Y2 = [y(no + Tq)a y(no + Tq + 1)3 cee

III. CARACTERISTICAS DA TCZ

Cabe esclarecer que as simulagdes e comparagdes iniciais
que serdo apresentadas neste trabalho, serdo apenas para
verificar os resultados apresentados por [16] para um sinal
com frequéncia fundamental de 50 Hz, e visam validar as
limitagdes e particularidades da TCZ. Contudo, na sequéncia,
os demais topicos abordados serdo detalhados para 60 Hz, ex-
plorando melhor alguns parametros préprios da TCZ que serdo
apresentados na sequéncia e o efeito de suas variabilidades, a
exemplo da taxa amostral.

A adogdo de M=600 e M=6000 ao longo dos experimentos
01 a 03, tem como base [16] adaptado para 60Hz, respeitando
os limites de +5% de [10] para a faixa de observagdo da
frequéncia fy. Adicionalmente, //=1.200 no experimento 04
visa avaliar o efeito do dobro da frequéncia fundamental,
dobrando o M. J4 para M=12.000 no experimento 05 e

M=16.000 no experimento 06 permite obter uma melhor
resolucdo em casos de variacdo de fase inicial e miiltiplas
harmonicas respectivamente. Os demais parametros, tais como
frequéncia de amostragem (f5), tempo de observagéo (t) e ou-
tros, quando utilizados, s@o justificados em cada experimento.

A. Comparacdo da resolucdo espectral e precisdo da TCZ

Ao analisar o espectro de frequéncia a partir da FFT, a
resolucdo e a precisdo sdo normalmente consideradas com o
mesmo valor e se tornam melhores tanto quanto maior for a
janela de observacdo. A resolucdo espectral para a FFT é dada

por
fs 1
Afrrr = N~ Ty (6)

sendo A frppr a resolu¢do espectral da FFT (i.e. a distincia
entre duas linhas espectrais préximas); /N o nimero de amos-
tras do sinal amostrado em f,; e Ty € a janela de observacdo
[19].
Ja a resolucdo espectral pelo algoritmo da TCZ é dado por
_ fmax - fmzn

Rrcz = — (N

onde Ry representa a resolugdo para a TCZ; fraz € finin
sd0 a mdxima e minima frequéncia que limitam o intervalo
de observacdo; e M € o nimero de amostras no intervalo de
observagao.

A TCZ nao depende da janela de observacdo, ao contrario
dos métodos classicos (FFT, Welch [20], etc). De acordo
com a Equacdo (7), enquanto M € suficientemente grande,
a resolucdo pode ser arbitrariamente pequena.

Os resultados do processamento de dados a seguir ilustrardo
a diferenca da precisdo e a resolugdo via o algoritmo da TCZ.

Experimento 01: Para estimar a frequéncia fundamental
com frequéncia nominal de 60 Hz, um sinal senoidal arbitrario
€ amostrado com frequéncia varidvel (480 < fs < 15.360 Hz),
contendo 1.074 amostras. Para efeitos de comparacdo, serdo
empregadas a FFT e a TCZ. Toda a simulaco e andlise foram
realizadas via o MatLab, e os resultados sao apresentados na
Tabela I.

A frequéncia fundamental estimada pelo uso da FFT variou
de 59,60 Hz a 60,81 Hz (linhas em destaque), com erros de
-0,67% a +1,36% entre 0,8054 Hz < Afppr < 4,3001 Hz
(6).

Em contrapartida, conforme visto na Tabela I, a frequéncia
fundamental estimada via a TCZ variou de 59,97 a 60,00
Hz, com erros de -0,06% a +0,00%, com resolucdo espectral
Reozr fixa de 0,033 Hz (7) para M = 600. O intervalo de
frequéncia de observagdo da TCZ para este experimento foi
de fw =[50 Hz, 70 Hz].

As duas ultimas linhas da Tabela I também indicam que
para um numero fixo de amostras (/NV), em frequéncias de
amostragem elevadas (fs), ocorre um comprometimento na
precisao na TCZ. Sendo assim, o proximo passo é apresentar
a influéncia de IV na precisdo da TCZ.

Experimento 02: Para um sinal com intervalo de frequéncia
de observacdo de fw = [57 Hz, 63 Hz] seguiu-se a



Tabela I: Resolu¢do da FFT em comparagdo com a TCZ em
fun¢@o da frequéncia de amostragem (fs).

fs | Afrrr | Frrr _err(%) | Fozr  err(%)
480 0,8054 | 59,60 -0,67 | 60,00 +0,00
960 1,3873 59,65 -0,58 | 60,00 +0,00
1.920 2,1720 | 60,81 +1,36 | 60,00 +0,00
3.840 3,0284 | 60,57 +0,95 60,00 +0,00
7.680 3,7721 60,35 +0,59 | 59,97 -0,06
15.360 4,3001 60,20 +0,34 | 59,97 -0,06
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Fig. 1: Frequéncia estimada pela TCZ em funcdo da variacio
do tempo de amostragem.

recomendacdo de [21] para o método da IEC61000-4-7 [10],
ou seja, [fo(1 — 5%), fo(1 + 5%)], sendo fy a frequéncia
fundamental. Assumindo M = 600, a resolucdo de frequéncia
¢ 0,01 Hz (7). Quando o comprimento N dos dados varia
entre 80 e 960, isto €, o tempo de amostragem da janela varia
de 0,082 s a aproximadamente 1 s, cada valor da frequéncia
estimada pela TCZ é calculado e ilustrado na Fig. 1.

Cabe informar que foram utilizadas janelas deslizantes,
com um passo de deslizamento de 1 ms, que para este
sinal equivale a aproximadamente o deslocamento da janela
amostra-a-amostra. A frequéncia de amostragem foi de 960
Hz, ou seja, uma taxa de 16 amostras/ciclo em 60 Hz. O tempo
de amostragem da janela inferior a 0,082 s foi desconsiderado,
uma vez que resultaria em grande variacdo da TCZ, fugindo
do propésito do experimento.

Na Fig. 1, € indicado que quando a janela de amostragem
(tempo de amostragem) € pequena, a precisdo espectral é pior
do que a resolucdo. Com base nas simula¢des computacionais
realizadas, a precisdo espectral observada pela TCZ foi de
aproximadamente 0,1 Hz, para uma janela de amostragem
de 0,2 s, enquanto a resolucdo espectral foi de 0,01 Hz
(7). Foi possivel verificar também que com uma janela de
amostragem suficientemente grande, a precisdo pode acompa-
nhar a resolu¢do. Adicionalmente, variando a taxa amostral
em 2", com n = 3,4,...,7, a convergéncia para grandes
janelamentos apresentou resultado similar.

Vale comentar que quando a TCZ ¢ aplicada, ndo € ne-

Tabela II: A flutuacio da frequéncia pela TCZ.

Rroz froz Afr
| M gy (Hz) (Hz)
02 600 0,01 59,94 - 60,01 0,07

’ 6.000 0,001 59,950 - 60,010 0,060
1 600 0,01 60,00 - 60,00 0,00
6.000 0,001 59,998 - 60,000 0,002

cessdria nenhuma outra técnica de processamento, tal como
técnicas de interpolagdo ou preenchimento por zeros (valores
nulos) — zero padding, uma vez que o método proposto é
capaz de assegurar uma boa resolucdo espectral e precisdo,
como facilmente compreendido a partir de (7) e apresentado
em [21].

B. Frequéncia monoténica do sinal senoidal para simulacdo

Assume-se um sinal senoidal y com frequéncia nominal de
60 Hz e fase inicial ¢ = 30°(8):

y = sin(1207t + 30°) (8)

Experimento 03: O sinal é discretizado com f; = 960
Hz (16 amostras/ciclo) e em um intervalo de frequéncia de
observagdo de fw = [57 Hz, 63 Hz] [10].

Para este sinal, adotou-se M =600, e o numero de amostras
N variando de 80 a 1.000, o que significa que o tempo
de amostragem ¢ varia de 0,048 até 1 s. Cada conjunto de
amostra com diferentes valores de N foram analisados pela
TCZ, e o resultado é apresentado na Fig. 2a. Como pode
ser observado, quando N = 160 (¢ =0,2 s), a frequéncia de
flutuacdo da amplitude é de 0,07 Hz (aproximadamente 0,1
Hz), no entanto, a resolucdo espectral (R7¢z) mantem-se em
0,01 Hz. O resultado da simulagdo realizada com M=6.000 é
apresentado na Fig.2b.

Os dados sumarizados sdo apresentados na Tabela II
quando t =0,2 s e 1 s. A Tabela II e a Fig. 2 implicam
que a variacdo de M influencia muito pouco no resultado da
frcz quando t (a quantidade de amostras) é pequeno, devido
a flutuacdo, visto que os valores de A fr e ¢ sdo inversamente
proporcionais.

Somente quando o tempo de amostragem é grande o su-
ficiente, M aumenta a precisdo espectral. A Tabela II indica
que, para aumentar a precisdo espectral, nao somente M deve
ser incrementado, mas também o tamanho do janelamento do
tempo de amostragem dos dados.

As simulacdes computacionais também indicaram que a
precisdo via a TCZ pode alcangar a resolugdo com um M
arbitrario se t for suficientemente grande. A Tabela IIT mostra
o tempo de amostragem e os ciclos do sinal necessdrios para
que a precisdo alcance o valor de resolugdo Rrcz, quando a
amplitude de flutuacdo se reduz a valores da ordem de 10~*
e 107 (em relagdo a 60 Hz).

Os resultados da Tabela III sugerem que uma melhor
precisao necessita de um tempo de amostragem longo. Forne-
cendo tempo de amostragem longo (indiretamente N longo),
a precisdo espectral pode ser suficiente. Por outro lado, um
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(b) Espectro de frequéncia via a TCZ, com M=6.000.

Fig. 2: Frequéncia estimada pela TCZ em funcdo da variagdo do tempo de amostragem ¢ para um sinal monotdnico.

Tabela III: Tempo de amostragem necessdrio para a precisdo
alcangar uma resolucdo Rr¢z determinada.

Rroz Precisdo frcz t .
M | #Hy o (Hz) (Hz) Ciclos
600 0,01 0,01 60,01 0,674 43
6000 0,001 0,001 60,001 2,149 135

tempo de amostragem longo e um M grande, implicam em
um custo (esfor¢o) computacional significativo, ndo avaliado
neste trabalho.

C. Relagdo entre a precisdo e niimero de ciclos

Experimento 04: A fim de verificar as caracteristicas da
TCZ com diferentes sinais de frequéncia, é apresentada a
seguir uma simulagdo com a frequéncia de sinal em 6,0 Hz,
60 Hz e 120 Hz, com 16 amostras/ciclo e M=1.200. As
frequéncias escolhidas forma um décimo e o dobro da funda-
mental respectivamente, ou seja, visando verificar a influéncia
das grandes variagdes da frequéncia sobre o nimero de ciclos
e a respectiva precisdo. A janela de observacdo da frequéncia
fw varia de acordo com a frequéncia nominal +5% [10].

A Tabela IV apresenta o tempo minimo de amostragem ¢
e o numero de ciclos necessdrios para que a TCZ alcance a
mesma precisdo que a resolucdo. Os resultados indicam que
os nimeros de ciclos minimos sdo praticamente 0sS mesmos
para sinais com diferentes frequéncias, mesmo que as larguras
das janelas de tempo de amostragem sejam muito diferentes.
Conforme a Tabela IV o nimero de ciclos para a estabilidade
€ de aproximadamente 56. Outras simulagdes realizadas com
diferentes taxas de amostragem (32, 64, 128 amostras/ciclo),
indicam que o nimero de ciclos para a precisdo e resolucao
se igualarem apresenta resultados muito similares.

Assim, a fim de melhorar a precisdo espectral via a TCZ,
ndo s6 M deve ser melhorado, mas também o ndmero de ciclos
do sinal deve ser suficiente. Consequentemente, o nimero de

Tabela IV: Nimero de ciclos necessdrios para a mesma
acuracidade da resolucdo com diferentes frequéncias nominais.

w Afrcz t .
(I-{z) (ﬁn (sz? (5) ciclos
6 5,7-6,3 0,0005 8,844 56
60 57-63 0,005 0,8844 56
120 114-126 0,01 0,4422 56

ciclos é o pardmetro mais exato para descrever a relacdo da
precisdo espectral com os tempos de amostragem de dados.

D. Relagdo entre a TCZ e a fase do sinal

Por meio de simulacdes computacionais adicionais,
verificou-se que quando o tempo de amostragem ndo € sufici-
entemente longo, os resultados espectrais analisados pela TCZ
oscilam de forma decrescente com a metade da periodicidade
do sinal. As simulacdes também indicam que a fase inicial
do sinal tem efeito no resultado da distribuicdo da frequéncia
flutuante. Estes resultados sdo discutidos nas simulagdes rea-
lizadas em [16] com diferentes fases iniciais.

Experimento 05: Visando a confirmagdo para sistemas em
60 Hz, o sinal simulado e em andlise, € expresso na frequéncia
nominal fy = 60 Hz, conforme (8), ¢ no intervalo de [0,05 -
0,2 s]. O intervalo de frequéncia de observacgdo € ainda f,,
[57 Hz, 63 Hz] e M = 12.000. As fases iniciais do sinal para
a simulagéo sdo definidas em ¢ € [0, 30, 60, 90]°

Os resultados das simulacdes sdo ilustrados pela Fig.3.
Em todos os casos, quando aplicado o AOTCZ, foi possivel
observar maior precisdo. Por exemplo, na Fig.3b a precisao é
de 0,003 Hz para 0,2 s, o que é cerca de 20 vezes maior que
0,06 Hz indicada na Tabela II.

E. A frequéncia estimada pelo AOTCZ

Experimento 06: Considerando as condi¢des de contorno
apresentadas por [16], um novo sinal sintético foi formatado
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Fig. 3: TCZ resultante com diferentes fases iniciais e média com a fase somada em 90°.

com as seguintes frequéncias harmonicas [1; 3; 5; 7; 9;
11; 13; 15; 17; 19; 21; 23; 25; 27; 29], e suas respectivas
amplitudes arbitradas em [1; 0,1; 0,09; 0,09; 0,08; 0,011;
0,013; 0,015; 0,017; 0,019; 0,021; 0,023; 0,025; 0,027; 0,029],
respectivamente. A frequéncia fundamental do sinal em anélise
é de 60 Hz e todas as harmonicas apresentam um angulo de
fase ¢=30°. A frequéncia de amostragem ¢é de 27,84 kHz e a
faixa de frequéncia na janela de observagdo ¢ de [58 Hz 63
Hz] com M=16.000.

Uma frequéncia AOTCZ de 59,9863 Hz com o maximo
de erro 0,0137 para a janela de 0,2 s é observado na Fig.
4. Assim, a frequéncia do sinal de poténcia poderia ser
escrito para AOTCZ como 59.9863 + 0.0137Hz ou ainda
59.9863H z + 0.0228%.

IV. CONCLUSAO

As caracteristicas da TCZ para sinais com frequéncia
mondtonas foram avaliadas com base em sinais com
frequéncia fundamental de 60 Hz, taxas de amostragem de
16, 32, 64 e 128 amostras/ciclo, e limitados a passos de
janelamentos ndo inferiores a 1 ms. Os sinais compilados

foram também aplicados e validados via o AOTCZ [16]. Pelos
estudos investigativos realizados até o momento, observa-se
que precisdo da TCZ aumenta proporcionalmente com o tempo
de amostragem, até atingir o mesmo que a resolucdo em apro-
ximadamente 56 ciclos, independente da taxa de amostragem.
A distribuicdo de erro da TCZ estd fortemente relacionada
com a fase inicial do sinal, e é aproximadamente simétrica
para dois sinais ortométricos, ou seja, defasados em 90°. Com
base nas caracteristicas simétricas, hd fortes indicios que o
AOTCZ pode ser usado para estimar a frequéncia do sinal com
maior precisdo que o minimo requisitado pela metodologia
IEC 61000-4-7 [10]. Os resultados das simulac¢des indicam que
a precisdo do OACZT ¢ de cerca de 3 mHz quando o tempo
de amostragem ¢ de 0,2 s. Sendo assim melhor do que o TCZ
padrdo, que possui uma precisdo de cerca de 60 a 100 mHz
para um sinal com as mesmas caracteristicas. Portanto, uma
das principais desvantagens da TCZ é o custo computacional
adicional em relagdo a DFT e FFT, por outro lado, é possivel
extrair com maior precisdo inter-harmonicos em relacdo as
métodos tradicionais.
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