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Abstract— This work performs numerical comparisons between two approaches that use fuzzy Lyapunov functions to check the
asymptotic stability of Takagi Sugeno fuzzy systems. Each methods use a distinct strategy to achieve stability conditions based on
linear matrix inequalities. Numerical examples are used toillustrate the efficiency of the methods analyzed.
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Resumo— Este trabalho realiza comparações numéricas entre dois métodos que usam funções de Lyapunov fuzzy para verificar
a estabilidade assintótica de sistemas fuzzy Takagi Sugeno. Os métodos usam estratégias distintas para gerar condições de esta-
bilidade baseadas em desigualdades matriciais lineares. Exemplos numéricos são utilizados para ilustrar a eficiênciados métodos
analisados.

Palavras-chave— Sistemas fuzzy Takagi Sugeno, funções de Lyapunov fuzzy, desigualdades matriciais lineares (LMIs).

1 Introdução

Os modelos fuzzy Takagi Sugeno (TS) representam
uma importante ferramenta para a análise de esta-
bilidade de sistemas não lineares (Takagi and Su-
geno, 1985). Esses modelos consistem basicamente
em representar um sistema não linear com uma média
ponderada de sistemas lineares. As ponderações usa-
das na média são funções convexas não lineares cha-
madas de funções de pertinência. Dependendo da es-
colha dos modelos locais (sistemas lineares) e das fun-
ções de pertinência o modelo fuzzy pode fornecer uma
representação aproximada ou exata do sistema não-
linear em uma região compacta do espaço de estado
(Tanaka and Wang, 2001).

Uma das vantagens de se usar modelos fuzzy TS é
que sua estrutura permite que a análise de estabilidade,
ou o projeto de controladores, seja formulado como
um problema de otimização com restrições descritas
por desigualdades matriciais lineares (LMIs). LMIs
podem ser facilmente resolvida em microcomputado-
res usando os pacotes “SeDuMi” (Sturm, 1999) ou
MOSEK (ApS, 2015) do MATLAB.

Este trabalho analisa condições para a estabili-
dade assintótica da origem em sistemas não lineares
usando sistemas fuzzy TS. Normalmente, as condi-
ções de estabilidade são obtidas empregando o método
direto de Lyapunov. Este método consiste em verificar
a existência de uma funçãoV : IRn 7→ IR, satisfa-
zendo as seguintes propriedades:

V (0) = 0, V (x(t)) > 0 e V̇ (x(t)) < 0, (1)

∀x(t) 6= 0. Ou seja, o método permite estudar a esta-
bilidade assintótica de sistemas fuzzy TS sem calcular

suas soluções. O problema é que não existem méto-
dos sistemáticos para obter a funçãoV (x(t)) e o que
se faz, em geral, é usar condições baseadas em LMIs
para verificar a existência de uma função candidata sa-
tisfazendo as restrições (1). Logo, a eficiência de uma
estratégia para garantir a estabilidade está diretamente
relacionada com a estrutura da função candidata esco-
lhida e da modelagem usada para gerar as LMIs.

A classe de funções mais simples de se usar para
estudar a estabilidade assintótica de sistemas fuzzy
TS são as funções de Lyapunov quadráticas (FLQs).
Quando o sistema é quadraticamente estável o re-
sultado é aplicável em toda a região de validade do
sistema fuzzy TS (Tanaka and Wang, 2001; Chen
et al., 2016; da Silva Campos et al., 2017; Elias
et al., 2016). Contudo, já é conhecido na literatura
que FLQs conduzem a resultados conservadores e que
em certos casos não é possível encontrar uma FLQ
para um sistema fuzzy localmente estável (Johansson
et al., 1999). Quando a função quadrática falha torna-
se necessário a utilização de funções candidatas mais
complexas, tais como funções de Lyapunov por par-
tes (Johansson et al., 1999) ou funções de Lyapunov
fuzzy (Jadbabaie, 1999).

Esse trabalho irá focar em comparações numéri-
cas de resultados propostos na literatura que usam fun-
ções de Lyapunov fuzzy (FLFs) como candidatas para
checar a estabilidade assintótica de sistemas fuzzy.
Essa classe de funções permite incluir propriedades de
funções de pertinência no processo de modelagem das
restrições baseadas em LMIs reduzindo o conserva-
dorismo nas condições de estabilidade. Dessa forma,
FLFs tem sido bastante empregadas no estudo de sis-
temas fuzzy TS (Jadbabaie, 1999; Tanaka et al., 2003;



Guerra and Bernal, 2009; Mozelli et al., 2009; Lee
et al., 2011; Faria et al., 2013).

Nem sempre é possível demonstrar analitica-
mente que um método proposto é menos conservador
que outro existente na literatura. Uma alternativa viá-
vel para checar a eficiência entre métodos consiste em
realizar comparações numéricas. É comum encontrar
esse tipo de comparação na literatura (da Silva Cam-
pos et al., 2017; Mozelli et al., 2010).

O foco deste trabalho é comparar os métodos
apresentados em (Faria et al., 2013) e (Guerra and Ber-
nal, 2009). Exemplos numéricos extraídos da litera-
tura ilustram a eficiência entre os métodos.

2 Formulação do problema

Considere um sistema não linear na forma

ẋ(t) = f(z(t))x(t), (2)

sendof(z(t)) uma função não linear,x(t) ∈ IRn o
vetor de estado ez(t) ∈ IRp uma função limitada e
suave num conjunto compactoC.

Sejanlj(z(t)) ∈ [nlj , nlj ], j ∈ {1, . . . , p}, o
conjunto de não linearidades do sistema (2). Apli-
cando o método apresentado em (Tanaka and Wang,
2001), as seguintes funções são construídas:

wj
0(z(t)) =

nlj − nlj(z(t))

nlj − nlj
,

wj
1(z(t)) = 1− wj

0(z(t)),

(3)

ondej ∈ {1, . . . , p}. As funções de pertinência são
definidas como

hk(z(t)) = h1+kp+k(p−1)×2+...+k1×2p−1

=

p
∏

j=1

wj
kj
(zj),

(4)

ondek ∈ {1, . . . , 2p} ekj ∈ {0, 1}.
Assim, os modelos fuzzy TS são descritos por:

ẋ(t) =

r
∑

k=1

hk(z(t))Akx(t), (5)

sendoAk ∈ IRn×n as matrizes dos modelos locais e
hk(z(t)) as funções de pertinência dos modelos locais.
De (3) e (4) obtém-se as seguintes propriedades:

∀k ∈ R, hk(z(t)) ≥ 0 e
r
∑

k=1

hk(z(t)) = 1, (6)

sendoR o conjunto de números inteiros dados por
{1, 2, . . . , r}. Apenas por facilidade de notação, de
agora em diante vamos denotarhk(z(t)) porhk.

Os resultados apresentados neste trabalho utili-
zam funções de Lyapunov candidatas com a seguinte
estrutura

V (x(t)) = x(t)′

(

r
∑

k=1

hkPk

)

x(t), (7)

sendoPk matrizes definida positivas.
A derivada temporal de (7) é dada por:

V̇ (x(t)) = x(t)′

(

r
∑

k=1

ḣkPk

)

x(t)

+ 2x(t)′

(

r
∑

k=1

hkPk

)

ẋ(t). (8)

Logo, as condições de estabilidade obtidas com (7) e
(8) dependem explicitamente das derivadas temporais
das funções de pertinência (6) e para convertê-las em
LMI é necessário impor limites nos seus valores. Os
resultados comparados nesse trabalho propõe estraté-
gias diferentes para lidar com a limitação da matriz

Ṗ =
r
∑

k=1

ḣkPk.

Explorando a estrutura das funções (3) e (4) em
(Guerra and Bernal, 2009) foi verificado que a matriz
Ṗ pode ser reescrita como

Ṗ =

r
∑

α=1

p
∑

i=1

hα

∂wi
0

∂zi

(

Pg1(α,i) − Pg2(α,i)

)

żi (9)

com

g1(α, i) =
⌊

(α− 1)/2p+1−k
⌋

× 2p+1−k

+ 1 + MOD(α− 1 , 2p−k),

g2(α, i) = g1(α, i) + 2p−k,

e MOD(n1, n2) o resto da divisão inteira den1 porn2.
Desse modo, foi apresentado o seguinte resultado para
a estabilidade assintótica da origem no sistema (5).

Teorema 1 Se existem matrizes simétricasPk > 0,
k ∈ {1, . . . , r}, satisfazendo as seguintes LMIs

Υm
αα < 0,

2

r − 1
Υm

αα +Υm
αβ + Υm

βα < 0.
(10)

comα, β ∈ {1, . . . , r}, α 6= β, m ∈ {1, . . . , 2p×n},

Υm
αβ = PαAβ +A

′
βPα

+

p
∑

i=1

n
∑

u=1

(−1)d
m
iuλiu(LAβ)iu

(

Pg1(α,i) − Pg2(α,i)

)

edmiu os coeficientes da representação binária

m− 1 = dkpn + dkp(n−1) × 2 + . . .+ dk11 × 2p×(n−1).

Então, toda soluçãox(t) do sistema(5) contida
no conjunto

Z =
⋂

i,u

{

x(t) :

∣

∣

∣

∣

∂wi
0

∂zi
xu

∣

∣

∣

∣

≤ λiu

}

converge para a origem.



Uma outra maneira de estudar a matrizṖ consiste
em explorar a propriedade (6). De (6) segue que

r
∑

k=1

ḣk = 0 ⇔ ḣi = −

r
∑

k=1
k 6=i

ḣk, ∀i ∈ R. (11)

Além disso, para qualquer matrizX ∈ IRn×n não
nula, a matrizṖ pode ser reescrita como

Ṗ =

r
∑

k=1

ḣkPk =

r
∑

k=1

ḣk(Pk +X). (12)

Considerando (11) e (12) em (Faria et al., 2013)
foi proposto resultado a seguir.

Proposição 1 Considerehk, ∀k ∈ R, satisfazendo a
propriedade(6). Dado um índicei ∈ R, para quais-
quer matrizesX ∈ IR n×n ePk ∈ IR n×n, a seguinte
igualdade é verificada:

r
∑

k=1

ḣkPk = ḣiX+

r
∑

k=1
k 6=i

ḣk(Pk +X−Pi), (13)

Considerando a Proposição 1 foi apresentado o teo-
rema a seguir.

Teorema 2 Sejamφk, k ∈ R, números reais positi-
vos conhecidos. Assumindo que|ḣk| ≤ φk, ∀k ∈ R,
o sistema fuzzy(5) é localmente estável se para os
índicesi, j ∈ R, sendoi 6= j, existirem matrizes
M1 ∈ IRn×n, M2 ∈ IRn×n, X = X

′ ∈ IRn×n e
Pk = P

′
k ∈ IRn×n, satisfazendo as seguintes LMIs:

Pρ ≻ 0, ρ ∈ R, (14)

Pk +X−Pi � 0, ∀k ∈ R− {i}, (15)
[

P̃φ −M1Aρ −A
′
ρM

′
1 ⋆

Pρ +M
′
1 −M2Aρ M2 +M

′
2

]

≺ 0, (16)

comρ ∈ R e

P̃φ = ±φiX+
r
∑

ρ=1
ρ6=i

φρ (Pρ +X−Pi) ,

onde± indica que a LMI precisa ser testada para os
casos positivo e negativo.

Os Teoremas 1 e 2 foram elaborados explorando
propriedades de funções de pertinência. No entanto,
eles utilizam formulações distintas para tratar a matriz
Ṗ, o que dificulta uma comparação analítica entre am-
bos. Portanto, serão efetuadas comparações numéricas
para testar a eficiência de cada um.

Exemplo 1

Considere o sistema não linear (Faria et al., 2013):

ẋ1(t) = x2(t)

ẋ2(t) = −2x1(t)− x2(t)− f(x1)x1(t),

ondef(x1) ∈ (0, δ] comδ > 0.

Empregando o método (Tanaka and Wang, 2001),
este sistema não linear pode ser representado por um
modelo fuzzy TS (5) com o seguintes modelos locais
e funções de pertinência

A1 =

[

0 1
−2 −1

]

,

A2 =

[

0 1
−2− δ −1

]

,

h1 = w1
0 =

δ − f(x1)

δ
,

h2 = w1
1 =

f(x1)

δ
.

Supondo|ḣk| ≤ φ e λiu = φ, ∀i, u, k, a Fi-
gura 1 exibe o maior valor do parâmetroδ para o qual
as LMIs dos Teoremas 1 e 2 são factíveis.
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Figura 1: Valor máximo deδ para diferentes valores
dos limitantes das derivadas das funções de pertinên-
cia.

Conforme ilustrado na Figura 1 os Teoremas 1 e
2 tiveram o mesmo valor máximo deδ = 30 para o
casoφ = 0.2. A medida que aumenta-se o valor do
parâmetroφ o Teorema 1 é capaz de resolver as LMIs
para valores superiores deδ. No entanto, a partir do
valor φ = 2.5 os métodos passam a ter desempenho
equivalente.



Exemplo 2

Considere o sistema fuzzy TS apresentado em
(Mozelli et al., 2009):

A1 =

[

−5 −4
−1 a

]

,

A2 =





−4 −4

3b− 2

5

3a− 4

5



 ,

A3 =





−3 −4

2b− 3

5

2a− 6

5



 ,

A4 =

[

−2 −4
b −2

]

,

(17)

h1 = w1
0(x1)w

2
0(x2),

h2 = w1
0(x1)w

2
1(x2),

h3 = w1
1(x1)w

2
0(x2),

h4 = w1
1(x1)w

2
1(x2),

(18)

com

wi
0(xi) =



























1− sin(xi)

2
, for |xi| ≤

π

2
,

0, for xi >
π

2
,

1, for xi < −
π

2
,

wi
1(xi) = 1− wi

0(xi).

Usando os pacotes YALMIP (Löfberg, 2004) and
SeDuMi (Sturm, 1999) do MATLAB, a estabilidade
do sistema acima foi verificada com os Teoremas 1
e 2 para a regiãoa ∈ [−10 − 1], b ∈ [0 100] e
λiu = φρ = 5, ∀i, u eρ.
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Figura 2: Região de factibilidade do Teorema 1 (◦) e
Teorema 2 parai = 1 (×).

A Figura 2 foi criada a partir da discretização
dos intervalos em análise sendo que o intervaloa ∈
[−10 − 1] foi discretizado considerando passos de
0.5 enquanto o intervalob ∈ [0 100] foi discretizado
em passos de10. Para cada valor de(a, b) na malha de

discretização a estabilidade assintótica do sistema (5),
com modelos locais (17), foi verificada com os Teore-
mas 1 e 2 respectivamente. A região marcada com (◦)
representa os pontos nos quais o Teorema 1 é factível
e a região marcada com (×) os pontos de factibilidade
do Teorema 2 para o casoi = 1. Conforme discutido
em (Faria et al., 2013), a região de factibilidade do
Teorema 2 muda de acordo com o valor do parâme-
tro i e neste exemplo foram testados todos os valores
possíveis(i = 1, 2, 3, 4). O valor i = 1 foi o que
obteve a maior região de factibilidade. Pela Figura 2
verifica-se que a região obtida com o Teorema 2 sobre-
põe a região do Teorema 1. O aumento do conserva-
dorismo do Teorema 1 pode estar associado a estrutura
adotada nas LMIs, cujas restrições aumentam expo-
nencialmente com o número de variáveis premissa e
variáveis de estado. Por outro lado, as LMIs do Teo-
rema 2 aumentam apenas com o número de variáveis
premissa. Na Tabela 1 são exibidos o total de LMIs
dos teoremas para os Exemplos 1 e 2.

Tabela 1:Número total de LMIs resolvidas
Teorema 1 Teorema 2

Exemplo 1 18 10
Exemplo 2 260 36

A Tabela 1 ilustra o comportamento exponencial
do Teorema 1. Quanto maior o número de LMIs, mais
complexa fica a solução numérica. Dessa forma, o Te-
orema 1 possui sérias restrições de uso, podendo in-
viabilizar sua utilização em sistemas com um número
elevado de premissas e variáveis de estado.

Exemplo 3

Os Exemplos 1 e 2 trataram exclusivamente da compa-
ração entre as regiões de factibilidade dos Teoremas 1
e 2. No entanto, é importante enfatizar que funções
de Lyapunov fuzzy causam uma restrição na região
de validade do sistema fuzzy. Por exemplo, no Teo-
rema 1 está explícito que uma região de atração pode
ser obtida com o conjuntoZ. O Teorema 2 não discute
essa restrição, ele se restringe basicamente à relaxação
das LMIs através da inclusão da variável de folgaX.
Com o intuito de verificar se a variável de folga afeta
a região de atração, serão exibidas estimativas dessas
regiões. Para a interpretação dos resultados considere
os conjuntos:

Ωℓ = {x(t) : V (x(t)) < ℓ},

H = {x(t) : ḣk ≤ φ}.

Logo uma região de atração para os teoremas pode ser
obtida considerando o maior valorℓ tal queΩℓ ⊂ H.

Considerandoa = −5 e b = 30 no sistema fuzzy
do Exemplo 2, as matrizes dos modelos locais são da-



das por:

A1 =

[

−5 −4
−1 −5

]

,

A2 =

[

−4 −4

17.6 −3.8

]

,

A3 =

[

−3 −4

11.4 −3.2

]

,

A4 =

[

−2 −4
30 −2

]

(19)

Como pode ser visto na Figura 2, ambos os teoremas
são factíveis para estes valores dea e b. Então, abaixo
são exibidas as matrizesPk, k ∈ R, encontradas na
solução numérica das LMIs. Para a solução foram
considerados os mesmos parâmetros do Exemplo 2,
isto é,λiu = φρ = 5, ∀i, u eρ.

Teorema 1

P1 =

[

0.118 0.002
0.002 0.024

]

,

P2 =

[

0.119 0.002
0.002 0.023

]

,

P3 =

[

0.122 0.002
0.002 0.022

]

,

P4 =

[

0.123 0.002
0.002 0.022

]

.

Teorema 2

P1 =

[

0.474 −0.015
−0.015 0.145

]

,

P2 =

[

0.585 −0.006
−0.006 0.123

]

,

P3 =

[

0.579 −0.008
−0.008 0.124

]

,

P4 =

[

0.826 0.004
0.004 0.122

]

.

A partir das matrizesPk, k ∈ R, foram geradas
as regiões de atração dos Teoremas 1 e 2 na Figura 3.
Como pode ser visto na figura, a variável de folgaX

não teve grande influência na região de atração. Por
outro lado, conforme pode ser visto na Figura 2, ela
ajudou a aumentar a região de factibilidade das LMIs.
Para efeito de ilustração o sistema fuzzy com modelos
locais (19) e funções de pertinência (18) foi simulado
para a condição inicialx0 = [−0.5 1], a curva em
azul na Figura 3 ilustra o comportamento da trajetó-
ria ao longo do tempo. Pela figura pode-se ver que
ela converge para zero. A Figura 4 exibe o comporta-
mento das funções de Lyapunov fuzzy.

O objetivo desse exemplo foi ilustrar a região de
atração dos resultados originalmente publicados nos
trabalhos (Guerra and Bernal, 2009) e (Faria et al.,
2013) e, por isso, evitou-se alterar as LMIs. Porém,
existem casos onde é interessante maximizar a região
de atração. Nessas situações pode-se facilmente adap-
tar os Teoremas 1 e 2 para encontrar a máxima região

−1 −0.5 0 0.5 1
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x
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Figura 3: Região de atração do Teorema 1 (Curva em
vermelho) e Teorema 2 parai = 1 (Curva em preto).
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Figura 4: Comportamento das funções Lyapunov
fuzzy para a condição inicialx0 = [−0.5 1].

de atração adicionando mais duas restrições ao con-
junto de LMIs. Uma abordagem sobre esse tema pode
ser vista no trabalho (da Silva Campos et al., 2017).

3 Conclusão

O trabalho realizou a comparação numérica entre dois
métodos existentes na literatura para análise de estabi-
lidade de sistemas fuzzy TS usando funções de Lyapu-
nov fuzzy. Ambos os métodos exploram propriedades
de funções de pertinência para reduzir o conservado-
rismo das restrições baseadas em LMIs.

Em (Faria et al., 2013) a relaxação das condições
de estabilidade ocorre pela adição de uma variável de
folga enquanto em (Guerra and Bernal, 2009) é pro-
posto uma maneira de reescrever a matrizṖ. Con-
forme pode ser visto no Exemplo 1, a formulação
apresentada em (Guerra and Bernal, 2009) gera resul-
tados menos conservadores para sistemas fuzzy que
possuem poucas variáveis premissas, ou seja, cujas
não linearidades do sistema dependem no máximo de
uma variável de estado. Para sistemas com duas pre-
missas ou mais a formulação apresentada em (Faria
et al., 2013) foi superior, sobrepondo a região de fac-
tibilidade de (Guerra and Bernal, 2009). Um outro de-



talhe importante no que diz respeito aos métodos é o
custo computacional envolvido. O número de LMIs do
resultado apresentado em (Guerra and Bernal, 2009)
aumenta exponencialmente com o número de premis-
sas e variáveis de estado. Ou seja, um modelo fuzzy
TS que possui apenas dois modelos locais mas pos-
sui muitas variáveis de estado já pode inviabilizar o
uso do método. Por outro lado, o resultado apresen-
tado em (Faria et al., 2013) acrescenta uma variável
de folga nas LMIs, o que implica em adicionarn2 va-
riáveis escalares nas restrições do modelo. A Figura 3
ilustra que ambas formulações geram regiões de atra-
ção equivalentes. Ou seja, a inclusão da variável de
folga X nas LMIs foi capaz de aumentar a factibili-
dade sem causar prejuízos na região de atração.
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