CARACTERIZAGCAO PARAMETRICA DE SISTEMA NAO LINEAR NO DOMINIO
DA FREQUENCIA POR SERIE DE VOLTERRA DIAGONAL
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Abstract— This paper presents a strategy for the characterization of a linear nonlinear system represented by a
series of linear, one - dimensional, and independent input disciplines. By expressing as invariant characteristics of
the system, it makes use of functions of response in the diagonal frequency for the analysis and characterization of a
mechanical non-linear Duffing oscillator. The study is justified by the great complexity in which nonlinear systems
bring better results in the frequency domain. Thus, using consolidated verification and structural selection
techniques, polynomial models are identified from simulated system data. The results allow to characterize the
behavior of the system in terms of its properties and to recover the state of the nonlinear coefficient through the
diagonal powers for the aid in frequency of each diagonal term of the model.

Keywords— Nonlinear System, Identification, Analysis, Characterization.

Resumo— Este trabalho apresenta uma estratégia para a caracterizacdo paramétrica de um sistema nao
linear representado por séries de Volterra diagonais, formalismo que expressa cada funcional por uma série de
convolugoes lineares, unidimensionais e independentes da entrada. Por expressarem as caracteristicas invariantes
do sistema, faz-se uso de fungdes de resposta em frequéncia das diagonais para andlise e caracterizagdo de um
oscilador mecénico nao linear do tipo Duffing. O estudo é justificado pela grande complexidade em que sistemas
néo lineares oferecem para suas andlises no dominio da frequéncia. Assim, utilizando técnicas consolidadas de
estimagao e selecdo de estruturas, modelos polinomiais Volterra em coordenadas diagonais sdo identificados a
partir de dados simulados do sistema. Os resultados permitem caracterizar o comportamento do sistema em
termos de suas propriedades invariantes e recuperar o estado do coeficiente ndo linear, através das poténcias

diagonais obtidas pela resposta em frequéncia de cada componente diagonal do modelo.

Palavras-chave— Sistema Nao-linear, Identificacdo, Anélise, Caracterizacao.

1 Introducao

Caracterizagao paramétrica pode ser interpretada
como o processo de descrever o comportamento
e demais propriedades fisicas de um sistema di-
ante da variagao de um pardmetro de interesse
(Jing et al., 2008). Tais informagdes sdo impor-
tantes para projetos de controladores e problemas
de diagnédstico de faltas, por exemplo. Tal pro-
cedimento encontra-se bem consolidado no con-
texto de sistemas lineares e invariantes no tempo
(LIT) , uma vez que as representacoes viabilizam
a aplicagdo de técnicas sistemadticas, tais como
lugar geométrico das raizes e diagramas de res-
posta em frequéncia. Aplicacbes bem sucedidas
no contexto LIT atestam. No contexto nao linear,
por outro lado, a grande diversidade dinamica e a
complexa relagao destas com os parametros dos
modelos constituem desafios para a abordagem
(Pearson, 1999).

As séries funcionais de Volterra (Volterra,
1959) tém se mostrado uma representagdo pro-
missora neste sentido por oferecerem uma pers-
pectiva de analise no dominio da frequéncia, onde
as representacoes tendem a ser tnicas (Xiao and
Jing, 2015). A primeira opgdo neste cendrio sao
as chamadas Funcoes de Resposta em Frequén-
cia Generalizadas (GFRFs). Estas fungoes ex-
pressam caracteristicas invariantes do sistema,
sendo uma extensao natural das fungoes de res-
posta em frequéncia (FRF) de sistemas LIT e tém
sido base para estratégias de caracterizagao (Jing
et al., 2006) e projeto. Contudo, estes métodos
sao severamente limitados devido a natureza mul-

tidimensional das GFRFs, o que dificulta sua de-
terminagao e interpretacao fisica. Por esse motivo,
conceitos alternativos de FRF tem sido propostos
(Rijlaarsdam et al., 2017).

As funcoes de resposta em frequéncia de saida
(OFRF) para sistemas ndo lineares (Z.Q. Lang
S.A. Billings and Li, 2007) oferecem uma descri¢ao
explicita e analitica da relagao entre o espectro de
saida e os parametros, expandidos na forma po-
linomial, dos termos nao lineares de um sistema.
A técnica tem encontrado aplicagbes em proble-
mas de analise e sintese, como na avaliagao de
ressonancias e projeto visando o isolamento de vi-
bragoes mecanicas (Laalej and Lang, 2010). Difi-
culdades associadas a derivacao das OFRF a par-
tir dos modelos desencorajam essa abordagem em
contextos mais amplos.

Este trabalho apresenta uma proposta de ca-
racterizagao paramétrica a partir de representa-
¢oes Volterra em coordenadas diagonais (Raz and
Van Veen, 1998). Neste formalismo, os funcionais
da série Volterra sao decompostos em um banco
de filtros unidimensionais que podem ser interpre-
tados como lineares de resposta finita ao impulso
(FIR). Estas propriedades dos aqui denominados
filtros diagonais constituem vantagens expressivas
em relagao as técnicas fundamentadas em GFRFs
e oferecem perspectivas interessantes para a ca-
racterizagao paramétrica de sistemas nao lineares
no dominio da frequéncia.

A metodologia proposta, consiste de identifi-
car um modelo Volterra diagonal para cada va-
lor do parametro de interesse, dentre um con-
junto discreto de possibilidades em uma faixa pré-



estabelecida. Tais representagoes sao medidas a
partir de dados de entrada e saida do sistema, o
que garante potencial em aplicagbes em sistemas
reais. Entao, a resposta em frequéncia dos filtros
diagonais de cada modelo é determinada para pro-
cessamento posterior, na tentativa de reconhecer
padroes especificos de comportamento do sistema
associados a valores tinicos do parametro variante.

Para avaliar a abordagem utilizou-se um osci-
lador mecéanico nao-linear do tipo Duffing, onde
a nao-linearidade cubica associada a mola con-
fere a este sistema uma grande diversidade de
comportamentos dinadmicos (Kovacic and Bren-
nan, 2011). A partir de dados simulados de en-
trada e saida, modelos Volterra diagonais foram
identificados com o algoritmo de minimos quadra-
dos ortogonais e selecao de estrutura baseada em
taxa de redugao do erro. Os modelos diagonais
assim obtidos sao avaliados de forma qualitativa.

O restante do trabalho é desenvolvido da se-
guinte maneira. Na segao 2 apresenta-se a meto-
dologia do trabalho onde sao mostradas as formu-
lacoes da série Volterra de tempo discreto a série
em coordenadas diagonais. Apresenta-se ainda o
algoritmo de identificagdo OLS-ERR, juntamente
com a funcao de resposta em frequéncia do mo-
delos Volterra dada por filtros lineares invariantes
no tempo. Na se¢ao 3, a partir da identificagao
do sistema Duffing, apresentam-se os resultados
obtidos por meio das FRF. A segdo 4 apresenta
as conclusoes do trabalho e possiveis abordagens
futuras.

2 Metodologia

Um sistema nao-linear, causal, de memoria as-
sintética (Boyd and Chua, 1985) e invariante no
tempo, com entrada u(t) e saida y(t), pode ser
representado por uma série de Volterra de tempo
discreto (Mathews and Sicuranza, 2000a),

D
y(t) =D walt) (1)

d=1

onde D é o grau maximo das nao-linearidades e
ya(t) expressa o funcional de grau d, descrito por
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onde foi utilizada a notagao simétrica (ref) simpli-
ficada

T 1=0

Td=Td—1

A funcdo multidimensional hy(7y,...,74) é
denominado kernel de grau d do funcional e estd
associada as caracteristicas invariantes do sistema.

Assume-se que o operador funcional (2) exibe si-
metria em relacao as possiveis permutacoes dos
elementos das d-tuplas, propriedade desejavel por
reduzir a estrutura da série em relagao a sua for-
mulagao convencional (Rugh, 1981).

Um atrativo particular da representacao Vol-
terra é a possibilidade de extrapolar para o con-
texto nao linear o conceito de FRF, base da anélise
e sintese de sistemas lineares. Neste caso, define-
se a transformada multidimensional de Fourier do
kernel de grau d como a GFRF de mesmo grau:

ﬁd(wlv"',wd): Z Z Xd (4)
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onde

Xa = ha(T1, ..., 7g)e I @rmttwara) - (5)
sendo 0 < w; < 2w, ¢ € {1,2,...,d}, representa
a frequéncia angular normalizada em relagao a
frequéncia de amostragem.

Embora conceitualmente bem estabelecido, o
conceito de GFR e a consequente tentativa de ca-
racterizacao do sistema no dominio da frequéncia
sao desencorajados pelas dificuldades que existem
para se determinar e principalmente analisar estas
funcoes, devido basicamente suas propriedades se-
rem descritas em espago multidimensional, o que
é particularmente problematico para d > 2.

2.1 Série Volterra diagonal

O principal problema com a forma (2) que é obs-
taculo a analise, identificacdo e implementacao
computacional, é o grande nimero de termos e
coeficientes que a realizacao do funcional exige.
Uma forma particular desta estrutura que busca
contornar estes problemas é a chamada trans-
formagao em coordenadas diagonais (Raz and
Van Veen, 1998), que consiste da seguinte mu-
danca de varidveis sobre (2):

T1 =1 (6)
T — l+ ki,1 (7)

parad > 1, onde 0 < k;—1 < k;,i € {2,...d — 1}.
Assim,

ya(t) =Y galt; k) * ua(t; k) 8)

k

onde * representa a convolugao discreta em relagao
ao tempo t, k = (k1,...,ka),

gd(t;k) = hd(t,t-i-kl,...,t—l-kd,l) (9)

representa os nucleos (kernels) ou filtros diagonais
e

-1
uq(t; k) = u(t) H u(t — ki) (10)



é o monoémio generalizado de entrada de grau d e

oy oy

k k1=0 ka—1=ka_2

sendo n é um limitante sobre o nimero de diago-
nais utilizadas no modelo.

A forma diagonal é importante porque reduz
os funcionais a uma série de convolugoes unidi-
mensionais, o que simplifica bastante a implemen-
tagao computacional, uma vez que estas podem
ser calculadas usando algoritmos eficientes, tais
como baseados em transformada rdapida de Fou-
rier (Zeller and Kellermann, 2010). Contudo, a
formulagao também deve ser encarada como uma
forma alternativa de representagao do sistema, em
que as operagoes multidimensionais sao caracteri-
zadas por filtragens dos termos uq(t, k). Como os
filtros gq(t, k) sdo derivados diretamente dos ker-
nels, eles carregam informagoes sobre as propri-
edades intrinsecas do sistema, o que, combinado
a sua natureza unidimensional, os tornam ferra-
mentas em potencial para resolver o problema de
caracterizacao.

Perceber que na formulacao diagonal, hd uma
reducao substancial de notagao, uma vez que nao
¢é necessario escrever explicitamente os termos do
modelo associados ao mesmo monémio, devido a
estes estarem incorporados nas convolugoes. A
tabela 1 ilustra como uma possivel representacao
para uma série de grau 3, com n = 1. Notar que
o ordenamento das diagonais é arbitrério.

Tabela 1: Monomios do sinal de entrada

Diagonal d k uq(t; k)
1° 2 (0) u(t)?
2° 2 (1) u®u(t-1)
30 3 (0,0) u(t)?
4° 3 (0,1) wu(t)u(t-1)
5° 3 (1,1) w(®)u(t—1)?

2.2 Resposta em frequéncia

Tomando a Transformada Z de (8), a série pode
ser expressa no dominio da frequéncia como:

Y(2) =Yi(2) + > Galz; k)Ua(z; k) (12)
d k

onde Yi(z) = Hi1(2)U(2), Ga(z; k) e Ug(z; k) s@o
as Transformadas Z de gq4(t; k) e uq(t; k), res-
pectivamente. A equagdo (12) pode ser interpre-
tada como uma representagao explicita do sinal
de saida como a soma das respostas de filtros line-
ares invariantes no tempo, cujas entradas sao os
monomios da entrada.

A figura 1 ilustra um diagrama de blocos que
sintetiza um sistema a partir da formulacao Vol-

terra diagonal em trés estigios fundamentais. Ini-
cialmente calculam-se atrasos puros do sinal de
entrada, que sdo posteriormente processados por
uma rede multiplicativa sem memoria para cons-
truir os monoémios; por fim, estes sao filtrados pe-
los operadores diagonais, cujos resultados sao en-
tao somados para compor a saida.
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Figura 1: Representacao em blocos de um modelo
Volterra diagonal.

A proposta deste trabalho é caracterizar o sis-
tema através da andlise das propriedades de cada
FRF invariante obtida quando z = €%, similar &
andalise de regime permanente senoidal em siste-
mas lineares. Obviamente, isso s6 pode ser feito
se for possivel medir as fungoes de transferéncia
Ga(z; k), o que é discutido na segio seguinte.

2.8 Algoritmo OLS-ERR

Se as convolugdes em (8) forem truncadas em al-
gum limite razoavel, cada funcional pode ser es-
crito como uma combinagao linear de versoes atra-
sadas dos monomios associados, sendo os kernels
diagonais g4(t; k) os coeficientes destas combina~
¢oes. Isto torna o modelo Volterra diagonal linear
nos parametros e, portanto, passivel de identifica-
¢ao por métodos de regressao consagrados. Esta
proposta nao difere muito da identificacao con-
vencional de séries Volterra (Mathews and Sicu-
ranza, 2000b), apenas no fato de que, ao final,
os coeficientes estimados sao interpretados direta-
mente no contexto diagonal, ao invés dos kernels
multidimensionais.

Neste cendario, uma forma geral para a série
Volterra diagonal, pode ser descrita pela equagao
de regressao:

M
y(t) =D Omtbm(t) + e(t) (13)

onde 6, é um vetor de parametros correspondente
as amostras de cada kernel do modelo, e os re-
gressores 1, (t) correspondem a versoes atrasadas
dos mondmios do sinal de entrada. O erro e(t)
é um vetor de discrepancias observadas ao ten-
tar explicar a safda y(t). Por exemplo, para um



modelo especificado pelos monoémios de grau 3 da
Tabela 1, e com convolugoes truncadas em L = 2,
tem-se: ¥1(t) = u(t — 1)3, ¥a(t) = u(t — 2)3,
P3(t) = u(t—1)u(t—2), a(t) = u(t—2)%u(t-3),
s (1) = u(t— Du(t—2)%, we(t) = u(t—2)u(t—3)°
et = 93(]—; 070)3 O = 93(27 0, O), 3 = 93(1; 0, ]-)7
04 = 93(2;0, 1), 95 = gg(l; 17 1) e 96 = 93(2; 1, 1)

Supondo disponiveis amostras dos sinais de
entrada e saida, a identificacao consiste de resolver
o sistema de equagoes lineares da forma

Y=UY0+e (14)

onde: @ = [0, ---0p]7 e ¥ é a matriz de regres-
sores. A solucao classica de minimos quadrados
dos erros, dada por:f = (¥7®)"'®TY ¢ usual-
mente evitada, devido a natureza polinomial do
modelo Volterra diagonal resultar em um niimero
elevado de colunas na matriz de regressao, o que
normalmente introduz problemas numéricos.

Uma forma de contornar este problemas é uti-
lizando o algoritmo de Minimos Quadrados Orto-
gonais (MQO) (Koremberg et al., 1988), em que
o problema original (14) é convertido para uma
forma ortogonalizada:

Y=Wg3+e (15)

onde
T =W (16)
B=T19 (17)

sendo T uma matriz de transformacao invertivel
e W ortogonal. A transformagao pode ser reali-
zada utilizando-se algoritmos de fatoragao matri-
cial, e.g.: QR, SVD, etc.

O principal motivo para a transformagao é
que, na forma ortogonal é possivel quantificar a
relevancia de cada regressor através da taxa de re-
dugao de erro (Error Ratio Reduction), dada por
(Koremberg et al., 1988):

<1 (18)

onde 3; o i-ésimo coeficiente do modelo ortogonali-
zado, w; é a i-ésima coluna de W e ERR; é a taxa
de reducao de erro associada ao i-ésimo regressor.
FERR; expressa em quanto o erro de predigao serd
reduzido caso o regressor em questao seja incluido.

3 Resultados

A estratégia de caracterizagao proposta foi tes-
tada em simulagao, utilizando um oscilador do
tipo Duffing como sistema de estudo. O equi-
valente mecanico é mostrado na figura 2, e con-
siste de um arranjo massa-mola-amortecedor, cuja
nao linearidade estd associada a forga de restitui-
¢ao eldstica cubica em relagao ao deslocamento da
massa.
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Figura 2: Oscilador mecénico do tipo Duffing.

O sistema Duffing é descrito pela equacao di-
namica nao linear

Ay(t) + rwiy(t)® = whu(t) (19)
onde
d? d 9
Ay(t) = Zzy(t) + 2w y(t) +wpy(t) - (20)

com entrada u(t) e saida y(t), tendo como pardme-
tros o coeficiente de amortecimento £, a frequéncia
natural w,, e o coeficiente de ndo linearidade cu-
bica k. Para o estudo proposto, a caracterizagao
foi realizada a partir do parametro k, buscando
representar a influéncia deste sobre as proprieda-
des do sistema. Foram estabelecidos os seguintes
valores para os parametros: amortecimento linear
¢ = 0,5 e frequéncia natural w, = 2nf,, com
frn =5 Hz. O parametro & foi considerado dentro
da faixa 0,3 < k < 2,5.

3.1 Identificacao de modelos diagonais

Para fins de identificagao, foram coletadas 1000
amostras dos sinais de entrada e saida gerados na
simulacdo de (19), com uma frequéncia de amos-
tragem F; = 100 Hz.

Apés testar diversas configuragoes (variando
nimero de diagonais e méméria dos filtros),
verificou-se que os melhores ajustes consistiram
de trés filtros diagonais de grau 3, com n = 1.
Para fins de discussao, os filtros receberam nota-
¢ao conforme a Tabela 2.

Tabela 2: Diagonais identificadas

Diagonal Filtro Entrada
1°- Linear hi(t) u(t)
2°- Cubica 1 g3(¢; 0,0) u(t)?

3°- Cibica 2 g3(t; 0,1)  u(t)?u(t — 1)

Importante ressaltar que o mondmio u(t)u(t—
1)? foi eliminado ao longo da identificacio. Além
disso, é interessante mencionar que para n > 1,
todas as identificagoes produziram modelos insta-
veis. Nao ha uma razao ébvia para isso; valores
elevados de n tendem a oferecer mais liberdade
de ajuste, e dado que o amortecimento do sistema
nao é muito elevado (o que exige mais memoria



do modelo para uma representacao adequada do
sistema), supGe-se que seria razodvel a inclusao
de diagonais superiores. Este é um assunto in-
teressante, que deve ser investigado em trabalhos
futuros.

3.2  Andlise e Caracterizacdo das FRFs

A magnitude da resposta em frequéncia de cada
uma das trés diagonais identificadas foram calcu-
ladas, para testar a estratégia de caracterizagao.
Os resultados sdo mostrados nas figuras 3-5, em
fungao tanto da frequéncia como do coeficiente ci-
bico do oscilador.

Frequéncia (Hz)
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Figura 3: Magnitude da diagonal linear

A figura 3 apresenta a magnitude da primeira
diagonal Hj(e’*) em decibéis. Observa-se um
comportamento relativamente constante ao longo
da direcao do parametro em praticamente todas
as frequéncias, sendo isto mais evidente na faixa
acima de 15 Hz. Abaixo deste valor sdo observa-
das algumas variagoes, que podem ser atribuidas
a erros de modelagem devido seu padrao irregular.
A baixa sensibilidade de primeira diagonal em re-
lacdo a variagao do coeficiente ciibico é justificada
pela associacao deste filtro a parte linear do mo-
delo, para a qual existe a expectativa de influéncia
apenas dos coeficientes relativos a termos lineares.

As FRFs da segunda diagonal G3(e’“; 0,0)
estao ilustradas na figura 4, onde evidencia-se uma
tendéncia de aumento da magnitude com o cres-
cimento de k. E interessante observar que em
k = 1,36 ocorre um aumento abrupto na ampli-
tude na regiao de baixas frequéncias (menores que
10 Hz). A segunda diagonal é bastante sensivel a
erros de modelagem, em vista do padrao relativa-
mente irregular da figura. Apesar disso, é possivel
observar um expressivo aumento da banda da di-
agonal a medida que x aumenta.

As caracteristicas da resposta em frequén-
cia da segunda diagonal ctibica, G3(e’“; 0, 1), sdo
ilustradas na figura 5. Neste caso, percebe-se
um padrao bem menos ruidoso, mas explicita-
mente sensivel ao coeficiente ciibico. Observa-
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Figura 4: Resposta em frequéncia da 2° diagonal.

se um aumento gradativo e aproximadamente li-
near da banda a medida que x aumenta. Além
disso, em baixas frequéncias, a diagonal apresenta
0 mesmo aumento abrupto de amplitude préximo
do valor critico kK = 1, 36. E também possivel ver
claramente picos de magnitude proximo a 10 Hz
em praticamente para todos os valores de . Este
também é um comportamento esperado, uma vez
que, o amortecimento e frequéncia natural escolhi-
dos tendem a gerar uma ressonancia em aproxima-
damente 3,5 Hz. Contudo, por ser uma diagonal
cuibica, este ponto precisa ser deslocado para uma
frequéncia trés vezes maior no filtro diagonal, de
modo a produzir o referido maximo no sinal de
saida em uma frequéncia de entrada de 3,5 Hz.
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Figura 5: Resposta em frequéncia da 3° diagonal

Estes resultados e a forma como foram apre-
sentados confirmam a tese de que os filtros dia-
gonais permitem descrever o comportamento do
sistema em termos de propriedades fisicas bem
definidas em relagao ao pardmetro de interesse.
Obviamente a analise tende a ficar mais complexa
quando o sistema exibe um ntmero elevado de di-
agonais; nestes casos, o ideal é incorporar a meto-
dologia algoritmos de inteligéncia computacional
(reconhecimento de padroes ou detecgdo de ca-
racteristicas) para tentar descrever de forma mais



automatica e compacta o comportamento do sis-
tema.

3.3  FEstimacdo de k

Um procedimento importante em analise de siste-
mas ¢é a capacidade de associar aspectos mensura-
veis do sistema a parametros do modelo cuja inter-
pretagao fisica seja clara. Em anélise modal, por
exemplo, pode-se associar a mudanca nas frequén-
cias naturais do modelo (mensurdveis a partir dos
dados) as caracteristicas de rigidez da estrutura,
que por sua vez estd associada a sua integridade
fisica. No caso do oscilador Duffing, torna-se inte-
ressante desenvolver uma forma de estimar o va-
lor de k (isto é, caracterizar a nao linearidade da
mola do oscilador) a partir de aspectos mensurd-
veis, como os filtros diagonais. Notar que uma
tentativa também poderia ser feita usando regres-
sao da equagao do modelo fisico, desde que algum
tipo de filtragem adicional fosse utilizada para tor-
nar viavel a utilizacao de derivadas numéricas de
ordem um e dois. Nestas condigoes, a abordagem
baseada nos filtros diagonais torna-se uma alter-
nativa totalmente baseada em tempo discreto.

Para verificar a viabilidade desta hipétese, a
variancia de cada diagonal foi calculada em rela-
¢ao a variagao de k para cada frequéncia. Para
reduzir o volume de informagao, calculou-se entao
a variancia média ao longo de todas as frequéncias
de trabalho. A tabela 3 resume os resultados para
cada diagonal. Conforme esperado, a segunda di-
agonal ciibica, G3(e’“; 0,1) apresenta a maior va-
ridncia (calculada a partir dos resultados em dB),
sugerindo que seja o melhor conjunto de informa-
¢oOes para recuperar o valor do parametro fisico.
Notar que, apesar do padrao mais irregular, a pri-
meira diagonal cibica apresenta varidncia menor,
mas ainda é mais adequada que a diagonal linear,
que, conforme esperado, apresenta pouca sensibi-
lidade a variagao de k.

Tabela 3: Varidncia média dos filtros diagonais

Diagonal Variancia média
1°- Linear 73,92
2°- Cubica 1 129, 20
3°- Ctbica 2 174,15

Baseado nessa andlise preliminar propoe-se
um procedimento de estimacao de x utilizando a
poténcia média das diagonais (i.e. energia entre
as frequéncias 0 e 50 Hz). A escolha da energia
total no intervalo foi feita por questées de sim-
plicidade, sendo possivel utilizar uma (ou multi-
plas) faixa(s) de menor largura. A figura 6 ilustra
a poténcia dos filtros diagonais em funcao de k.
Notar que o dominio foi dividido em dois interva-
los, 0,3 < k < 1,36 ¢ 1,36 < k < 2,5, devido
a mudanga abrupta do ponto critico k = 1, 36,

que causa problemas de escala nos graficos. No-
tar que as diagonais cibicas nao possuem algu-
mas informacoes registradas para k < 0,4 pois
nesse intervalo o sistema se comporta de maneira
relativamente linear, de modo que o algoritmo de
identificagdo eliminou estas diagonais nessas cir-
cunstancias.

A figura 6 refor¢a a maior parte do que ja foi
dito sobre as diagonais: a FRF linear exibe baixa
sensibilidade a &, inclusive ao cruzar o ponto cri-
tico; a primeira diagonal ciibica exibe uma padrao
bastante irregular, apesar de apresentar tendéncia
de crescimento; ja a segunda diagonal cubica apre-
senta comportamento relativamente linear, sendo
ele mais regular no primeiro intervalo de x do que
no segundo. Isso é relativamente sensato uma
vez que valores elevados de k tornem o sistema
mais complexo, dificultando a representagao por
um modelo Volterra. Importante notar que a es-
cala dos graficos das diagonais ciibicas relativos
ao segundo intervalo é relativamente maior que a
do primeiro, evidenciando o salto de poténcia que
ocorre em k = 1, 36.
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Figura 6: Poténcias da 1°, 2° e 3° diagonal.

A estimacao do parametro fisico k em funcao
das poténcias das diagonais foi testada utilizando-
se interpolacao polinomial simples. Para isso,
considerou-se trés possiveis situagoes: (I) estima-
gao apenas no intervalo 0,3 < xk < 1,36, (II) esti-
magao apenas no intervalo 1,36 < k < 2,5 e (III)
estimacao no intervalo completo, 0,3 < xk < 2,5.
Em cada intervalo, considerou-se ainda trés possi-
bilidades de estimagao: usando apenas a poténcia
da diagonal linear (PD1), usando apenas a potén-
cia da segunda diagonal cibica (PD3) e usando a
poténcia de ambas (PD1 e PD3). Observar que
optou-se por nao usar a primeira diagonal cubica
em fungao da irregularidade percebida na figura
6. A tabela 4 apresenta o indice R? da regressiao
polinomial para estimacao do parametro k.

Observa-se pelo resultado que, apesar da di-
agonal linear apresentar baixa sensibilidade ao
parametro k, é possivel fazer estimativas razod-
veis utilizando-se apenas a informacao proveniente



Tabela 4: Indices R? para estimagao de k.

Intervalos
Varidveis I II 117
PD1 0,86 0,81 0,93
PD3 0,93 0,64 0,93

PDl1ePD3 0,97 0,85 0,95

dela. Isto é sensato quando se considera que mui-
tos métodos de monitoramento e andlise modal
baseados em modelagem linear, mesmo quando a
estrutura nao ¢ linear, sao relativamente bem su-
cedidos quando se sustentam na hipétese de que a
nao linearidade produz mudancas nas frequéncias
naturais (embora isso seja essencialmente reflexo
do algoritmo de identificacao tentar acomodar o
erro de modelagem).

Contudo, observa-se que o uso da informacgao
proveniente da diagonal ctbica produz mudancas
na estimativa de k. Para o intervalo I, o modelo
PD3 produz significativo ganho em relagao a PD1.
No intervalo II hd uma piora, enquanto que para a
situagao 11, nao hé diferenca. Isto é razoavel, con-
siderando a regularidade e incertezas da segunda
diagonal cubica nos respectivos intervalos. Toda-
via, o uso simultdneo da informagao linear e nao
linear produz melhores indices de estimacao em
qualquer situagao, mostrando que a abordagem
proposta atua em carater complementar, melho-
rando a precisao das estimativas.

4 Conclusoes

Os resultados expostos na segao anterior sugerem
que a metodologia proposta é viavel para proble-
mas de caracterizagao de sistemas nao lineares. A
principal contribuicao do trabalho é a sintese de
um procedimento que permite nao apenas carac-
terizar o comportamento do sistema em termos
de suas propriedades invariantes, mas também de
recuperar um parametro com claro significado fi-
sico a partir dessas informacoes em um contexto
de modelagem nao linear.

A metodologia consiste de identificar um mo-
delo Volterra diagonal a partir de dados entrada
e saida e utilizar os filtros estimados como infor-
macao bésica para descrever o comportamento do
sistema. A proposta foi testada com sucesso em
um oscilador Duffing, onde o parametro de inte-
resse é o coeficiente associado a mola nao linear
do equivalente mecanico.

Mostrou-se que as diagonais sao um meio efi-
caz de descrever o comportamento do sistema,
uma vez adequadamente identificadas. Observou-
se que a variacao do coeficiente cibico do mo-
delo produz alteracoes pequenas na resposta em
frequéncia da diagonal linear, o que é sensato do
ponto de vista fisico, mas produz grandes varia-

¢oes de amplitude e largura de banda nas diago-
nais superiores, associadas a nao linearidade cu-
bica do sistema. Em particular, para o sistema
Dulffing especifico deste estudo, destaca-se ainda o
aumento abrupto de energia em baixas frequéncias
que ocorre em k = 1,36, que, apesar de reconhe-
cido, ainda merece investigacao mais profunda.

Foi demonstrado ainda que as poténcias dos
filtros diagonais em um intervalo sensato de
frequéncias podem ser utilizadas como informagcao
béasica para um modelo de regressao polinomial
montado com o objetivo de estimar o valor do co-
eficiente cubico. A principal conclusao é de que a
informacao proveniente do modelo Volterra pode,
de fato, ser utilizada, juntamente com a FRF li-
near convencional, para produzir estimativas mais
precisas do parametro ciibico. Isto é importante
uma vez que o coeficiente estimado possui inter-
pretagao fisica direta, o que pode ser relevante
para problemas de caracterizagao aplicados (moni-
toramento ou diagndstico de faltas, por exemplo).

Este trabalho sugere que a metodologia é via-
vel, mas precisa ser aprofundada. Em especial,
é interessante expandir o método para descrigoes
analiticas e correlagao de parametros com outros
tipos de modelos nao lineares, o que sera investi-
gado em publicagoes futuras.
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