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Abstract— In this paper a novel approach for evolving fuzzy identification of nonlinear multivariable dynamic
systems, is proposed. The adopted methodology is based on state space multivariable Hammerstein models, in
which, the static nonlinearity block is approximated by an evolving Takagi-Sugeno fuzzy inference system and
the linear dynamic block is represented by a state space linear model obtained through a recursive eigensystem
realization algorithm. Computational results from the online identification of a multivariable dynamic system
with a complex combined nonlinearity, which is benchmark widely cited in the literature, illustrate the efficiency
and applicability of the proposed approach.
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Resumo— Neste artigo, uma nova abordagem para identificação fuzzy evolutiva de sistemas dinâmicos mul-
tivariáveis não lineares, é proposta. A metodologia adotada é baseada no modelo de Hammerstein multivariável
no espaço de estados, no qual, o bloco estático não linear é aproximado por um sistema de inferência fuzzy
Takagi-Sugeno e o bloco dinâmico linear é representado por um modelo linear no espaço de estados obtido atra-
vés de um algoritmo recursivo de realização mı́nima de auto-sistema. Resultados computacionais da identificação
online de um sistema dinâmico multivariável com não linearidades combinadas complexas, que é um benchmark
frequentemente citado na literatura, ilustram a eficiência e aplicabilidade da abordagem proposta.

Palavras-chave— Sistemas fuzzy evolutivos, Sistemas de inferência fuzzy Takagi-Sugeno, Modelo de Ham-
merstein, Identificação de Sistemas, Algoritmo de realização de auto-sistema.

1 Introdução

Diversos métodos de identificação de sistemas di-
nâmicos multivariáveis e suas não linearidades são
estudados atualmente (Jafari et al., 2014; Ljung,
1998; Jin et al., 2017; Shang et al., 2016; Wi-
bowo and Saad, 2010; Gomez and Baeyens, 2004).
O modelo de Hammerstein, um t́ıpico modelo de
bloco orientado, consiste em um bloco estático não
linear em cascata com um bloco dinâmico linear
(Jia et al., 2016; Jafari et al., 2014). Este tipo
de modelo tem sido comprovadamente uma ferra-
menta eficiente na modelagem de sistemas dinâ-
micos não lineares biológicos, qúımicos, térmicos
e elétricos (Jalaleddini and Kearney, 2013; Ham-
mar et al., 2015).

Sistemas de inferência fuzzy Takagi-Sugeno
(TS) tem sido largamente aplicados na modela-
gem de muitos sistemas complexos. Em (Júnior
and de Oliveira Serra, 2017), uma nova metodo-
logia de modelagem baseada na evolução de uma
rede neuro-fuzzy Takagi-Sugeno, usada para pre-
ver séries temporais sazonais, é proposta. Em
(Rocha Filho and de Oliveira Serra, 2017) é pro-
posto um algoritmo de identificação online para
modelagem neuro-fuzzy evolutiva baseada em va-
riáveis instrumentais aplicado a sistemas dinâmi-
cos em ambiente ruidoso.

Este artigo apresenta uma nova metodologia
para identificação evolutiva de sistemas dinâmi-
cos não lineares multivariáveis baseado em mo-
delo de Hammerstein no espaço de estados. As
principais contribuições da metodologia proposta
apresentam os seguintes aspectos de interesse:

• Não depende da aplicação de sinais distintos
para estimação da não linearidade estática e
dinâmica linear como em algumas abordagens
da literatura (Jia et al., 2016; Hammar et al.,
2015);

• Um sistema de inferência fuzzy TS evolu-
tivo para estimação online de não linearidades
multivariáveis complexas.

• Identificação recursiva da dinâmica linear a
partir de modelos no espaço de estados de
ordem mı́nima.

2 Formulação: Modelo de Hammerstein
Fuzzy Multivariável no Espaço de

Estados

Nesta Seção, é formulada uma abordagem para
parametrização online do modelo de Hammers-
tein fuzzy multivariável no espaço de estados. O
modelo de Hammerstein multivariável no espaço
de estados com não linearidades combinadas, ilus-
trado na Fig. 1, consiste na conexão em cascata
de dois blocos: o primeiro descreve a caracteŕıs-
tica estática não linear e o segundo descreve a di-
nâmica linear no espaço de estados (Ljung, 1998).

Este tipo de modelo de bloco orientado é for-
mulado como segue:

wk = f (uk) (1)

xk+1 = Axk +Bwk

yk = Cxk +Dwk
(2)



Figura 1: Modelo de Hammerstein multivariável
no espaço de estados.

onde uk ∈ Rm é o vetor de entrada, yk ∈ Rp
é o vetor de sáıda e f (uk) é a função estática
não linear relacionada à entrada do modelo de
Hammerstein. O vetor wk ∈ Rp representa o si-
nal intermediário desconhecido. Os parâmetros
do bloco dinâmico linear no espaço de estados são
descritos pelas matrizes A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m,
C ∈ Rp×n e D ∈ Rp×m e pelo vetor de estados
xk ∈ Rn.

2.1 Parametrização da não Linearidade Estática

Nesta Seção, o sistema de inferência fuzzy Takagi-
Sugeno evolutivo para parametrização online do
bloco estático não linear do modelo de Hammers-
tein no espaço de estados, a partir de dados ex-
perimentais, é formulado. A função estática não
linear f (uk) é aproximada por um sistema de in-
ferência fuzzy TS, onde sua estrutura é dada por:

Ri : SE x̃1,k É Qij|x̃1,k
E...

. . . E x̃l,k É Qij|x̃l,k

ENTÃO w̃i
k = (Ei(I −Gi)−1Hi + F i)uk

(3)
com i = [1, L], onde L é o número de regras,
x̃k = [x̃1,k x̃2,k . . . x̃l,k] ∈ Rl é o vetor que
contém as variáveis lingúısticas do antecedente
para a k-ésima amostra. As matrizes Gi ∈ Rs×s,
Hi ∈ Rs×m, Ei ∈ Rq×s e F i ∈ Rp×m são os pa-
râmetros do i-ésimo modelo linear local do conse-
quente, uk ∈ Rm é o vetor de entrada e w̃i

k ∈ Rp
é o vetor de sáıda do i-ésimo modelo linear local.

A resposta do modelo fuzzy TS consiste em
uma soma ponderada das funções do consequente,
como segue:

wk =
L∑
i=1

γi(x̃k)w̃i
k (4)

com

L∑
i=1

γi(x̃k) = 1 (5)

onde γi(·) é o grau de ativação normalizado para
a i-ésima regra.

2.1.1 Abordagem Evolutiva para Estima-
ção do Antecedente

O algoritmo evolutivo aplicado na estimação das
regras fuzzy é baseado no algoritmo evolutivo
FLEXFIS (Lughofer, 2008). A atualização recur-
siva dos centros dos clusters, para melhor adap-
tação das caracteŕısticas desses clusters aos dados
experimentais, é definida por:

x̃v∗k, novo = x̃v∗k, anterior + ηvk

(
x̃k − x̃v∗k, anterior

)
(6)

onde x̃v∗k, novo, é a posição do cluster vencedor x̃v∗k
(cluster com centro mais próximo da amostra x̃k
no instante k, de acordo com norma Euclidiana)
após a atualização e x̃v∗k, anterior é a posição an-
terior. O termo ηvk corresponde a um ganho de
aprendizagem do cluster vencedor no instante k.
O cálculo recursivo de ηvk é dado por:

ηvk =
ginicial
Svk

(7)

onde Svk é o suporte (número amostras pertencen-
tes ao cluster vencedor x̃v∗k no instante k) e ginicial
é um parâmetro constante equivalente a um ganho
de aprendizagem inicial que depende da caracte-
ŕıstica dos dados. Uma nova regra é criada con-
forme a seguinte condição:

||x̃k − x̃v∗k ||A ≥ ρ (8)

onde A indica norma Euclidiana e ρ é um parâme-
tro de vigilância que gerencia a evolução de novos
clustes. O parâmetro ρ é calculado por:

ρ = fac

√
l√
2

(9)

onde fac é uma constante que geralmente assume
os valores: fac ∈ [0, 1], dependendo das caracte-
ŕısticas dos dados, e l é a dimensão do vetor x̃k. A
zona de influência de cada cluster é definida ba-
seada em um medida de variância dos dados de
cada cluster. A atualização recursiva da variância
é dada por:

σv, novo
k,j =

√
(Sv

k − 1)(σv
k,j)2 + Sv

k(∆x̃v∗
k,j)2 + (x̃v∗

k,j − x̃j)2

Sv
k

(10)
onde j = [1, l], sendo l a dimensão do vetor x̃k,
Svk é o suporte do cluster vencedor no instante
k, ∆x̃v∗k,j é a distância entre a posição anterior do
cluster vencedor e a nova posição, na j-ésima di-
mensão.

2.1.2 Abordagem Recursiva para Estima-
ção do Consequente

A estimação do antecedente baseada em uma
abordagem evolutiva leva a mudanças cont́ınuas



na estrutura do modelo de acordo com a carac-
teŕıstica dos dados disponibilizados a cada ins-
tante. Assim, uma estratégia recursiva de esti-
mação dos parâmetros do consequente, é imple-
mentada. Considerando-se o seguinte sistema ne-
buloso TS no espaço de estados:

Ri : SE x̃k,1 É Qij|x̃k,1
E . . .

. . . E x̃k,l É Qij|x̃k,l

ENTÃO ỹik =

{
zik+1 = Gizik +Hiuk

ỹik = Eizik + F iuk
(11)

onde as matrizes Gi ∈ Rs×s, Hi ∈ Rs×m, Ei ∈
Rp×s e F i ∈ Rp×m são as matrizes do consequente
do sistema nebuloso dado em (3) e zik ∈ Rs é o
vetor de estados de cada submodelo local. A es-
timação recursiva de Gi, Hi, Ei e F i é realizada
por um algoritmo de realização mı́nima no con-
texto fuzzy, que tem como base os parâmetros de
Markov de cada submodelo local. Inserindo-se um
observador de estados no consequente da i-ésima
regra fuzzy, dada em (11) (Juang et al., 1993; Wu
et al., 2015), o submodelo local pode ser reescrito
como:

zik+1 = Ḡizik + H̄ivk
ỹik = Eizik + F ivk

(12)

onde Ḡi = Gi + ΩiEi ,
H̄i = [Hi + ΩiF i,−Ωi] e vik = [ uk ỹik ]T e

Ωi ∈ Rp×m é o ganho do observador do i-ésimo
submodelo linear local. Resolvendo-se (12) em
função das matrizes Ḡi, H̄i, Ei e F i e dos vetores
uk e yk, onde k indica que são usadas amostras
do instante inicial 0 até o instante k, e zi0 = 0,
obtém-se a seguinte relação:

ỹik =
k∑
j=1

Ei(Ḡi)j−1H̄ivik−j + F iuk (13)

Devido à presença do observador de estados,
pode-se obter (Ḡi)qf ≈ 0, com qf grande sufici-
ente. Assim, (13) pode ser reescrita como:

ỹik =
qf∑
j=1

Ȳ ik,jv
i
k−j + F iuk (14)

onde Ȳ ik,j = Ei(Ḡi)j−1H̄i é o j-ésimo parâme-

tro de Markov do observador fuzzy e Ȳ ik,0 = F i.
Reescrevendo-se (14) como uma operação matri-
cial, resulta:

Υ̃i
k = Θi

kΦik (15)

onde Θi
k = [F ik Ȳ ik,1 . . . Ȳ ik,qf ] é o vetor de

parâmetros de Markov do observador fuzzy da i-
ésima regra. A matriz de regressores fuzzy é dada
por:

Φik =

 (φiqf+1)T
√
γi(x̃qf+1)

...

(φiN )T
√
γi(x̃N )

 (16)

com φik = [uTk vTk−1 . . . vTk−qf ]T , e o vetor de
sáıdas fuzzy é dado por:

Υ̃i
k =

 ỹiqf+1

√
γi(x̃qf+1)
...

ỹiN
√
γi(x̃N )

 (17)

onde N é o número de amostras até o instante
k. Aplicando-se uma abordagem de aprendiza-
gem local (Lughofer, 2011) e resolvendo-se (15)
por meio do algoritmo de mı́nimos quadrados pon-
derado batelada, para se gerar a inicialização da
abordagem recursiva, obtém-se:

(Θi
k)T = (Φi(Φi)T )−1(Φi)(Υ̃i

k)T (18)

A estimação recursiva dos parâmetros de Mar-
kov fuzzy, baseada em dados experimentais de
entrada e sáıda, é realizada pela abordagem de
aprendizagem local dos mı́nimos quadrados pon-
derados fuzzy recursivo (Lughofer, 2011), deno-
tado por:

(Θi
k+1)T = (Θi

k)T + (Γk+1)T ((yk+1)T − (φik+1) (Θi
k)T )

(19)

(Γk+1)T =
(P ik)T (φik+1)T

1

γi(x̃k+1)
+ (φik+1)(P ik)T (φik+1)T

(20)

(P ik+1)T = (I − (Γk+1)T (φik+1))(P ik)T (21)

onde P ik é a matriz de covariância. Rearranjando-
se o r-ésimo parâmetro de Markov do observador
da i-ésimo regra fuzzy no instante k (Juang et al.,
1993), obtém-se:

Ȳ ik,r = [Ȳ i,1k,r , −Ȳ
i,2
k,r ] (22)

Os parâmetros de Markov fuzzy são extŕıdos re-
cursivamente usando as seguintes equações (Wu
et al., 2015):

Y ik,0 = Ȳ ik,0 (23)

Y ik,r = Ȳ i,1k,r −
r∑
j=1

Ȳ i,2k,j Y
i
k,r−1, r = [1, qf ] (24)

Y ik,r = −
qf∑
j=1

Ȳ i,2k,j Y
i
k−j , r > qf (25)



onde Y ik,r é o r-ésimo parâmetro de Markov fuzzy
da i-ésima regra no instante k. Uma vez que os
parâmetros de Markov do observador de cada sub-
modelo local são recursivamente estimados, os pa-
râmetros de Markov fuzzy também são computa-
dos nas Eqs. 23,24 e 25. O algoritmo para en-
contrar as matrizes Gi, Hi, Ei F i de ordem mı́-
nima se inicia com a construção da matriz de Han-
kel fuzzy para cada submodelo local (Juang and
Phan, 2001), denotadas por:

Hi
0 =

 Y i1 Y i2 . . . Y iβf

...
...

. . .
...

Y iαf
Y iαf+1 . . . Y iαf+βf−1

 (26)

e

Hi
1 =

 Y i2 Y i3 . . . Y iβf+1

...
...

. . .
...

Y iαf+1 Y iαf+2 . . . Y iαf+βf

 (27)

onde αf e βf são inteiros restringidos pela condi-
ção αfm ≤ βfp, m e p é o número de entradas
e sáıdas, respectivamente. A ordem mı́nima dos
submodelos é definida pelo posto da sua respectiva
matriz de Hankel, ou seja, o número de valores
singulares de Hi

0. O próximo passo para obten-
ção desses parâmetros é aplicar decomposição em
valor singular (SVD) em (26), como segue:

Hi
0 = RiΣi(Si)T (28)

onde Σi =

[
Σis 0
0 0

]
é uma matriz retangular e

Σis = diag
[
δi1, δi2, . . . , δ

i
s

]
é uma matriz diago-

nal composta pelos valores singulares mais signi-
ficativos do i-ésimo submodelo local. As matrizes
Ris e Sis são formadas pelas primeiras s colunas
das matrizes R e S, respectivamente. Assim, a
matriz de Hankel Hi

0 pode ser reescrita como:

Hi
0 = RisΣ

i
s(S

i
s)
T (29)

Os parâmetros dos submodelos locais são ob-
tidos como segue:

Gi = (Σis)
−1/2(Ris)

T (Hi
1)(Sis)(Σ

i
s)
−1/2 (30)

Hi = primeiras s colunas de (Σis)
1/2(Sis)

T

(31)

Ei = primeiras s linhas de (Ris)(Σ
i
s)

1/2 (32)

F i = Y i0 (33)

Finalmente, a aproximação da não linearidade
estática é dada pelo seguinte modelo fuzzy :

wk =
L∑
i=1

γi(x̃k)(Ei(I −Gi)Hi + F i)uk (34)

2.2 Parametrização da Dinâmica Linear

Nesta Seção, o algoritmo de realização mı́nima de
auto-sistema para parametrização online do bloco
dinâmico linear do modelo de Hammerstein, a par-
tir de dados experimentais, é formulado. Uma vez
que a amostra wk do sinal intermediário w é recur-
sivamente obtida, os parâmetros do modelo dinâ-
mico linear podem ser estimados recursivamente.
Considerando-se o modelo apresentado em (2) e
adicionando-se um observador de estados, resulta
em:

xk+1 = Āxk + B̄iwk

yk = Cxk +Dwk
(35)

onde Ā = A+MC , B̄ = [B +MD,−M ] ,
τk = [ wk yk ]T e M ∈ Rp×m a matriz de ga-
nho do observador. A resolução de (35) em termos
das matrizes A, B, C e D, e dos vetores wk e yk,
onde k indica que foram usadas amostras de um
instante inicial 0 até o instante k, e x0 = 0, resul-
tando em:

yk =
k∑
j=1

C(Ā)j−1B̄τk−j +Dwk (36)

A presença do observador de estados leva
(Ā)ql ≈ 0, onde ql é uma constante inteira grande
suficiente. Assim, (36) pode ser reescrita como:

yk =
ql∑
j=1

ψ̄k,jτk−j +Dwk (37)

onde ψ̄k,j = C(Ā)j−1B̄ é o j-ésimo parâmetro de
Markov do observador e ψ̄k,0 = Dk. Escrevendo-
se (14) na forma matricial, obtém-se:

Υk = Ψ̄kWk (38)

onde Υk = [yql+1 . . . yk], Ψ̄k =
[Dk ψ̄k,1 . . . ψ̄k,ql ] é o vetor de parâmetros
de Markov do observador e Wk é a matriz de re-
gressores, denotada por:

Wk =

 wql+1 wql+2 . . . wk−1

...
...

. . .
...

τ1 τ2 . . . τk−ql−1

 (39)

A inicialização da abordagem recursiva é feita
aplicando-se o algoritmo de mı́nimos quadrados,
como segue (Juang et al., 1993):

Ψ̄k = ΥkW
T
k [WkW

T
k ]−1 (40)



A estimação recursiva dos parâmetros de Mar-
kov do observador, por sua vez, é realizada pelos
mı́nimos quadrados recursivos (Wu et al., 2015),
como na sequência:

Z̃ =
πTk+1P̃k

λl + πTk−1P̃kπk+1

(41)

Ψ̄k+1 = Ψ̄k + [yk+1 − Ψ̄kπk+1]Z̃ (42)

P̃k+1 = λ−1
l P̃k[I − πk+1Z̃] (43)

onde Z̃ é um vetor de ganhos, P̃k é a matriz de co-
variância e πk = [wT

k τTk−1 . . . τTk−ql ]
T é o vetor

de regressores. Assim, a partir dos parâmetros de
Markov do observador, os parâmetros de Markov
são extráıdos como segue:

ψk,0 = ψ̄k,0 (44)

ψk,r = ψ̄
(1)
k,r −

r∑
j=1

ψ̄
(2)
k,j ψk,r−1, r = [1, ql] (45)

ψk,r = −
ql∑
j=1

ψ̄
(2)
k,j ψk−j , r > ql (46)

onde ψ̄k,j = [ψ̄
(1)
k,j , ψ̄

(2)
k,j ] e ψk,r é o r-ésimo pa-

râmetro de Markov do sistema dinâmico linear no
k-ésimo instante. As matrizes de Hankel do mo-
delo dinâmico linear são dadas por:

Π0 =

 ψ1 ψ2 . . . ψβl

...
...

. . .
...

ψαl
ψαl+1 . . . ψαl+βl−1

 (47)

Π1 =

 ψ2 ψ3 . . . ψβl+1

...
...

. . .
...

ψαl+1 ψαl+2 . . . ψαl+β

 (48)

onde αl e βl são inteiros definidos por αlm ≤ βlp
(Juang and Phan, 2001). O próximo passo para
a realização mı́nima do sistema dinâmico linear é
aplicando-se SVD na Eq 47, dado por:

Π0 = Λ∆ΞT (49)

onde ∆ =

[
∆n 0
0 0

]
e ∆n ∈ Rn×n é uma matriz

diagonal composta pelos valores singulares mais
significativos de Π0. Assim, (49) é reescrita por:

Π0 = Λn∆nΞTn (50)

onde ∆n ∈ Rn×n é uma matriz diagonal e as ma-
trizes Λn e Ξn são as n primeira colunas de Λ e Ξ,
respectivamente.

Finalmente, as matrizes do modelo dinâmico
linear do bloco linear do modelo de Hammerstein
são recursivamente computadas por:

A = (∆n)−1/2(Λn)T (Π1)(Ξn)(∆n)−1/2 (51)

B = primeiras n colunas de (∆n)1/2(Ξn)T

(52)

C = primeiras n linhas de (Λn)(∆n)1/2 (53)

D = ψ0 (54)

3 Resultados Computacionais

Nesta Seção, para ilustrar a eficiência e a aplica-
bilidade da abordagem proposta, resultados com-
putacionais da identificação online de um sistema
multivariável com não linearidades combinadas
complexas, benchmark frequentemente citados na
literatura, são apresentados. Os critérios de de-
sempenho aplicados para avaliar os modelos ob-
tidos são o erro quadrático médio (Mean Square
Erro - MSE) (Jafari et al., 2014), dado por:

MSEj =
1

NT

NT∑
k=1

(yk,j − ŷk,j)2 (55)

com j = [1, p], onde p é o número de sáıdas, NT
é o número de amostras, yk,j e ŷk,j denotam a
j-ésima sáıda real e estimada, respectivamente, e
Best Fit (FIT), dado por:

FITj =

(
1− ‖yj − ŷj‖
‖yj − yjmean‖

)
× 100% (56)

onde yj e ŷj denota os vetores contendo a j-ésima
sáıda real e estimada, respectivamente, outputs,
yjmeans é o vetor contendo o valor médio de yj e
‖.‖ indica a norma Euclidiana.

O sistema dinâmico multivariável com duas
entras e duas sáıdas, com não linearidades com-
plexas combinadas, aplicado como benchmark em
(Jia et al., 2016), é expresso por:

{
wk,1 = 1.6740uk,1 + 0.8370u

2
k,1 − 0.5816uk,2 − 0.2908u

2
k,2

wk,2 = −0.1410uk,1 + 0.0705u
2
k,1 − 0.1614uk,2 + 0.0807u

2
k,2

(57)

[
yk,1
yk,2

]
=

[
−0.025 −0.100
0.190 −0.050

] [
yk−1,2

yk−1,2

]
+[

1.025 0.100
−0.190 1.050

] [
wk−1,1

wk−1,2

]
(58)



onde uk = [uk,1 uk,2]T é o vetor de entradas,
wk = [wk,1 wk,2]T é o vetor contendo o sinal in-
termediário desconhecido e yk = [yk,1 yk,2]T é o
vetor de sáıdas. Um conjunto de dados com 1000
amostras, cuja entrada é um sinal multi-degrau
aleatório com distribuição uniforme entre [−2, 2],
apresentado na Fig. 2, é aplicado para estimação
do modelo de Hammerstein fuzzy evolutivo multi-
variável. As primeiras 200 amostras são conside-
radas para inicialização da metodologia.
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Figura 2: Dados de identificação. (a) entrada u1;
(b) entrada u2; (c) sáıda y1; (d) sáıda y2.

3.1 Estimação Paramétrica Evolutiva da não Li-
nearidade Estática

Para estimação evolutiva do antecedente, de
acordo com a Seção 2.1.1, os seguintes parâmetros
de projetos são empregados: fac = 0.15 (parâme-
tro que controla a zona de influência de cada clus-
ter evolúıdo), gs = 0.02 (ganho de aprendizagem
inicial que influencia o deslocamento dos centros
dos cluster e é responsável pela convergência dos
submodelos). A evolução do número de cluster
do sistema fuzzy evolutivo durante o treinamento
é mostrado na Fig. 3, onde pode ser visto que o
modelo evolui 12 regras na fase de inicialização e
ao final do treinamento apresenta 18 regras.

A estimação recursiva das matrizes de estado
de cada submodelo do consequente do sistema
de inferência fuzzy evolutivo formulado na Seção
2.1.2 é realizada aplicando-se os seguintes parâ-
metros de projeto: qf = 1 (número de parâmetros
de Markov fuzzy de cada submodelo), αf = 3 (nú-
mero de linhas da matriz de Hankel) e βf = 7 (nú-
mero de colunas da matriz de Hankel). Os valo-

res singulares das matrizes de Hankel H
i|i=1,...,12
0 ,

constrúıdas a partir dos dados de entrada e sáıda,
uk e yk, considerando-se as 200 amostras aplica-
das para inicialização do algoritmo, são apresenta-
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Figura 3: Evolução do número de cluster durante
treinamento.

dos na Fig. 4. A análise desses valores singulares
resulta em submodelos fuzzy no espaço de estados
de ordem mı́nima n = 2. A diagonal principal das
matrizes Gi|i=1,...,18 de cada submodelo fuzzy, es-
timadas recursivamente, são apresentadas na Fig.
5.
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Figura 4: Valores singulares das matrizes de Han-
kel Hi

0|i=1,...,12 para cada regra fuzzy.

3.2 Estimação Paramétrica Recursiva da Dinâ-
mica Linear

Para parametrização da dinâmica linear do mo-
delo de Hammerstein, os seguintes parâmetros de
projeto são empregados: ql = 2 (número de pa-
râmetros de Markov do sistema dinâmico linear),
αl = 25 (número de linhas da matriz de Hankel
do sistema dinâmico linear), βl = 50 (número de
colunas da matriz de Hankel do sistema dinâmico
linear) e λl = 0.98 (fator de esquecimento). Os
valores singulares da matriz de Hankel Π0, cons-
trúıda a partir do sinal intermediário wk e do sinal
de sáıda yk, são ilustrados na Fig. 6. Assim, a or-
dem mı́nima do modelo dinâmico linear no espaço
de estados é n = 4.
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Figura 5: Matriz de parâmetros Gi: (a) elementos
Gi(1,1); (b) elemento Gi(2,2).
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Figura 6: Valores singulares das matrizes de Han-
kel Hi

0|i=1,...,12.

A estimação recursiva das matrizes de parâ-
metros A, B, C e D é ilustrada na Fig. 7.

O conjunto de dados de validação, com 350
amostras, diferente do conjunto de dados apre-
sentados na Fig. 2, aplicado no modelo de Ham-
merstein fuzzy evolutivo multivariável resulta na
Fig. 8. A validação da não linearidade estática é
mostrada na Fig. 9. O MSE e FIT, critérios de
desempenho, considerando-se treinamento e vali-
dação, são mostrados na Tabela 1.

Tabela 1: Análise Comparativa.

Critério Sáıda

Desempenho y?1 y?2 y⊗1 y⊗2
MSE∗ 0, 0377 0, 0015 0, 008 0, 0005
FIT ∗ 92, 34% 90, 18% − −
MSE+ 0, 0602 0, 0021 − −
FIT+ 89, 75% 87, 48% − −

∗Resultados de treinamento.
+Resultados de validação.
?Metodologia proposta.
⊗ Metodologia proposta em (Jia et al., 2016).

4 Conclusões

A abordagem proposta neste artigo se mostrou efi-
ciente na identificação online de sistemas dinâmi-
cos não lineares multivariáveis complexos. O sis-
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(a) A(j,j)|j=1,...,4.
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(c) C(j,j)|i=1,...,2.
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Figura 7: Parâmetros do modelo dinâmico linear:
(a) elementos da matriz A - linha sólida A(1,1),
linha pontilhada A(2,2), linha tracejada A(3,3), li-
nha pontilhada A(4,4); (b) elementos da matriz B
- linha sólida B(1,1), linha pontilhada B(2,2); (c)
elementos da matriz C - linha sólida C(1,1); linha
pontilhada C(2,2); (D) elementos da matriz D -
linha sólida D(1,1); linha pontilhada D(2,2).
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Figura 8: Resultado de validação (a) ŷ1 e (b) ŷ2:
linha sólida - sáıda real e linha tracejada - meto-
dologia proposto.
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Figura 9: Função estática não linear wk = f(uk).
Linha tracejada: sáıda real; linha sólida: metodo-
logia proposta.



tema de inferência fuzzy TS evolutivo foi eficiente
na aproximação online da não linearidade estática
multivariável do tipo combinada. Além disso, o
algoritmo recursivo de realização mı́nima de auto-
sistema foi capaz de representar de forma online o
comportamento dinâmico linear do sistema dinâ-
mico não linear multivariável.
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