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Abstract— Discrete dynamical systems are widely used in a variety of scientific and engineering applications.
This work presents a new algorithm to model these systems using probabilistic finite state automata (PFSA) by
initially finding a PFSA called D-Markov machines and then applying machine learning algorithms and graph
minimization techniques to obtain compact and precise PFSA models.
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Resumo— Sistemas discretos dinamicos sdo amplamente utilizados em uma variedade de aplicacdes cientificas
bem como em engenharia. Este trabalho apresenta um novo algoritmo para a modelagem de sistemas discretos
dindmicos utilizando autématos probabilisticos de estados finitos (PFSA, probabilistic finite state automata),
encontrando inicialmente uma classe especial de PFSA chamada médquina D-Markov e entao aplicando algorit-
mos de aprendizado de méquina e técnica de minimizagdo de autématos para obter modelos PFSA precisos e

compactos.
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simbdlica.
1 Introducao

A andlise de dados empregando séries tempo-
rais simbdlicas encontra aplicagao ampla: codifi-
cacao de dados em teoria da informagao (Shannon,
2001), extracdo de dados em mineracao de dados
supervisionada (Lin et al., 2003), andlise de da-
dos experimentais por séries temporais simbdlicas
(Daw et al., 2003), deteccao de anomalias e recon-
hecimento de padroes (Ray, 2004; Mukherjee and
Ray, 2014a), processos decisérios markovianos em
sistemas dinamicos discretos (Puterman, 2014).
Tal aplicabilidade advém da capacidade dessas sé-
ries em expressar alteracoes nos padroes estatisti-
cos do sistema dinamico subjacente em escala de
tempo lenta (em que o processo apresenta com-
portamento estatistico ndo estaciondrio) quando
confrontados com os padroes em escala de tempo
rapida (comportamento estatistico estacionério).

No contexto apresentado, as variacoes estatis-
ticas do processo subjacente sao despreziveis em
escala de tempo rapida, sendo esta escala adotada
para a aquisicao dos dados de sensores, ou seja,
na suposicao de um comportamento estatistica-
mente estacionario do sistema. Para a aquisigao
da série temporal representativa da dinamica de
um sistema sao necessarios dois passos:

e Quantizagao da série temporal gerada inicial-
mente com valores escalares ou vetoriais, que
é convertida em uma série simbodlica sobre um
alfabeto finito (Lind and Marcus, 1995);

e Geragao de automato finito (PFSA - Proba-
bilistic Finite State Automata) a partir da

série temporal quantizada (Mukherjee and
Ray, 2014a; Chattopadhyay et al., 2011; Ra-
jagopalan and Ray, 2006).

Com relacao a etapa de quantizacao, a perda
de informacao decorrente da conversao de uma se-
quéncia sobre o continuo para uma sobre um alfa-
beto finito requer particular atencao. Esse tema
é abordado em (Graben, 2001), em que a possi-
vel melhoria da relagao sinal-ruido no caso de si-
nais contaminados por ruido é discutida. Além
disso, a quantizacgao propicia comunicacao digital
e computagao numérica mais eficientes e efetivas
quando comparadas a operagoes similares envol-
vendo dados com valores continuos. As vanta-
gens de operar com séries simbolicas sao identifica-
das em diversas aplicages (Ray, 2004; Mukherjee
and Ray, 2014b; Piccardi, 2004; Makki Alamdari
et al., 2015; Li and Ray, 2017).

A segunda etapa, geragdo de automato finito,
tem como esséncia a obtencao de modelos analiti-
cos simples que reflitam com confiabilidade o com-
portamento estatistico de uma sequéncia S asso-
ciada a um sistema dindmico simbdlico. Isso en-
volve dois passos principais: i) escolher uma classe
de modelos capaz de representar o comportamento
do sistema, ii) desenvolver métodos para parame-
trizar o modelo. Desta forma, pode-se usar esta-
tisticas do modelo para analisar o comportamento
do sistema e aplicd-lo para a andlise de desem-
penho (Moreira et al., 2017), detecgdo de anoma-
lias (Ray, 2004; Mukherjee and Ray, 2014a).

Automatos probabilisticos de estados finitos
(PFSA, probabilistic finite state autornata) cons-



tituem modelos eficientes para representar mate-
maticamente a estrutura de sistemas dinamicos.
Estes modelos sao simples de construir e permi-
tem uma implementagao computacional eficiente.
Um algoritmo importante para a construgao de
um PFSA é a maquina D-Markov (Ray, 2004),
um processo Markoviano de ordem finita D, que
considera todas as sequéncias de comprimento D
sobre um dado alfabeto para formar seus estados.
A medida que D aumenta, a maquina D-Markov
se torna capaz de reproduzir o comportamento do
sistema de forma mais precisa ao custo de um cres-
cimento exponencial do nimero de estados.

Neste trabalho, foi desenvolvido um algoritmo
para a construgao de um PFSA a partir das esta-
tisticas de uma sequéncia simbélica observada S
de um certo sistema dinamico discreto. Este é
chamado de D-Markov com Clusterizagao e Mi-
nimizacéo de Grafos (DCGraM) e utiliza o algo-
ritmo de clusterizagdo K-Means (MacKay, 2003)
e técnica de minimizacao de grafos (Berstel et al.,
2010) da Teoria de Autématos (como por exem-
plo, o algoritmo de Moore ou Hopcroft) para obter
modelos de PFSA precisos e compactos. O algo-
ritmo proposto é estruturado de acordo com as
seguintes etapas:

e Construcao de uma méquina de D-Markov
para um certo valor D.

e Clusterizacao de estados com caracteristicas
similares, criando uma particao inicial P de
estados.

e Aplicacdo de um algoritmo de minimizagéao de
grafos, refinando a particao inicial por quebra
de estados a fim de melhorar a exatidao do
modelo.

E apresentado um exemplo em que o
DCGraM gera um modelo de PFSA com sub-
stancialmente menos estados que as maquinas D-
Markov originais com precisao similar. Variando
o parametro D e o numero de clusters iniciais
estabelece-se um compromisso entre nimero de
estados e precisao.

O restante deste trabalho esta organizado em
quatro segbes. A Se¢do 2 revisa conceitos so-
bre PFSA e algoritmos de clusterizagao e minimi-
zacao de grafos. A Secao 3 apresenta o algoritmo
DCGraM. O algoritmo é exemplificado na Secao 4,
em que se compara seu desempenho e o nimero
de estados obtidos em relagao aos resultados ob-
tidos com as maquinas D-Markov. Por tltimo,
as conclusoes deste trabalho sao apresentadas na
Secao 5.

2 Preliminares

Esta segdo fornece uma introdugao a grafos (Lind
and Marcus, 1995), PFSA (Mukherjee and Ray,

2014a), clusterizagdo (MacKay, 2003) que é rela-
vante para o entendimento do algoritmo proposto.
Uma sequéncia finita u de simbolos de um alfabeto
Y. é chamada uma palavra e seu comprimento é
denotado por |u|. A palavra vazia € é uma se-
quéncia de tamanho 0, tal que ue = eu = . O
conjunto de todas as possiveis palavras de com-
primento n sobre X é X" e o conjunto de todas
as sequéncias sobre Y com todos os comprimen-
tos possiveis, incluindo a sequéncia vazia €, é X*.
Neste trabalho, por simplicidade de notacao, de-
notamos por grafo um grafo direcional rotulado,
conforme a Definigao 1.

Defini¢ao 1 (Grafo) Um grafo G sobre o alfa-
beto X consiste em uma tripla (Q,%,0):

e Q) ¢ um conjunto finito de estados com cardi-
nalidade |Q|;

e X ¢ um alfabeto finito com cardinalidade |X|;

e ) ¢ uma funcao de transi¢cdo de estados tal
que Q@ X X — Q.

E possivel estender a definicao da funcao de
transicdo para que esta aceite também palavras,
e nao apenas simbolos. Dada w € X", em que
W = 0102...0, COM 0, € X, param =1,...,n,
e dados os estados qg, q1,...,qn € @, definimos a
fungao 6*(qo,w) = qn se 6(qo,01) = q1,6(q1,02) =
42, - 50(qn-1,0n) = qn. Se Jw € I* tal que para
dois estados ¢1,q2 € Q, 0*(q1,w) = go, é dito en-
tao que existe um caminho entre ¢; e g2 e que w
é gerado por ¢;. Um grafo é irredutivel se para
qualquer ¢, g2 € @ existe um caminho que co-
mece em ¢ e termine em ¢go. Um estado ¢ € @
é dito sem aresta incidente se nenhuma aresta co-
mega em ¢ ou nenhuma aresta termina em g. Um
grafo é dito essencial se nao existem estados sem
arestas incidentes.

Defini¢ao 2 (Contexto a direita) O contexto
a direita de um estado q € @ de um grafo G é defi-
nido como o conjunto de todas as palavras geradas
por caminho que comegam no estado q e terminam
em algum estado de Q.

F(q) = {w e X*|6"(q,w) € Q}.

Um grafo é chamado de reduzido se os contextos
a direita de cada estado sao distintos. Dado um
grafo original, existem dois algoritmos para ge-
rar um grafo reduzido: Moore e Hopcroft (Berstel
et al., 2010). Se o grafo original é irredutivel, o
grafo reduzido é inico com menor nimero de esta-
dos e é denominado de grafo minimo.

Definicao 3 (PFSA) Um PFSA ¢é um par
(G, ) no qual G é um grafo e m é uma atribuicdo
de probabilidade m : Q x ¥ — [0,1] que satisfaz

> 7(q,0) =1, para todo q € Q.
o€Y



Consideramos na Definigdo 3 que todos os esta-
dos de @) sdo estados iniciais e finais tal que
um PFSA é uma énupla (Q,%,§,7). Dado um
estado ¢ € @, a distribuicao de probabilidade
V(q) = {m(q,0);Vo € X} associada com ¢ é cha-
mada de morph deste estado.

2.1 Madquinas D-Markov

A méquina D-Markov (Mukherjee and Ray,
2014a) é um PFSA que gera simbolos que depen-
dem apenas de D simbolos passados. Esta gera
um processo Markoviano {s,} de ordem D

Pr(sp|..-Sn—p .. Sn-1) = Pr(sp|Sn—p ... Sn-1),

em que Pr(-) é uma mediada de probabilidade.
Para construir uma méquina D-Markov, [2|P
estados sao criados gerando o conjunto ) em que
cada estado corresponde a uma sequéncia de com-
primento D sobre um alfabeto 3. Para cada 7 €
Y, existe uma transicao de estados rotulado com
o simbolo 7 a partir do estado ¢ = g105...0p,
o; € X, para o estado ¢ = o0o...0pT, isto é
0(q,7) = ¢', com probabilidade

mlar) = . (1)

desde que Pr(g7) > 0, em que g7 corresponde a se-
quéncia que rotula o estado ¢ seguida do simbolo
7. Apo6s a remogao de estados sem aresta inci-
dente, uma maquina D-Markov essencial é gerada
com menos de |X|P estados.

2.2  Clusterizacao

Uma classe de técnicas de aprendizagem de ma-
quina nao supervisionada que sao empregadas
para particionar um conjunto de M objetos em
K subconjuntos, denominados por clusters, com
elementos munidos de algum tipo de similaridade,
é denominada de clusterizagdo (MacKay, 2003;
Goodfellow et al., 2016). H& vérias aplicagoes
para as diversas técnicas de clusterizagao. Neste
artigo, foi aplicado o algoritmo K-Means para de-
finir uma particao inicial de estados do D-Markov
com morphs similares.

O algoritmo K-Means, também chamado de
algoritmo de Lloyd, tem por objetivo particionar
um conjunto de M objetos ou pontos dispostos em
um espago de dimensao I em K clusters. Cada
um dos K clusters é representado por um vetor
m) denominado centroide do cluster. Os pontos
sao representados por x| com n = 1,..., M.
Os centroides dos clusters m) sio inicializados
em pontos de R! e os objetos mais préximos de
cada centroide sao agrupados entorno deste. Em
seguida, o valor do centroide é modificado para o
valor médio dos objetos recém agrupados em seu
entorno. Esse processo é repetido até os centroides
nao serem modificados apés uma nova iteragao, o

que indica que os centroides do conjunto final de
clusters foi obtido.

Neste trabalho, os morphs de cada estado sao
empregados para construir postos em um espago
de dimensao |X|, (7(q,01),7(q,02), ..., T(q,015))-
Como os morphs correspondem a distribuigoes de
probabilidades e, portanto, satisfazem a expressao
YoexPr(olg) =1,V q € Q, os objetos de entrada
do algoritmo estao definidos em um subespago de
dimensao |X|—1. Portanto, como é apresentado na
Secao 4, podemos representar no plano o resultado
do algoritmo K-Means aplicado sobre o conjunto
de estados de um grafo com alfabeto ternario.

3 O Algoritmo DCGraM

O modelamento de sistemas dindmicos usando
maquinas D-Markov geralmente fornece bons re-
sultados & medida que o valor de D cresce, a custa
de um crescimento exponencial no niimero de esta-
dos. O algoritmo DCGraM utiliza técnicas de
clusterizacao e minimizagao de grafos para reduzir
o tamanho do PFSA final. O algoritmo completo
possui 3 passos principais (Algoritmo 1).

1. Criagdo de uma mdaquina D-Markov: o
DCGraM comega com a criagao de uma méa-
quina D-Markov essencial (Gp,7p) para um
parametro fixo D, tendo como entrada uma
sequéncia S gerada por um sistema dinamico
discreto.

2. Clusterizagao de estados: o algoritmo K-
Means com o parametro K é aplicado em
V(Q), o conjunto de morphs de todos os esta-
dos de @, agrupando aqueles com morphs si-
milares.

3. Aplicagao do algoritmo de minimizacao de
grafos: o passo final é a aplicaggo de um
algoritmo de minimizagao de grafos (Moore
ou Hopcroft) com uma partigao inicial P, ge-
rando um grafo reduzido com um comporta-
mento estatistico semelhante ao da maquina
D-Markov gerada a partir do sistema origi-
nal.

Como os estados s@o agrupados apenas de
acordo com os seus morphs, estados no mesmo
cluster tém a mesma probabilidade de gerar sim-
bolos, entretanto a probabilidade destes estados
gerar sequéncias de simbolos pode diferir. Este
é o critério usado pelo algoritmo de minimizagao
para dividir estes clusters e gerar novas partigoes
de estados. Na particao final, G,, os estados na
mesma classe de equivaléncia tém contextos a di-
reita similares.

Os estados do grafo final sao as classes de
equivaléncia G, e a func@o de probabilidade de
transigao é determinada calculando-se a média dos
morphs dos estados em cada classe de equivaléncia
G,. O PFSA (G,,,) é a saida do algoritmo.



Table 1: Algoritmo DCGraM(S, D, K)

1: procedure DCGRAM

2: ## Passo 1: Criar Maquina D-

Markov

3: (Gp,mp) < dmarkov(S,D)

: #+# Passo 2: Agrupar estados via
clusterizagao

P <+ kmeans(K,Q,V(Q))
## Passo 3: Aplicar algoritmo de
minimizagao de grafos
G, < graphMinimization(Gp, P)
To — averageMorphs(G,)
9: return (G,,7,)
10: end procedure

4 Resultados

Nesta segao, a eficiéncia dos algoritmos D-Markov
e DCGraM para a construcao do PFSA é verifi-
cada para o sistema dindmico construido a partir
de um mapa cadtico. Primeiramente, gera-se uma
érbita de um mapa logistico de tamanho N = 107
e em seguida esta sequéncia é discretizada com um
alfabeto terndrio, formando uma sequéncia S de
mesmo tamanho. Entao, sao calculadas as pro-
babilidades de subsequéncias de S para criar ma-
quinas D-Markov para diversos valores de D. Os
valores de K usados no algoritmo de clusteriza-
¢ao sao obtidos empiricamente visando obter os
melhores resultados. Para cada valor de D, a mé-
quina D-Markov (Gp,mp) é salva e sua confiabi-
lidade é avaliada com os quantificadores definidos
a seguir.

4.1  Quantificadores de Desempenho

Esta subsecao apresenta dois quantificadores uti-
lizados na comparagao de desempenho dos PFSA
gerados pelos algoritmos: a taxa de entropia e
a divergéncia de Kullback-Leibler. A divergéncia
compara as probabilidades de sequéncias geradas
pelos PFSA com aquelas do sistema original.

4.1.1 Taxa de entropia

Seja { X} }72 ; um processo aleatério discreto sobre
um alfabeto ¥. Sua taxa de entropia é (Cover and
Thomas, 2012)

h £ lim H(Xk‘XlXQ N Xk—l)
k— o0

_ klirgo gk Pr(z)log Pr(zg|zi2za. .. 21—1).  (2)

Para um processo estacionario, a entropia condi-
cional H(Xy|X; ... Xk—1) ndo aumenta com k e h
converge a medida que k tende a infinito (Cover
and Thomas, 2012). A taxa de entropia para um

PFSA estaciondrio é determinada por (Cover and
Thomas, 2012)

b= ny Y wlg.0)log(g,0).

qeQ oceX

em que /14 ¢ a probabilidade estaciondria do estado
q € Q. Uma vez que nao é vidvel calcular (2) para
o sistema original, a entropia condicional de ordem
{ é adotada neste trabalho

he & H(Xo| X1 X2 .. Xo1). (3)

Esta entropia mede a incerteza da varidvel X,
dada as ¢ — 1 varidveis passadas.

4.1.2 Divergéncia de Kullback-Leibler

Considere duas sequéncias S e S; sobre um al-
fabeto ¥ geradas pelo sistema original e por um
PFSA, respectivamente. Seja w € ¢ uma pala-
vra de comprimento ¢ e P(w) e P;(w) as proba-
bilidades de w existir em S e Sy, respectivamente.
Para um dado ¢, a divergéncia de Kullback-Leibler
de ordem ¢ é definida por

D=y P(w)log ( Plw) ) (4)

wext Py (OJ)

Apesar de ndo ser tecnicamente uma medida de
distancia, ja que nao obedece a desigualdade tri-
angular e nao é necessariamente comutativa, a di-
vergéncia de Kullback-Leibler mede quao préxi-
mas duas distribuicoes sao entre si. Uma pequena
divergéncia indica que a sequéncia gerada pelo
PFSA é estatisticamente préxima a sequéncia ori-
ginal. Na Sec¢do 4.2 aplicaremos o DCGraM e o
D-Markov para a quantizagao do mapa logistico
proposta em (Mukherjee and Ray, 2014b), em que
adotamos ¢ = 10, uma vez que a taxa de entropia
em (3) permanece inalterada a partir desse valor.

4.2 Aplicacio

O mapa logistico é um sistema dinamico represen-
tado pela equacdo de diferengas (Strogatz, 2001)

Tpi1 = rap(l —ay), for k=0,1,2,... (5)

em que r; € R e r é um pardmetro de controle.
Este sistema apresenta um comportamento caé-
tico para diversos valores de r (Strogatz, 2001).
A sequéncia discreta é gerada a partir de (5) com
uma condi¢ao inicial ¢ para r = 3,75, e é quan-
tizada em trés niveis: os valores de x; < 0,67 séo
sao mapeados no simbolo 0; quando 0,67 < xp <
0,79 mapeia-se no simbolo 1 e para z > 0,79
mapeia-se no simbolo 2. Um trecho dessa sequén-
cia ternaria e seus niveis de quantizagao sao mos-
trados na Figura 1.

A Figura 2 ilustra os possiveis morphs de uma
méquina D-Markov (com D = 6) e o resultado da



Mapa Logistico(x,)

0
Iteracdo n

Figura 1: Niveis de quantizacao e amostras da
sequéncia gerada pelo mapa logistico para zo =
0,5er=3,75.

clusterizacdo com K = 5. Nesta figura, é mos-
trado apenas a probabilidade do simbolo 0 versus
a probabilidade do simbolo 1, uma vez que a pro-
babilidade de simbolo 2 é determinada a partir
destas probabilidades. O resultado do algoritmo
de clusterizagao é indicado pelos centréides (mar-
cas +) e os cinco grupos de estados estao indicados
com marcadores distintos. Foram comparados va-
lores da entropia condicional hyy (Figura 3) e da
divergéncia de Kullback-Leibler D1 (Figura 4)
para valores de D entre 4 ¢ 9 e K = 5. Cada
marca em uma curva corresponde a um valor de
D comegando com D = 4 na parte superior direita
da figura. Na Figura 3, a curva horizontal corres-
ponde a entropia hiy = 0,47 obtida da sequéncia
original. O valor de K =5 foi escolhido uma vez
que o aumento deste valor nao acarreta uma me-
lhoria dos quantificadores considerados.

0.8

0.6 1

o

P(0)
(1]

0.4 1

0.2 [ ]

00 4 s
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
P(1)

Figura 2: Morphs da maquina D-Markov (D = 6)
para o mapa logistico com K = 5.

E possivel concluir que o algoritmo proposto
DCGraM gera uma PFSA com a mesma entro-
pia h1g = 0,47 do sistema original com 28 estados
(D = 8) enquanto a méquina D-Markov tem 104
estados para o mesmo valor de D. Portanto o
PFSA obtida com o algoritmo proposto é subs-
tancialmente mais compacto que a obtida com a
maquina D-Markov. Um PFSA com menos esta-
dos é obtido com um valor de D menor, embora

com menor precisao. Uma comparac¢ao do niimero
de estados obtidos pelo DCGraM e maquina D-
markov é indicada na Tabela 2 para cada valor
de D, juntamente com a redugao percentual no
nimero de estados.

Para a divergéncia de Kullback-Leibler (Fi-
gura 4), as curvas comportam-se de forma seme-
lhante, com o valor da divergéncia tendendo a
zero com o aumento da memoéria da maquina
(D1p = 0,003 para D = 8 ¢ K = 5). Observa-
se uma saturacao dos valores dos quantificadores
para D > 8.

Entropia condicional para o Mapa Logistico

0.60 —a&— D-Markov, Dde 4 a9

—— Sequéncia original
0.58 —&— DCGram,Dde4a9, K=5

0.56 1

0.54 4

o

0.52 1

0.50 1

0.48

Numero de estados

Figura 3: Entropia condicional hjy para a ma-
quina D-Markov e DCGraM para diversos valores
de De K =5.

Divergéncia de Kullback-Leibler para o Mapa Logistico

—&— D-Markov, Dde 4 a9
—&— DCGram, D de 4a9, K=5

0.4 4

0.3 1

Do

0.2

0.1+

0.0

Numero de estados

Figura 4: Divergéncia de Kullback-Leibler Dq
para maquina D-Markov e DCGraM para diversos
valores de D e K = 5.

Tabela 2: Comparagao do nimero de estados ob-
tido pelos algoritmos DCGraM e D-Markov para
cada valor de D.

D | DCGraM | D-Markov | Reducao (%)
138 21 61.9
5 | 12 31 61,3
6 | 20 45 95,6
7 128 68 58,9
8 | 28 104 73,1




5 Conclusoes

O algoritmo DCGraM para geracao de um FPSA
foi proposto neste trabalho e envolve duas eta-
pas de pos-processamento de uma maquina D-
Markov. A primeira etapa consiste de clusteri-
zagdo de estados, formando-se assim um FPSA
com K estados. Em seguida, um algoritmo efici-
ente de divisao de estados (Moore) usado em mi-
nimizacao de automatos é empregado para se ob-
ter um PFSA mais preciso. Usando como estudo
de caso uma sequéncia discreta obtida a partir de
um mapa cadtico, observou-se que o PFSA obtido
com o DCGraM é mais compacto que a méquina
D-Markov para a mesma precisao. Um trabalho
em andamento consiste em testar o DCGraM para
outras classes de sistemas dindmicos bem como in-
vestigar o uso de outras técnicas de clusterizagao.

Referéncias

Berstel, J., Boasson, L., Carton, O. and Fagnot,
I. (2010). Minimization of automata, ar-
Xw:1010.5318 .

Chattopadhyay, 1., Wen, Y., Ray, A. and Phoha,
S. (2011). Unsupervised inductive learning
in symbolic sequences via recursive identifica-
tion of self-similar semantics, American Con-
trol Conference .

Cover, T. M. and Thomas, J. A. (2012). Elements
of information theory, John Wiley & Sons.

Daw, C. S., Finney, C. E. A. and Tracy, E. R.
(2003). A review of symbolic analysis of ex-
perimental data, Review of Scientific Instru-
ments 74(2): 915-930.

Goodfellow, 1., Bengio, Y. and Courville, A.
(2016). Deep Learning, Adaptive computa-
tion and machine learning, MIT Press.

Graben, P. b. (2001). Estimating and improving
the signal-to-noise ratio of time series by sym-
bolic dynamics, Phys. Rev. FE 64: 051104.

Li, Y. and Ray, A. (2017). Unsupervised symbo-
lization of signal time series for extraction of
the embedded information, Entropy 19(4).

Lin, J., J. Keogh, E., Lonardi, S. and Chiu, B.
(2003). A symbolic representation of time
series, with implications for streaming algo-
rithms.

Lind, D. and Marcus, B. (1995). An Introduction
To Symbolic Dynamics and Codings, Cam-
bridge University Press.

MacKay, D. J. (2003). Information theory, in-
ference and learning algorithms, Cambridge
university press.

Makki Alamdari, M., Samali, B. and Li, J. (2015).
Damage localization based on symbolic time
series analysis, Structural Control and Health
Monitoring 22(2): 374-393.

Moreira, 1., Pimentel, C., Barros, F. P. and Cha-
ves, D. P. B. (2017). Modeling fading chan-
nels with binary erasure finite-state markov

channels, IFEFE Transactions on Vehicular
Technology 66(5): 4429-4434.

Mukherjee, K. and Ray, A. (2014a). State splitting
and merging in probabilistic finite state auto-
mata for signal representation and analysis,
Signal Processing 104: 105-119.

Mukherjee, K. and Ray, A. (2014b). State
splitting and merging in probabilistic finite
state automata for signal representation and
analysis, Signal Processing 104: 105 — 119.

Piccardi, C. (2004). On the control of chao-
tic systems via symbolic time series analysis,
Chaos: An Interdisciplinary Journal of Non-
linear Science 14(4): 1026-1034.

Puterman, M. (2014). Markov Decision Proces-
ses: Discrete Stochastic Dynamic Program-
ming, Wiley Series in Probability and Statis-
tics, Wiley.

Rajagopalan, V. and Ray, A. (2006). Symbolic
time series analysis via wavelet-based parti-
tioning, Signal Processing 86(11): 3309-3320.

Ray, A. (2004). Symbolic dynamic analysis of
complex systems for anomaly detection, Sig-
nal Processing 84(7): 1115-1130.

Shannon, C. E. (2001). A mathematical theory of
communication, SIGMOBILE Mob. Comput.
Commun. Rev. 5(1): 3-55.

Strogatz, S. (2001). Nonlinear dynamics and
chaos: With applications to physics, biology,
chemistry and engineering.



