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Abstract— In this paper, an evolving fuzzy methodology for the identification of nonlinear systems is pro-
posed. The obtained evolving model is capable of automatically adjust its structure according to the data flow.
In addition, the minimum realization of consequent part of the fuzzy rule ensures the simplicity of the obtained
model. To demonstrate the applicability of the evolving fuzzy methodology for recursive state space identifica-
tion, it was proposed the estimation of the trajectory of a rocket used for training. The results obtained were
encouraging and demonstrated the applicability of the proposed methodology in applications with a high level
of complexity.
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Resumo— Neste trabalho, uma metodologia nebulosa evolutiva para a identificagdo de sistemas nao-lineares é
proposta. O modelo evolutivo obtido é capaz de alterar sua estrutura de maneira autéonoma de acordo com o fluxo
de dados. Além disso, a realizacgdo minima dos submodelos do consequente das regras garante a simplicidade do
modelo obtido. Para demonstrar a aplicabilidade da metodologia nebulosa evolutiva para identificagdo recursiva
no espago de estados, foi proposta a estimagao da trajetéria de um foguete utilizado para treinamento. Os
resultados obtidos foram animadores e demonstraram a aplicabilidade da metodologia proposta em aplicacbes

que necessitam de alto desempenho.

Palavras-chave—
Espago de Estados.

1 Introducao

Devido ao grande avango tecnoldgico das ultimas
décadas, os sistemas dindmicos presentes nos mais
diversos tipos de industrias tem se tornado cada
vez mais complexos. Assim, torna-se um desafio
para os pesquisadores da area o desenvolvimento
de técnicas de identificagao de sistemas dinamicos
que permitam a obtencao de modelos que sejam
capazes de representar as mais diversas caracte-
risticas presentes no processo, entre elas podemos
destacar: nao linearidade, variacao temporal dos
parametros do processo, incertezas, entre tantas
outras (Fu and Li, 2013).

Desde a proposta inicial do modelo nebuloso
Takagi-Sugeno (TS) até os dias atuais, este tipo
de modelo tem sido bastante utilizado na mo-
delagem de sistemas altamente complexos (Tan
et al., 2018). Em (Salgado et al., 2017), é proposto
um algoritmo de agrupamento nebuloso hibrido
para a obtencao de modelos nebuloso Takagi-
Sugeno. O principal objetivo desta abordagem é
trabalhar com séries temporais com caracteristicas
variantes no tempo. Em (Rotondo et al., 2015), é
apresentado um estudo das analogias e conexoes
entre modelos lineares variantes no tempo (LPV)
e modelos nebulosos Takagi-Sugeno; e sao propos-
tas duas metodologias para a geracao automatica
de tais modelos.

A idéia de se desenvolver sistemas autoéno-
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mos, capazes de alterar sua estrutura de ma-
neira independente, teve origem com alguns tra-
balhos aplicados ao projeto de redes neurais arti-
ficiais (Kohonen, 1998). Sistemas nebulosos evo-
lutivos foram desenvolvidos para suprir uma de-
manda de modelos flexiveis, adaptativos e inter-
pretaveis. Entre as diversas aplicacoes dos mo-
delos nebulosos evolutivos, podem ser destacados
os trabalhos que desenvolvem metodologias evo-
lutivas para a modelagem de sistemas dinamicos
complexos (Sa’ad et al., 2018).

Neste trabalho uma nova metodologia para
obtencao evolutiva de modelos nebulosos TS a
partir de dados experimentais, é proposta. A me-
todologia proposta sera aplicada na predigao da
trajetéria de um foguete de treinamento.

2 Metodologia Nebulosa Evolutiva para
Identificagao no Espago de Estados:
Formulagao

Neste trabalho o modelo nebuloso Takagi-Sugeno
(TS) apresenta a i-ésima regra, dada por:
R': SE (z, ~ z) ENTAO (1)

Xk+1|i = Aixk|i + Biuk
yi|t = Cix|" + Diuy,

onde ¢ = 1,2,--- L é o numero de regras, z; =



[z,i z,% z’k’} sao as varidveis do antecedente,
= [zi* Zb z;*} ¢ o ponto focal da i-ésima
regra, A® € R™*" B! € R™X7 C! € RIX" e
D! € R sio os parametros do modelo linear
local para cada regra, xi|" = [ac,lg x% mZ] €
R™ é o vetor de estados do i-ésimo modelo li-
near local, yi|" = [y} v} yl] € R 60
vetor de saida do i-ésimo modelo linear local e
w, = [u} u} up] € R" é o vetor de en-
trada.

O grau de pertinéncia de uma dada amostra
para a i-ésima regra é dado por uma gaussiana

centrada no pronto focal da regra, dada por:

(e -=i?
N A 2(c%)2
wi(z,) =e g (2)
onde o; € a variancia da j-ésima varidvel de en-
trada para a i-ésima regra.

O grau de ativagao normalizado da i-ésima re-
gra, é formulado como:

A saida do modelo nebuloso TS, é dada por:

R )
Tr1 = 32 7' (Zk) Xt |
R A (4)
Oe =2 7' (z)ynl'

i=1

2.1 Estimacao dos Parametros do Antecedente:
Abordagem Evolutiva

O algoritmo usado para estimar as regras nebulo-
sas emprega o conceito de estimacao recursiva de
densidade (RDE no inglés recursive density esti-
mation). A densidade de uma amostra zy, é dada
por:
1
D(zy) = E (5)
1+ﬁ 37 |z — 24 ]?
i=1

Recursivamente, a equagao (5) pode ser for-
mulada, como:

k—1
Dk(zk) - p+aq N 2
(k1) (z (z;) +1> be — Ag
i=1
(6)
pt+a . .
onde Ay = 23 zlcl, Di(z1) = 1,b = br—1 +
i=1
p+q

N 2 . . o
> () b1 =0.ch =+ 2. = 0.
j=
A densidade D(z;) indica a capacidade de ge-
neralizagao e representagao de uma amostra. A

condicao usada para selecionar uma amostra como

um novo ponto focal, chamada Condicao A, é
dada por (Angelov, 2013):

Dy (zy) > rilLalx Dyz™ or Dy(z) < mli? Dz
= =
(7)
Quando zj é selecionada para ser um novo ponto
focal, sua densidade precisa ser atualizada a cada
nova amostra. Esta tarefa é realizada, recursiva-
mente, como mostrado a seguir:

. t—1
Dk Zl* =
(=) t=1+ (=2 (e — D+
(8)
p+q 2
onde Uy = > (21,5 — Z(k—l),j) :
Jj=1

Para evitar redundancia das regras e con-
trolar o grau de sobreposi¢ao, a condigao B é
usada (Angelov and Kordon, 2010):

SE 1l () > e,i=[1,L—1],j =[1,p] (9
ENTAOL=L-1

De acordo com a equagao (9) quando uma nova
regra é criada todas as regras pré-existente com
grau de pertinencia acima de um certo limiar € sao
substituidas pela nova regra, evitando que regras
redundantes coexistam.

De modo a garantir que apenas regras com al-
guma contribuicao sejam mantidas, minimizando
o efeito de pertubagoes, uma condicao para eli-
minar as regras com baixa qualidade, é utilizada,
como segue (Angelov and Kordon, 2010):

SEU; <n ENTAOL=L—-1 (10
com 7 € [0.01,0.3], e

ko

2.

U= (11)

onde i = [1, L] e I* é o instante que a i-ésima regra

foi criada. A utilidade da regra U} mensura o va-

lor médio do grau de ativagao de uma dada regra,

para o instante no qual a regra foi criada até o ins-

tante atual (Maciel et al., 2017). Logo, uma regra

com baixa utilidade nao estd contribuindo com a

saida, do modelo nebuloso; por esse motivo, a eli-

minagao de tal regra nao impactaria a qualidade

do modelo obtido.

A variancia cré-, também conhecida como zone

de influéncia da regra, é atualizada, recursiva-
mente, como segue (Angelov, 2013):

i i 2 1 J i%)2
ot =1/¢ <a(k_1)7j) +(1- C)S—Ilc(zlC —2)



onde ¢ é uma contante de aprendizado e S}, é o ni-
mero de amostras associadas com a i-ésima regra
no k-ésimo instante de tempo.

2.2 FEstimacdo dos Parametros do Consequente:
Abordagem Recursiva

O algoritmo evolutivo apresentado na se¢ao an-
terior é capaz de alterar a estrutura, o ndmero
e os parametros das regras nebulosas, de acordo
com o fluxo de dados. Nesta secdo, é proposta
uma nova metodologia para a estimagao recursiva
dos parametros do consequente do modelo Ne-
buloso, chamada de Algoritmo de Realizagdo de
Auto-Sistema Nebuloso (F-ERA no inglés Fuzzy
Eigensystem Realization Algorithm), que utiliza
os parametros de Markov para a estimacao do
modelo local linear no espago de estados para a
i-ésima regra.

2.2.1 Algoritmo de Realizagao de Auto-
Sistema Nebuloso (F-ERA)

O Algoritmo de Realizagdo de Auto-Sistema Ne-
buloso (F-ERA) proposto neste trabalho, utiliza
os parametros de Markov nebulosos do sistema,
para encontrar as matrizes no espagos de estados
A’ B" and C' para a i-ésima regra nebulosa. O
algoritmo é baseado na matriz de Hankel genera-
lizada com a os parametros de Markov nebulosos
do sistema

i % i
MJ g+ T J+B8-1
? ? ... l,
i - j+1 j+2 Jj+B
j—1 — . . .
MjJrafl Mj+a e Mj+a+,6’f2
(13)

onde a e § sdo numeros inteiros tal que ag <
Br, sendo r e g os numeros de entrada e saida do
sistema, respectivamente.

Dado o modelo linear local para a i-ésima re-
gra

(14)

Xk+1|i = Aixk|i + Biuk
yiel' = C'xi | + D'uy,

os parametros de Markov nebulosos do sistema,
sao definidos a seguir:
(=D
i vigAi—1pi
M, =C (A"Y™'B
Substituindo (15) em (13), temos:

(15)

Ci('Ai)'jlei
CZ(AZ)jBZ

C/(AYHItP-1B!
i-1= : .
(16)

-1 =P (A Qg (17)

onde P! é a matriz de controlabilidade e Q% éa
matriz de observabilidade do modelo linear local.
Fazendo j =1 (16), temos

C'B’
C'A'B’

Ci (Az)ﬁle’L
Cl(Al)ﬂBz

Os.
|

Ci(Ai)a—lBi Ci(Ai)a+5—lBi

(18)

)= PLQ (19)
O posto maximo de Hj, ou o ntimero de va-
lores singulares nao nulos, é igual ao posto das
matrizes P’, e Q};. Uma vez que o sistema é con-
siderado controlavel e observavel, pode-se afirmar
que a ordem do modelo linear local identificado é
igual ao posto da matriz Hé, ou em outras pala-
vras, o nimero de valores singulares nao nulos de
Hy.
A decomposicao em valores singulares (SVD)
da matriz de Hankel com j = 1, para a i-ésima
regra, é dada por

o =R'Z(8)" (20)

onde R* e S* sdo matrizes ortogonais, e X* é uma
matriz retangular, dada por:

;XL 0
s =[5 a
com
o 0 0
. 0 a4 0
»i = . . (22)
0 0 ol

onde of > o4 > -+ > of > 0 sda0 os n va-
lores singulares mais significativos de Hé7 sendo
ol > 0,.1. Entdo, considerando R}, e S/, ma-
trizes formadas pelas n primeiras colunas de R* e
S’, respectivamente, a matriz Hé pode ser apro-
ximada por

0 =R, (8,)" (23)
com

(R RL=1=(s))"s, @)

n

e sua pseudo-inversa dada por
i i iyl R

onde t representa uma pseudo-inversa.



Realizando uma comparagao entre as equa-
goes (23) e (19), pode-se definir P;, e Qj como
sendo

[SIE

P, — R (Z) (26)

Qj = (1) (50" (27)
Substituindo as equagdes (26) e (27) em (17)
com j = 2, obtemos

. . 1 . L1 .
Hi =R, (3,)° A" (%))* (8,)" (28
A equagao (28) pode ser resolvida para obter-
mos A', como segue

A= (30) 7P RO)THIS, (30) 0 (29)

A partir da equagao (17), define-se T}  como
sendo o primeiro bloco de dimensao R"*" de P°,.
Logo, existe a seguinte matriz de transformagao
T que satisfaz

T, =T}, (P)' (30)

Seja
i i A (i )L
A0: boA ( bo) (31)
Substituindo a equagao (29) em (31), obtemos

Aj = TiHH) (T)) (32)
Como Ty, foi definida como o primeiro bloco de
dimensao R"*™, T,, pode ser definida como

T, =[1, 0, --- 0] (33)

n

onde T,, possui dimensao R(I*"  Assim, chega-
mos ao seguinte resultado

Ay = TTH] [TTH|' (34)

A partir das equa-

¢oes (16), (17), (23), (25), (34), uma realizacao

minima para o i-ésimo modelo linear local pode
ser obtida como

-1

Al =T}, A" (T},) (35)
B' = T H T (.1 (36)
¢ =t1lT, (37)
onde
T =[I, 0, 0] (38)
(&

T
Tliq) = Totg) Opto) Oriq))  (39)

2.2.2 Estimacao Recursiva dos Parame-
tros de Markov Nebulosos

Para calcular os parametros dos modelos locais
é necessario o conhecimento dos parametros de
Markov nebulosos do sistema para a i-ésima re-
gra. E possivel encontrar os parametros de Mar-
kov a partir um conjunto de dados de entrada e
saida, mesmo para sistemas dinamicos instédveis
ou fracamente amortecidos, adicionando uma rea-
limentacao através de um observador para garan-
tir estabilidade. Adicionando e subtraindo G'y|’
no lado direito do termo dos estados na equagao
(14), temos

Xj 1 =A'%;|" + B'ug + G'yi|' — Glyi|* (40)

ZAiXkV + Eivk|i (41)

com
A'=A"+G'C (42)
B'=B' + G'D" (43)

Ug

vil’ = [Ykl’} 4y

onde G € R7X9 é o0 ganho do observador do mo-
delo linear local da i-ésima regra.

Resolvendo a equagao (41) paraj =0,1,...,k
e xg|* = 0, obtém-se:

xel' =Y (A B[t (45)

j=1

Substituindo-se (45) no termo da saida de
(14), tem-se:

yil =3 €' (A) 7 Bivi_; + D'u;,  (46)
j=1

Devido a presenga do observador de estados, é
valido considerar (Ai)t =~ (0. Portanto, a equagao
(46) pode ser reescrita como:

t
yil' =Y Mivi_i|' + D'uy (47)

j=1
onde M = C' (Ai)j_l B’ é 0 j-ésimo parametro
de Markov do observador do i-ésimo modelo local.

A equacao (47) possui a seguinte representa-
¢ao matricial:

Yk|i = M’Z (48)
onde 6! = [DZ M M;, ], o sub-indice
k indica que 8} ¢é estimada utilizando os dados
obtidos até o k-ésimo instante de tempo, e ¢}, =

[l (vioa)T o (vl



Considerando a equacio (48) para k > p, que
possui em batelada, a seguinte representacao ma-
tricial:

Y| = 6,9} (49)

onde Yyl = [ypr1l' ypeol yil'], @k =
(D1 B ]

A partir da equagdo (4), a saida do modelo
nebuloso TS, é dada por:

L
Y. = Z 0.2,

(50)
i=1
onde
Y (Zpt1) 0 0
. 0 7' (Zp+2) 0
Ti = i (51)
0 0 v (zr)

é a matriz de ponderacao nebulosa, com o grau de
ativacdo normalizado como em (3).

De modo a garantir a interpretabilidade dos
modelos nebulosos obtidos, a abordagem local é
utilizada para a solugao do problema de minimos
quadrados, como segue:

6, = ury (@) [@iri (@)"] (2

onde Yi = [Ypt1 Yps2 Yi] ¢ o vetor de
saida.
Adicionando-se o0s termos ugy; € ypt1 em

(52), obtemos:

~ . ) ) ) ) -1
01 = Yii1 i ( 2+1)T {‘1’2+1F2+1 (‘1>2+1)T}
] (53)
onde Yk+1 = [Yk yk+1] e Q?chl = [‘I’;C (b}c—i-l} .
Estimando-se 0% de acordo com (53) requer
a inversao de uma matriz de dimensao elevada,
que pode induzir a erros nimeros e uma comple-
xidade computacional elevada (Wu et al., 2015).
De modo a evitar esse problema, a solugao para
a equagao (53) pode ser desenvolvida recursiva-
mente. A matriz de covariancia, é dada por:

i i i i 717!
Pk+1 = ['I'k+lrk+1 (‘I’k+1) } (54)
i i (@i )L i i i Tt
Piy = [‘I’krk (®%)" + rr17 (zrr1) (Dhsa)
(55)

Utilizando-se o lema da matriz inversa, a
equacao (55) pode ser reescrita como:

i (9h0)" P
(Vi(zr1) "+ (9h) Pidi
(56)

Pl =Pl |1~
Substituindo-se (56) em (53), tem-se:

i1 =04+ [Yii1 — 04041 1] X
i Tpi
X — fl’““). L (57)
() + (Gn)” Pidhen

Portanto, a partir das equagoes (56) e (57),
os parametros de Markov do observador pode ser
obtido recursivamente como segue, como segue:

i T pi
i (¢k+1) Pk
(Y(zhy1)) + ( Z+1> P,dy
9;@+1 =0} + [Yk+1 - 0Ii:¢)§<:+1} Gj, (59)
?@+1 = P}lc [I - ¢Z+1G2} (60)

Para construir a matriz de Hankel (23) é ne-
cessario a obtencao dos parametros de Markov
nebulosos do sistema a partir dos parametros de
Markov do observador encontrados. Os parame-
tros de Markov do observador 1\_/13-, sao definidos
como:

. C a1 =
M = C (AT B

a [ygil —ri2

= [M]- ; _Mj}
Deste modo, os parametros de Markov nebu-
losos do sistema podem ser obtidos resolvendo as

seguintes equagoes, para a i-ésima regra nebulosa,
como segue:

M}, = D’ (63)

J
i il — 02 .
M: =M, — E My M;_y, forj=1,2,---,p
k=1

(64)

p
i — 12 i .
M= - " MPM_,, forj>p  (65)
k=1

3 Resultados Experimentais

Para validar a aplicabilidade da metodologia na
solucao de problemas reais de alta complexidade,
é proposta a utilizacdo do modelo nebuloso evo-
lutivo no espaco de estados para a previsao da
trajetoria de um foguete.



O foguete utilizado para a obtencao dos dados
é o FTI (foguete de treinamento intermedidrio),
ilustrado na Fig. 3, que é um veiculo de treina-
mento destinado a proporcionar treinamento ope-
racional, de forma isolada, sem participacao de
estacdo remota. O foguete é instrumentado com
telemetria banda S, transponder radar banda C,
terminagao de voo e apogeu superior a 60 km. Uti-
liza propelente sélido, é lancado a partir de tri-
lhos e é estabilizado aerodinamicamente por qua-
tro empenas retas fixas. O veiculo é composto de:
motor-foguete, terminacao de voo e carga-util.

Figura 1: Foguete de treinamento intermediario
utilizado para a estimacao da trajetéria.

O foguete foi modelado como um sistema nao
linear possuindo trés entradas e trés saidas. Como
0 objetivo € a previsao um passo a frente da tra-
jetoria do foguete, as entradas utilizadas sao o an-
gulo de elevagao y;._; em graus, angulo de azimute
y,%_l em graus, e a distancia yi’_l em km atrasa-
dos em uma amostra. As saidas utilizadas sdo o
angulo de elevagio yi em graus, angulo de azimute
y2 em graus, e a distancia y; em km. O conjunto
de dados do langamento consiste de 4080 amostras
com periodo de amostragem de 50ms. Desse to-
tal, 3891 amostras rotuladas como vélidas pelo sis-
tema de aquisi¢ao de dados foram utilizadas para
a estimagao da trajetéria.

A regra generalizada para o modelo nebuloso
é dada por

R': SEz, = [ya] ~ 2" = [y{"] ]
ENTAO {X’”?'l = Al + Blyylt (06)
yi|' = C'x|" + D'y 1|

Para a implementagao da metodologia pro-
posta foram considerados os seguintes parametros:
p = 18 (ntmero de pardmetros de Markov inde-
pendentes), o = 100 (ndmero de linhas da matriz
de Hankel), 8 = 200 (ntimero de colunas da ma-
triz de Hankel), e = 0.3 (limiar de sobreposicao),
7 = 0.3 (limiar da utilidade), onde um conjunto de
500 ¢é utilizado para a estimagao inicial do modelo.

O ntmero de regras no modelo nebuloso evo-
lutivo, é mostrada na Fig. 3. Depois das 500 amos-
tras iniciais o modelo possui 10 regras; durante o
processo evolutivo, o nimero de regras é de 11 na

amostra 1188; o niimero de regras é 10 na amostra
2378; na amostra 3213 uma regra é criada entao
o numero final de regras é 11.

Niimero de Regras

o

0 ; ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Nimero de Amostras

Figura 2: Variacao do nimero de regras durante
a estimacgao da trajetéria do foguete FTI.

A evolucao dos parametros do consequente
para cada regra, ilustrados pela atualizacao recur-
siva dos elementos da diagonal principal da matriz
A, é mostrado nas Figs. 3-13.

T T T T T T

— 1
14f —as|
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12k —a.]

1+ ag)
—ar]
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t—
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Niimero da Amostra

Figura 3: Estimacao recursiva dos elementos da
diagonal principal A' para a regra 1 durante o
processo de identificagao do foguete.
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Figura 4: Estimacao recursiva dos elementos da
diagonal principal A2 para a regra 2 durante o
processo de identificagao do foguete.

Uma comparacao entre a trajetéria estimada
e a trajetéria real do foguete é mostrada nas Figs.
14-16. A metodologia proposta obteve VAF =
99,95% para o angulo de elevagao, VAF = 99,98%
para o angulo de azimute, e VAF = 99,95% para
a distancia.

4 Consideragoes Finais

Neste trabalho, uma metodologia nebulosa evolu-
tiva para a identificacao de sistemas nao-lineares
foi proposta. O modelo evolutivo obtido é capaz
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Figura 5: Estimacao recursiva dos elementos da
diagonal principal A3 para a regra 3 durante o
processo de identificacao do foguete.
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Figura 6: Estimacao recursiva dos elementos da
diagonal principal A* para a regra 4 durante o
processo de identificacao do foguete.
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Figura 7: Estimacao recursiva dos elementos da
diagonal principal A® para a regra 5 durante o
processo de identificacao do foguete.
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Figura 8: Estimacao recursiva dos elementos da
diagonal principal A® para a regra 6 durante o
processo de identificacao do foguete.

de alterar sua estrutura de maneira autonoma de
acordo com o fluxo de dados, i.e., a metodologia
proposta permite a eficiéncia do modelo nebuloso
evolutivo no rastreio das incertezas inerentes a da-
dos experimentais. O Além disso, a realizagdo mi-
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Estimacao recursiva dos elementos da
principal A7 para a regra 7 durante o
de identificacao do foguete.
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Figura 10: Estimagao recursiva dos elementos da
diagonal principal A® para a regra 8 durante o
processo de identificacao do foguete.
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Figura 11: Estimacao recursiva dos elementos da
diagonal principal A° para a regra 9 durante o
processo de identificagao do foguete.
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Figura 12: Estimagao recursiva dos elementos da
diagonal principal A'0 para a regra 10 durante o
processo de identificagao do foguete.

nima dos submodelos do consequente das regras
garante a simplicidade do modelo obtido. O algo-
ritmo proposto foi desenvolvido para lidar com os
dados que chegam a cada instante, ou seja, reali-
zar seu processamento de forma online. Os resul-
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Figura 13: Estimacao recursiva dos elementos da
diagonal principal A'! para a regra 11 durante o
processo de identificacao do foguete.
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Figura 14: Angulo de elevacao real e estimado
para o foguete.
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Figura 15: Angulo de azimute real e estimado para
o foguete.
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Figura 16: Distancia real e estimada para o fo-
guete.

tados obtidos na predicao da trajetéria do foguete
de treinamento demonstram a aplicabilidade da
metodologia proposta em sistemas complexos.

Como trabalho futuro é proposta uma analise
comparativa do custo computacional da metodo-
logia proposta em relagao a outras técnicas exis-
tentes na literatura.
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