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Abstract— A new control strategy using only output feedback for the stabilization of uncertain non-minimum
phase systems is presented in this paper. Multiple observers for the unmeasured states of plant, the output
signal and unknown disturbances have served as the basis for the design of a sliding mode control law robust
to parametric uncertainties and exogenous perturbations. Global asymptotic stability is demonstrated for the
closed-loop system. Simulation results illustrate the performance of the proposed control algorithm.
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Resumo— Uma nova estratégia de controle utilizando apenas realimentação de sáıda para a estabilização de
sistemas incertos de fase não-mı́nima é apresentada neste artigo. Múltiplos observadores para os estados não-
medidos da planta, para o sinal de sáıda e perturbações deconhecidas serviram de base para o projeto de uma lei
de controle por modos deslizantes robusta a incertezas paramétricas e distúrbios externos. A estabilidade global
e assintótica é demonstrada para o sistema em malha fechada. Resultados de simulação ilustram o desempenho
do algoritmo de controle proposto.

Palavras-chave— Sistemas de Fase Não-Mı́nima, Controle por Modos Deslizantes, Observadores de Alto
Ganho, Observadores de Ordem Reduzida, Observadores para Entradas Desconhecidas.

1 Introdução

O problema de regulação/rastreamento de siste-
mas de fase não-mı́nima já foi abordado anterior-
mente por diversos autores - veja (Isidori, 2013).
Em um contexto geral de sistemas não-lineares,
a condição de fase não-mı́nima pode ser caracte-
rizada matematicamente através do conceito das
dinâmicas dos zeros como um análogo não-linear
da transmissão dos zeros “instáveis” da função de
transferência de um sistema linear (Isidori, 2013).
Basicamente, o desafio principal nos problemas de
fase não-mı́nima é projetar uma lei de controle que
atinja os objetivos de regulação/rastreamento en-
quanto que as dinâmicas dos zeros devem ser es-
tabilizadas simultaneamente, evitando assim que
os estados internos alcancem valores ilimitados.

Vários trabalhos propuseram estratégias de
controle para sistemas de fase não-mı́nima, como:
a redefinição da sáıda para obter novas (e está-
veis) dinâmicas dos zeros (Gopalswamy and He-
drick, 1993), (Marino and Tomei, 2005); a mo-
dificação da sáıda do sistema de acordo com o
paradigma da compensação paralela (feedfoward)
(Kaufman et al., 1994); o método de “system cen-
ter” para projetar um gerador para os perfis das
referências dos estados que estabilizem as dinâ-
micas dos zeros (Shkolnikov and Shtessel, 2001),
(Baev et al., 2008); restrição de ganho do controla-
dor em sistemas dissipativos (Priscoli et al., 2009);
o uso de observadores de alto ganho para estima-
ção dos estados externos (derivadas do sinal de
sáıda) (Nazrulla and Khalil, 2011); métodos ba-

seados em dados (data-driven) para um modelo
de referência virtual (Silva et al., 2018), citando
alguns exemplos.

Entretanto, estes trabalhos assumem condi-
ções restritivas, e.g., realimentação de estados
(parcial ou completa) em vez de apenas rea-
limentação de sáıda, ou o total conhecimento
das dinâmicas do sistema. Estratégias de con-
trole que admitem incertezas paramétricas e/ou
o relaxamento da hipótese de medição completa
dos estados geralmente estão sob a condição da
planta ser de fase mı́nima (Rupp et al., 2017),
(Rinaldi et al., 2017), (Chowdhury and Kha-
lil, 2017), (Yang et al., 2018). A prinćıpio a eli-
minação desta condição permanece um problema
em aberto. Considerando-se apenas um conheci-
mento parcial das dinâmicas da planta, mostra-
remos ser posśıvel a estabilização de sistemas de
fase não-mı́nima via realimentação de sáıda atra-
vés de observadores. Assim, este é o objetivo prin-
cipal deste trabalho, uma vez que a condição de
fase não-mı́nima concomitante com incertezas pa-
ramétricas causam grande dificuldade no projeto
do controlador.

Para atingir este objetivo, foram desenvolvi-
dos neste trabalho 3 estimadores (vide Figura 1):

• um observador de ordem reduzida, cuja tarefa
é estimar o valor dos estados não-medidos da
dinâmica interna da planta;

• um estimador das incertezas paramétricas e
perturbações (entrada desconhecida);

• um observador de alto ganho para a sáıda me-



dida da planta, ferramenta necessária para a
implementação do estimador acima.

Através deste esquema de múltiplos observadores,
iremos projetar uma lei de controle baseada em
modos deslizantes que garanta estabilidade global
e assintótica para a planta, mesmo que esta seja de
fase não-mı́nima e admita incertezas paramétricas
na dinâmica externa, utilizando apenas realimen-
tação de sáıda. A estratégia de controle desenvol-
vida é testada através de simulações numéricas a
partir de exemplos acadêmicos.

Planta 𝑦(𝑡)
Algoritmo de Controle

𝑢(𝑡)

Observador de Estados

Observador de Saída

Estimador das Incertezas 
e Perturbações

Figura 1: Diagrama de blocos representando a re-
alimentação de sáıda com esquema de múltiplos
observadores.

1.1 Notações e Definições

Ao longo deste trabalho, a norma Euclidiana de
um vetor x e a correspondente norma induzida
de uma matriz A são denotadas por ‖x‖ e ‖A‖,
respectivamente.

2 Estabilização com parâmetros
conhecidos

Considere o seguinte sistema com grau relativo
n∗ = 1

ẋ = Ax+B[u+ d(t)] (1)

y = Cx, (2)

onde u ∈ R é o sinal de controle, d(t) é uma per-
turbação não medida da planta, x ∈ Rn é o vetor
de estados e y ∈ R é a sáıda medida do sistema
(1) – (2). As matrizes A ∈ Rn×n, B ∈ Rn, C ∈
R1×n são conhecidas.

Este sistema pode ser reescrito na Forma Nor-
mal (Khalil, 2002) aplicando-se uma transforma-
ção T , descrita por[

η
y

]
= Tx, (3)

com η ∈ Rn−1. Assim, o sistema (1)–(2) pode ser
representado por

η̇ = A0η +B0y (4)

ẏ = A1η +B1y + kp[u+ d(t)], (5)

onde matrizes A0 ∈ Rn×n, A1 ∈ Rn×n, B0 ∈
Rn e B1 ∈ Rn são conhecidas. O parâmetro kp
representa o ganho de alta frequência da planta,
e também é conhecido.

A representação na forma normal decompõe
o sistema através de uma dinâmica interna (η) e
uma dinâmica externa (y). Fazendo y = 0 em (4),
segue que

η̇ = A0η, (6)

onde esta equação é chamada de dinâmica dos ze-
ros e os autovalores da matriz A0 são os zeros da
matriz de transferência da planta (1)–(2).

Abaixo, seguem as hipóteses (H1) e (H2),
relativas ao sistema (4)–(5):

(H1) (Sobre a fase não-mı́nima): A matriz A0 em
(4) não é Hurwitz.

(H2) (Sobre a perturbação): A perturbação d(t) é
uniformemente limitada.

O sinal de controle u deverá ser projetado de
maneira que a planta seja estabilizada, ou seja:

Tx(t) =

[
η(t)
y(t)

]
→ 0, (7)

com t→∞.

2.1 Projeto da lei de controle u

Primeiramente, uma vaŕıavel de controle auxiliar
s é definida como (Gonzalez et al., 2012)

s := y −Kη, (8)

com K ∈ R1×n−1. Consequentemente, temos que
sua derivada temporal é dada por

ṡ = A1η+B1y+kp[u+d(t)]−KA0η−KB0y. (9)

Em seguida, se a lei de controle por modos desli-
zantes u for projetada como (Utkin et al., 1999)

u = − sgn(kp)ρ sgn(s), (10)

onde ρ é uma função de modulação definida como

ρ ≥ 1

kmin
[‖A1‖ ‖η‖+ ‖B1‖ |y|+ ‖KA0‖ ‖η‖+

+ ‖KB0‖ |y|] + |d(t)|+ c, (11)

com kmin ∈ (0, |kp|] e c > 0 uma constante pe-
quena arbitrária, temos que s→ 0 em tempo finito
e consequentemente y → Kη. Assim, podemos re-
escrever (4) como

η̇ = A0η +B0Kη = (A0 +B0K)η. (12)

Então, se K for projetado de modo que
(A0 + B0K) seja Hurwitz, η → 0 exponen-
cialmente e portanto y → 0.



3 Estabilização com Parâmetros
Desconhecidos e Estados não

Mensuráveis

Neste trabalho, consideramos que η em (4)–(5)
não pode ser medido. Além disto, a partir
deste ponto, iremos considerar também que a
planta possui incertezas paramétricas e perturba-
ções (não medidas). Assim, torna-se necessário a
estimação destas incertezas por meio de algorit-
mos observadores para que a lei de controle pro-
posta em (10) e (11) possa ser aplicada. A partir
destes algoritmos observadores, detalhados nas se-
ções a seguir, podemos implementar a lei de con-
trole proposta para a solução do problema apre-
sentado neste trabalho.

3.1 Estimação das Incertezas Paramétricas e
Perturbações Externas

Seja a planta

η̇ = A0η +B0y (13)

ẏ = A1η +B1y + kp[u+ d(t)]. (14)

Diferentemente de (5), a partir deste ponto temos
que A1 = Ā1 + ∆A1

e B1 = B̄1 + ∆B1
, onde as

matrizes Ā1 e B̄1 são conhecidas e ∆A1 e ∆B1 re-
presentam incertezas em torno destes parâmetros.
Assim, a sáıda (14) pode ser reescrita como

ẏ = Ā1η + B̄1y + kp[u+ δ(η, y, t)] (15)

onde a variável

δ(η, y, t) = d(t) +
∆A1

η + ∆B1
y

kp
(16)

representa as incertezas paramétricas da planta e
perturbações externas.

(H3) (Sobre as incertezas paramétricas): Todos os
parâmetros incertos em (14) pertencem a um
conjunto compacto Ω.

Para a estimação de δ(η, y, t), primeiramente
iremos projetar um observador de alto ganho para
a sáıda y, descrito por

˙̂y = Ā1η̂ + B̄1y + kpu−
1

ε
(ŷ − y) (17)

Em seguida, definindo-se uma variável auxiliar l
como

l :=
ŷ − y
ε

, (18)

segue que

ε l̇ = ˙̂y − ẏ

= Ā1η̂ + B̄1y + kpu−
1

ε
(ŷ − y)

−Ā1η − B̄1y − kpu− kpδ(η, y, t)
= Ā1η̃ − kpδ(η, y, t)− l. (19)

Assim, admitindo-se que o ganho K, discutido
na seção 2.1 foi projetado corretamente, temos que
η̃ → 0 exponencialmente e, sendo ε uma constante
arbitrária pequena, de forma que ε → 0+, então
podemos estimar δ como (Chakrabortty and Ar-
cak, 2009):

lim
t→+∞

δ(η, y, t) =
−l(t)
kp

(caso singular ε→ 0+) ,

(20)
tal que, ∀ε 6= 0:

|kpδ(η, y, t)| ≤ |l(t)|+ π0(t) +O(ε) , (21)

onde o termo π0(t) denota um termo exponencial-
mente decrescente devido as condições iniciais do
filtro (19).

Uma caracteŕıstica indesejada dos observado-
res de alto ganho é a presença do fenômeno de
peaking (Khalil, 2002), que consiste na presença
de um sinal similar a um impulso em t = 0 na
estimativa de δ (e consequentemente no sinal de
controle u se esta estimativa for utilizada na fun-
ção de modulação ρ). Porém como a sáıda y pode
ser medida (de fato a sáıda só é observada a fim
de se obter uma estimativa para δ), pode-se defi-
nir como valor inicial de ŷ o mesmo valor inicial
de y, ou seja, ŷ0 = y0. Esta inicialização elimina
os efeitos do peaking na estimação de δ (Sussmann
and Kokotović, 1991).

3.2 Observador de Ordem Reduzida para os Es-
tados da Dinâmica Interna

Considere a seguinte sistema:

˙̄x = Āx̄+ B̄ū (22)

ȳ = C̄x̄, (23)

com x̄ = η, Ā = A0, B̄ū = B0y,
ȳ = Ā1η = ẏ − B̄1y − kp[u + δ(η, y, t)] e
C̄ = Ā1.

De acordo com (Chen, 1999), podemos desen-
volver um observador tal que

˙̄̂x = Āˆ̄x+ B̄ū+ L(ȳ − ˆ̄y) (24)

ˆ̄y = C̄ ˆ̄x (25)

e consequentemente

˙̂η = A0η̂ +B0y + L(ȳ − Ā1η̂) (26)

ˆ̄y = Ā1η̂. (27)

Sendo o erro de observação do estado η dado
por η̃ = η − η̂, segue que

˙̃η = η̇ − ˙̂η

˙̃η = A0η +B0y −A0η̂ −B0y − L(ȳ − Ā1η̂)

˙̃η = A0(η − η̂)− LĀ1(η − η̂)

˙̃η = (A0 − LĀ1)η̃. (28)



Assim, se o ganho L for projetado de maneira
que a matriz (A0 − LĀ1) seja Hurwitz, então

η̃ → 0. (29)

Embora foi mostrado que o observador (26)–(27)
converge exponencialmente, este não é implemen-
tável diretamente, pois ȳ = Ā1η depende do pró-
prio estado η não medido. Para solucionar este
problema, define-se uma variável auxiliar Z :=
η̂ − Ly, tal que

Ż = A0η̂ +B0y + Lȳ − LĀ1η̂ − Lẏ
Ż = A0η̂ +B0y + Lẏ − LB̄1y − LĀ1η̂

−Lẏ − Lkp[u+ δ(η, y, t)]

Ż = A0η̂ +B0y − LB̄1y − LĀ1η̂

−Lkp[u+ δ(η, y, t)]. (30)

A partir de (21), substitui-se a dependência
do termo δ(η, y, t) em (30) por l em (17)–(18) tal
que:

Ż = (A0 − LĀ1)η̂ + (B0 − LB̄1)y

−Lkpu+ L l. (31)

Desta forma, um observador de ordem redu-
zida pode ser implementado como

η̂ = Z + Ly. (32)

3.3 Aplicação das Variáveis Estimadas na Lei de
Controle

A partir dos estimadores apresentados acima, po-
demos reprojetar as equações que definem a lei de
controle u considerando as variáveis observadas.
Logo, (8) pode ser reescrita como

s = y −Kη̂ (33)

e consequentemente, considerando-se também que
as incertezas em relação aos parâmetros Ā1 e B̄1

e que a perturbação d(t) estão incorporadas no
termo δ(η, y, t), segue que

ṡ = Ā1η+ B̄1y+kp[u+ δ]−KA0η̂−KB0y. (34)

Assim, a função de modulação ρ em (11) deve
ser redefinida como

ρ ≥ 1

kmin
[
∥∥Ā1

∥∥ ‖η̂‖+
∥∥B̄1

∥∥ |y|+ ‖KA0‖ ‖η̂‖

+ ‖KB0‖ |y|+ |l|] + c, (35)

com kmin ∈ (0, |kp|] e c > 0 uma constante pe-
quena arbitrária.

3.4 Análise de Estabilidade

O teorema a seguir apresenta uma posśıvel im-
plementação da função de modulação tal que (35)
seja verificada e o controlador por modos deslizan-
tes através de múltiplos observadores e realimen-
tação de sáıda proposto faça com que a sáıda y e
os estados η sejam estabilizados em tempo finito.

Teorema 1: Considere o sistema em sua re-
presentação na forma normal (13)–(14), a equa-
ção dinâmica da variável auxiliar s (34), a lei de
controle (10), o observador de ordem reduzida em
(31) e (32), o observador de alto ganho (17) e o
estimador para as incertezas paramétricas e per-
turbações (18) e (21), para ε > 0 suficientemente
pequeno. Assuma que (H1), (H2) e (H3) sejam
válidas e que a função de modulação ρ em (10),
satisfaz (35), e é dada por

ρ =
1

|kp|
[
∥∥Ā1

∥∥ ‖η̂‖+
∥∥B̄1

∥∥ |y|+ ‖KA0‖ ‖η̂‖

+ ‖KB0‖ |y|+ |l|] + c, (36)

onde c > 0 é uma constante arbitrária pequena.
Assuma também que a matriz K em (12) seja pro-
jetada de maneira que (A0 + B0K) seja Hurwitz
e que a matriz L em (32) seja projetada de modo
que (A0 − LĀ1) também seja Hurwitz. Sendo as-
sim, segue que a sáıda y e os estados η tendem
global e assintoticamente à zero.

Prova: Seja a seguinte equação de Lyapunov

V =
s2

2
. (37)

Sendo assim, sua primeira derivada temporal
ao longo de (15) e (26) é dada por

V̇ = sṡ

= s(ẏ −K ˙̂η)

= s(Ā1η+B̄1y+kp(u+ δ)−KA0η̂−KB0y

−KL( ȳ︸︷︷︸
=Ā1η

−Ā1η̂)) (38)

Substituindo-se (10) em (38) obtém-se:

V̇ = s(Ā1η + B̄1y −KA0η̂ −KB0y + kpδ

+kp(−ρ sgn(kp) sgn(s))−KL(Ā1η−Ā1η̂)).

A partir de (28) e (29), temos que a parcela
KL(Ā1η − Ā1η̂) = KLĀ1 η̃ → 0 exponencial-
mente. Assim, podemos definir π1 := −KL(Ā1η−
Ā1η̂) como um termo de decaimento exponencial.
Ainda, a partir de (21), podemos majorar a par-
cela |kpδ| − |l| ≤ π0 + O(ε). Assim, utilizando a
função de modulação ρ dada em (36), segue que

V̇ = s Ā1η−|s|
∥∥Ā1

∥∥ ‖η̂‖+s B̄1y− |s|
∥∥B̄1

∥∥ |y|
−sKA0η̂ − |s| ‖KA0‖ ‖η̂‖ − sKB0y

−|s| ‖KB0‖ |y|−s l−|s| |l|−|s| |kp| c+sπ1.



Aplicando-se algumas majorações matemáticas,
temos que

V̇ ≤ |s|
∥∥Ā1

∥∥ ‖η‖ − |s|∥∥Ā1

∥∥ ‖η̂‖
+ |s|

∥∥B̄1

∥∥ |y| − |s|∥∥B̄1

∥∥ |y|
+ |s| ‖KA0‖ ‖η̂‖ − |s| ‖KA0‖ ‖η̂‖
+ |s| ‖KB0‖ |y| − |s| ‖KB0‖ |y|
+ |s| |kpδ| − |s| |l| − |s| |kp| c+ sπ1

V̇ ≤ |s|
∥∥Ā1

∥∥ (‖η‖ − ‖η̂‖)
+ |s| [π0 +O(ε)]− |s| |kp| c+ sπ1.

Novamente, a partir de (28) e (29), temos que a
parcela Ā1(‖η‖ − ‖η̂‖) =

∥∥Ā1

∥∥ (‖η̃ + η̂‖ − ‖η̂‖) ≤∥∥Ā1

∥∥ ‖η̃‖ → 0 exponencialmente. Assim, defi-

nindo π2 := |s|
∥∥Ā1

∥∥ (‖η‖ − ‖η̂‖) também como
um termo de decaimento exponencial, obtém-se

V̇ ≤ |s| [π2 + π0 +O(ε)− |kp| c+ sgn(s)π1] .

Como π0, π1 e π2 são termos de decaimento ex-
ponencial, podemos afirmar que ∃ t ≤ t1, onde
t1 > 0 é um instante de tempo finito, tal que
π2 + π0 + O(ε) + sgn(s)π1 < |kp| c, para ε > 0
suficientemente pequeno. Como c > 0, podemos
concluir que

V̇ < 0. (39)

Consequentemente, s → 0 assintoticamente. De
(28), (29) e (33), conclui-se que y → Kη. Logo, a
partir de (12), pode-se afirmar também que η → 0.
Assim, o ponto de equiĺıbrio η = 0 e y = 0 é
globalmente assintoticamente estável. �

4 Resultados de Simulação

A seguir, serão apresentados resultados de simu-
lação do sistema (13)–(14), já na forma normal,
quando aplicada a lei de controle definida em (10)
em conjunto com a função de modulação definida
em (36) e com os observadores descritos nas seções
3.1 e 3.2.

Para a simulação, considerou-se os seguintes
parâmetros: A0 = 1, B0 = −1, Ā1 = 1, B̄1 = 1 e
kp = 1. Para que (A0 +B0K) e (A0−LĀ1) sejam
Hurwitz, considerou-se K = 3 e L = 3. A fim
de representar as incertezas nos parâmetros A1 e
B1, ∆A1

e ∆B1
foram definidos como 1 e 0, 5 res-

pectivamente. Considerou-se também que a per-
turbação d(t) em (14) é um sinal senoidal, com
amplitude de 0, 5 e frequência de 10 Hz. Definiu-
se y0 = 3 e η0 = 3 como as condições iniciais da
planta.

A partir da Figura 2, podemos observar que
a sáıda y é estabilizada após um regime transitó-
rio rápido. Ainda nesta Figura, podemos perceber
que o observador de alto ganho projetado em (17)
estima a sáıda da planta de maneira satisfatória
e que a inicialização de ŷ com o mesmo valor ini-
cial de y foi suficiente para se evitar o peaking,

como pode ser visto também no gráfico do sinal
de controle u, na Figura 3.
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Figura 2: Sáıda da planta y e seu observador ŷ.
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Figura 3: Sinal de Controle u.

A seguir, a Figura 4 apresenta uma compara-
ção entre a variável de estado η e seu respectivo
observador de ordem reduzida.
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Figura 4: Estados η e Estados Observados η̂.

A estimação das incertezas da planta δ foi
comparada com sinal da perturbação de entrada
d na Figura 5. Podemos observar que após o re-
gime transitório inicial, a estimação de delta segue
o sinal da perturbação de entrada d. Isto ocorre



pois as incertezas relacionadas aos parâmetros da

planta são dadas na forma de
∆A1

η+∆B1
y

kp
, e a me-

dida que η e y → 0, δ → d, de acordo com (16).
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Figura 5: A estimação das incertezas δ e o sinal
da perturbação d.

5 Conclusões

Este trabalho apresentou um algoritmo de con-
trole por modos deslizantes via múltiplos obser-
vadores para sistemas de fase não-mı́nima, utili-
zando apenas realimentação de sáıda. Um estima-
dor para as incertezas paramétricas e perturbações
externas presentes na planta pode ser implemen-
tado a partir de um observador de alto ganho. A
combinação deste estimador com um observador
de ordem reduzida para os estados não-medidos
da planta permitiu o desenvolvimento de um al-
goritmo de controle robusto e eficiente para a so-
lução do problema proposto. Uma prova rigorosa
foi apresentada para garantir a estabilidade glo-
bal e assintótica do sistema em malha fechada. A
estratégia proposta foi testada através de simula-
ções numéricas a partir de um exemplo acadêmico.
Apesar do cenário adverso contendo incertezas e
perturbações, obteve-se resultados satisfatórios.
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