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Abstract— The main goal of this paper is to combine monitoring functions with binary model reference
adaptive control (BMRAC) to solve the problem of assuming the leading principal minors of the high-frequency
gain matrix (HFG) have unknown signs. Such terma are responsible to define the control direction of the
multivariable plant. The proposed method was applied to a multi-input-multi-output (MIMO) system of relative
degree one. In the literature, this problem is a major challenge for multivariable adaptive controllers, since in
general the signs of the elements of the HFG matrix are assumed to be known. This restriction is aggravated
when the number of system inputs and outputs increases. The developed control strategy guarantees global
exponential convergence for a small residual set and asymptotic trajectory tracking. Numerical results illustrate
the efficiency of the proposed method.

Keywords— multivariable systems, uncertain high-frequency gain matrix, adaptive control, monitoring func-
tions.
Resumo— Esse trabalho tem o objetivo de aplicar fun¢ées de monitoracdo em conjunto com controladores

adaptativos bindrios por modelo de referéncia (BMRAC), como forma de resolver o problema do desconhecimento
dos sinais dos menores principais da matriz de ganho de alta frequéncia (HFG), sendo esta responsavel por definir
a dire¢ao de controle. O método proposto foi aplicado em sistemas de multiplas entradas e saidas (MIMO) e
com grau relativo unitirio. Na literatura esse problema é um grande desafio para controladores adaptativos
multivaridveis, uma vez que em geral os sinais dos elementos da matriz HFG sdo assumidos conhecidos. Essa

restricdo é agravada quando o nimero de entradas e saidas do sistema aumentam. A estratégia de controle
desenvolvida garante convergéncia exponencial global para um conjunto residual pequeno e rastreamento de

trajetorias assintético. Resultados numéricos ilustram a eficiéncia do método proposto.

Palavras-chave— sistemas multivaridveis, matriz de ganho de alta frequéncia incerta, controle adaptativo,

fungoes de monitoracgao.

1 Introducao

Apesar de todo o progresso alcancado na drea
de controle adaptativo, as aplicagoes desse tipo
de controlador para sistemas de multiplas entra-
das e saidas (MIMO) néo obtiveram grande su-
cesso nem mesmo para casos de grau relativo
um, principalmente devido ao fato dos controla-
dores adaptativos por modelo de referéncia (Mo-
del Reference Adaptive Control — MRAC) para
o caso MIMO necessitarem de premissas muito
mais restritivas em relagao a planta do que os ca-
sos de uma entrada e uma saida (SISO) (Costa
et al., 2003). A maioria das dificuldades estao re-
lacionadas a matriz de ganho de alta frequéncia
K,. Para o MRAC utilizando abordagem direta
(Ioannou, 2012), por exemplo, assumiu-se que a
matriz S, é conhecida tal que K,S, = (K,S,)T >
0. Por outro lado, utilizando a adaptacao indi-
reta é necessdrio que a estimativa de K, seja nao-
singular para todo instante de tempo.

Nesse artigo sera utilizado um controlador
BMRAC com fatoragao SDU (Costa et al., 2003)
aplicado em sistemas MIMO, onde os sinais de
matriz de ganho de alta frequéncia sao totalmente
desconhecidos. Diferentemente da abordagem em
(Costa et al., 2003), aqui serd utilizado fun¢oes
de monitoragao para descobrir os sinais corretos

para cada menor principal da matriz ganho de
alta frequéncia (HFG). Portanto, a grande con-
tribuicao desse artigo estd em apresentar um con-
trolador BMRAC para sistemas MIMO onde nao
existe nenhum conhecimento prévio dos sinais dos
menores principais da matriz HFG.

Esse artigo estda organizado em sete outras
segbes. A segunda segdo é uma breve apresen-
tagado dos conhecimentos prévios dos sistemas de
controle que serao utilizados. Na terceira se¢ao
é apresentada a formulacao do problema MRAC,
abordando de forma sucinta o caso MIMO e mos-
trando as principais hipéteses admitidas nesse tra-
balho. Sao apresentadas também as abordagens
anteriormente utilizadas e formas de parametri-
zacgdo. A quarta secdo apresenta o MRAC com
fator de projecao, denominado aqui BMRAC. A
quinta secao apresenta uma introducao as fungoes
de monitoragao, enquanto que na sexta secao é
apresentada a nova lei de adaptagao com fungao
de monitoracao. Finalmente, na sétima secao sao
apresentadas as simulagoes e resultados obtidos e
na oitava e ultima parte as conclusoes.

2 Preliminares

Seja {A, B,C} uma realizagio estritamente pré-
pria e nao-singular m x m com matriz de fungao



de transferéncia racional G(s) = C(sI — A)™1B.

O indice de observabilidade do par
{C,A}(A € R™™ C € R™™) é a menor
integral v, (1 <v <mn), tal que

0, =[cTAC)T ... (A te)T)T (1)

é posto completo. O indice de observabilidade
possui um bom sistema de interpretagao: (v — 1)
é o maior nimero de derivadas de y. Em outras
palavras, ele fornece informagoes sobre a ordem
dos filtros das varidveis de estado necessarios na
estrutura do MRAC MIMO.

Se o det(CB) # 0 é possivel demonstrar que
G(s) possui grau relativo 1 e a matriz ndo-singular
K, = CB a qual é referente a matriz HFG.
Essa é uma generalizacao natural do grau rela-
tivo um para sistemas SISO (Bodson and Grosz-
kiewicz, 1997).

A norma Euclidiana de um vetor z e a corres-
pondente norma de uma matriz A sdo representa-
dos por ||z]| e ||A]|, respectivamente.

Normas Lo, Lo e fungoes classe K, Ky sao
definidas como em (Khalil, 2002).

3 Formulacao do problema

Para uma planta MIMO controldvel, observéavel,
linear e invariante no tempo, do tipo m X m com
matriz de transferéncia dada por G(s),

y=G(s)u, (2)

podemos assumir as seguintes hipdteses:

(H1) Os zeros de G(s) possuem parte real ne-
gativa;

(H2) G(s) possui grau relativo 1;

(H3) Um limite superior do indice de obser-
vabilidade v de G(s) é conhecido.

(H4) A matriz de HFG K, é totalmente des-
conhecida.

A hipétese (H1) relacionada & fase nao mi-
nima é comum na estrutura classica MRAC
(Ioannou, 2012). Com a hipétese (H2) é possivel
focarmos no caso do modelo mais simples baseado
em fungdes de Lyapunov. A hipétese (H3) nos
permite utilizar somente o conhecimento sobre o
limite superior de v, como em (loannou, 2012),
onde, entretanto, podemos aumentar a ordem dos
filtros e do nuimero de parametros.

Mesmo com K, nao-singular, alguns dos me-
nores principais podem ser zero. Utilizando a hi-
pétese (H4), (Weller and Goodwin, 1994) resol-
veram esse problema utilizando uma espécie de
sistema composto com chaveamento légico, por-
que de uma maneira adaptativa cada menor prin-
cipal de K, pode ser selecionado e ordenado, con-
siderando serem diferentes de zero. Em (Costa
et al., 2003) foi considerado que os sinais de K,
eram conhecidos, como uma forma de resolver esse
problema.

Nesse trabalho a hip6tese (H4) considera que
a matriz K, e os seus sinais sao desconhecidos, e
a funcao de monitoracao em conjunto com a fa-
toragao SDU é capaz de encontrar a combinacao
correta de sinais para fazer o sistema convergir.

O controle adaptativo proposto visa obter
bons transitérios, reduzir os conhecimentos pré-
vios, como indicado pela hipétese (H4), e atingir
o rastreamento do sinal de referéncia de forma as-
sintética

e(t) = y(t) —ym(t) =0,

onde y,, € R™ é a saida do modelo de referéncia
ym = War(s)r, (4)

e r € R™ é um sinal uniformemente continuo
e limitado. Para selecionarmos o modelo de re-
feréncia, é importante lembrar o fato de que
det(CB) # 0 implica que G(s) pode ser reescrita
como diagonal através da realimentagao dinamica
(Rugh, 1996). Sem perda de generalidade, é pos-
sivel selecionar um modelo de referéncia diagonal

SPR

quando ¢ — oo, (3)

. 1
Wl =ding{ b 0)
onde a; >0, (i =1,...,m).
3.1 Revisao de Abordagens Anteriores para o
Controle Adaptativo

Se G(s) ¢é conhecido, entao a lei de controle que
atinge o casamento entre a matriz de transferéncia
em malha fechada e Wjy;(s),

y=G(s)u" =Wn(s)r =ym (6)
dado por (Sastry and Bodson, 2011).
u* = 07wy + 05wy + 05y + 05r = 0T w, (7)

onde 0T = [0;T 037 035 03] e o vetor regressor
T

w = [w{ wl yT rT]T podem ser definidos como

—1)x X -1
07,05 € RV gr e R0 = K,

A(s) A(s)

— — %m(l/—l)
w1 A(S) u, w2 A(S) Y, wy, W2 € )
A(s)=[I Is ... Is*73T, I e Rmxm,

A(s) = Mo+ A5+ ...+ 8771 é Hurwitz.

O encontro do sistema em malha fechada é
obtido fazendo u = u*. Quando wy,ws,y e T em
(7) sdo expressos em termos de u*,

ut = 0;7 ﬁg u* + 037 ‘ig G(s)u” +

HOIG(s)ut + W ()G (s)ut,  (8)



a equagao se torna

Als) r ALs)
A(s) 2 A(s)
—05G(s) = 0;Wy, ()G (). (9)

I—6;7

G(s) -

Multiplicando os dois lados da equagao (9) por
u obtemos:

u=0"Tw— K 'r+ Kp_IWJ\}l(s)G(s)u. (10)

Finalmente, multiplicando ~ (10)  por
W (s)K,, rearranjando e utilizando e =y — yar,
y = G(8)u, ypr = Was(s)r, obtemos a equagao de
erro da saida

e =W (s)Kplu — 0" w]. (11)

Exceto pelo fato de Wy, (s) e K, serem ma-
trizes e e e u serem vetores, essa equagao de erro
MIMO possui a mesma forma que a ja conhecida
equagao de erro SISO.

3.2 Fatoracao da matriz de ganho de alta
frequéncia

Em Costa et al. (2003) foi desenvolvida uma nova
forma de fatorar o ganho K,,, onde foi introduzida
a matriz diagonal positiva D4 como um parame-
tro livre, baseando-se no seguinte lema.

Lema 1 Toda matriz real K, mxm com menores
principais diferentes de zero, A1, As,...,A\,, pode
ser fatorada como

K, = SDU, (12)

onde S € wma matriz simétrica positiva definida,
D ¢é uma matriz diagonal e U € uma matriz tri-
angular superior unitdria.

Como estd provado em Costa et al. (2003),
podemos afirmar que se os menores principais de
K, sao diferentes de zero, existe uma fatoracao
Unica

K,=L,D,LY, (13)

onde L; e Lo sao matrizes unitdrias triangulares
inferiores e

. AQ Am
D,=d A, —=, ... . 14
P Z&g{ 1 Al ) ) Am71 ( )
Fatorando D), como
D,=D,D, (15)

onde Dy é uma matriz diagonal com elementos
positivos, podemos reescrever (13) como K, =
LiD,LTLTTDLY, de forma que (12) é satisfeita
por

S=mD. LY U=bD7'L;yTDLYT.  (16)

Para deixar mais clara a fatoragdo SDU serd
realizado o exemplo a seguir, considerando

ki1 ko
K, =
L‘Cm k22]

Através da fatoragdo LDU (13) obtemos

{10 _ Ay 0 |10
o R A R P

onde l; = ko1 /A1 e ly = k12/Aq, e para
_[d 0
pe=[ )

utilizando a fatoragdo SDU (12) junto com D =
Dj_le, obtemos

5 { i din

; U=
dily dg +d1+lf} 0 1

dfihA
1 l27 11 2]
2

3.3 Parametrizagao do sinal de controle e lei de
adaptacao

Podemos agora aplicar a fatoracao SDU de K,
para encontrarmos uma nova equagdo de erro.
Substituindo K, = SDU em (11) e utilizando (7)
obtemos

e=Wy(s)SD

x [Uu — U0 w, — U0 w2 — UGy — UGr].
(17)

Analisando melhor essa expressao é possivel
perceber que a lei de controle é bem definida, com
a decomposicao

Uu=u—(I—-U)u, (18)

onde (I — U) é uma matriz triangular superior,
sendo possivel definir o sinal de controle u em fun-
¢ao de (I — U)u. Nao é possivel que a adaptacao
fique estagnada porque u; depende de usg,...,Um,
enquanto que us depende de ug,...,U,, € assim su-
cessivamente. As entradas desconhecidas de U séo
incorporadas na nova parametrizacao definindo
K1 =U0T, Ky =U03T, K3 =U03, e Ky = UG,
e reescrevendo (17) como

e =Wpy(s)SD[u — Kyw, — Kows
— Ky —Kyr— (I —-U)u]. (19)

Em seguida, introduzimos o novo vetor de pa-
rametros ©F através da identidade

0;7Q, 0370, ... 0:7Q,,]"
= Kywy + Kowy + Ksy + Kyr + (I — U)u.
(20)

Além disso, para concatenar as i-ésimas linhas
da matriz Ky, Ko, K3, K4, cada linha do vetor



;T inclui as entradas desconhecidas das i-ésimas
linhas de (I — U). Formamos, entdo, o seguinte
vetor regressor correspondente

QF = [wT ug uz ... up,
OF = [w” ug ... up),
) (21)

A equagao de erro (19) passa a ser dada da
seguinte forma

e = (W (s)S)D(u—[0;70 0370, ... 0:7Q,,]7).
(22)
A caracteristica chave da equagao do erro (22)
¢ que a matriz diagonal D aparece no lugar de K,
onde em (Costa et al., 2003) s@o feitas premissas
em relagao aos sinais de dy,...,d,,. Essa vanta-
gem vem com o preco da condigao SPR ser sa-
tisfeita por Wi (s)S, ao invés de Wy, (s) sozinho.
De fato, W (s) ser SPR combinado com S = ST
ser positiva definida ndo implica que Wjy(s)S é
SPR. Felizmente, pode-se provar que para qual-
quer Wyy(s) em (5), existe S = ST definida posi-
tiva tal que Wjs(s)S é SPR.
Nessa nova parametrizagao, a lei de controle
adaptativa é

_ T T T T
= 1 ml
u=[070; 070, .. 070,,] (23)

onde ©; sao as estimativas de ©} obtidas a par-
tir da lei de adaptagao proposta em Costa et al.
(2003) dada por:

0, = él = —ysign(d;)e; Q. (i=1,...,m). (24)

4 MRAC com fator de projecao
(BMRAC)

Nessa secao sera apresentado o MRAC com fa-
tor de projecao, também conhecido como BM-
RAC (Binary Model Reference Adaptive Control),
proposto em (Hsu and Costa, 1990) (Hsu and
Costa, 1994) para plantas de grau relativo um.

O fator de projecao faz com que o vetor de pa-
rametros adaptativos 6 convirja rapidamente para
dentro de uma regiao finita de raio apropriado.

Podemos reescrever (24) como
0, = —sgn(di)[ai(ai + %eiﬂi], aisgn(di) >0
(i=1,..,m).(25)

O fator o; é o fator de proje¢ao, definido como

o — 0, se||©;]] < Mg ou oegsgn(d;) <0
Y Oeqy se||©ill > My e oegsgn(d;) >0
(26)
onde .
—7:€i0;
o = LG T (27)

e:?

e My(> ||©7F]|) é uma constante.

A adaptacao é aplicada dentro de um con-
junto invariante compacto, por exemplo, uma re-
giao definida por My para ©;. Considerando que
1©:(0)|] < My, a projecdo do vetor de adapta-
¢ao pode ser interpretado geometricamente da se-
guinte forma: se o termo —-;e;{2; aparece fora da
regiao ||©;|| < My, o vetor de adaptagdo é proje-
tado para o plano tangente da regiao, se aparece
dentro, o fator o; é igual a zero e ©;(t) se move
para o interior da regiao definida, de acordo com
a lei de adaptagdo do MRAC classico. Podemos
definir essa regiao como uma bola de raio My e,
entao, se torna facil provar que essa regiao é inva-
riante, ou seja, ||0;(¢)|| < My, Vit > 0.

4.1 Andlise de estabilidade

Combinando o estado # € R™ da planta (2)
com filtros de estado w; e wsy, podemos definir
X = [2T wl wd )T € R*+2m=1 Com X, deno-
tamos o estado que corresponde & uma realizagao
nao minima Cy (sl — Ap) By de Wiy (s) onde
Cy By = S. Entao, o estado de erro z = X — X
e a saida de erro e em (22) satisfazem

b= Apz+BuDu—[0;TQ; ... 0:70,,]7), (28)
e=Cyz el =21C1,. (29)
Os resultados de estabilidade estao resumidos

no seguinte teorema.

Teorema 2 Consideramos o sistema em malha
fechada (28), (22), (23), (25) e (26) e supomos
16(0)|| < My com uma constante My > ||0*||. As-
sumimos que (H1)-(H4) sao mantidas. Entao,

1. |0(t)|| < My, vt > 0;
2. z e e tendem assintoticamente para zero;

3. 1z(t)] < Clz(0)e™™t + O(/y~1),Vvt > 0 e
alguma constante positiva C' e A1.

Prova: Porque Wj,(s)S é SPR, existem matrizes
Py =Pl >0e Qun = Q% > 0 satisfazendo

AIA;[PM + PyApy = —2Q s, (30)
PyBy =CL, ¢y =BLPL. (31)
Usando a seguinte fungao de Lyapunov
1 = o
V = 3 (ZTPMZ+§%1|CZ1‘|®;®1-> , (32)

é possivel chegar ao seguinte resultado, como estéa
provado em (Teixeira, 2017):

V< —2TQuz (33)

Portanto, o controle adaptativo (23) e a lei

de adaptagdo (25) garantem 0;,0; € L, e z €
Loo N Ls.



Uma vez que z = X — Xy e X s@o unifor-
memente limitados, X é também uniformemente
limitado e, consequentemente, y, wi € ws s&0 uni-
formemente limitados. Desde que r(t) é unifor-
memente limitado, w é uniformemente limitado.
Para provar que €1, ..., 2, sdo uniformemente li-
mitados e, portanto, u é também uniformemente
limitado, retornamos em (21). A vantagem da es-
trutura de (21), resultando da parametrizacao do
controle, é que £, = w é uniformemente limi-
tado, implicando que u,, = O Q,, é uniforme-
mente limitado. Desta forma QI | = [w? wu,,]
¢ uniformemente limitado. Repetindo esse argu-
mento podemos mostrar que Uy,_1, ..., Uz, U SA0
também uniformemente limitados. Ou seja, todos
os sinais do sistema em malha fechada sao uni-
formemente limitados. Isso também implica que
z',é,Qi e consequentemente V sdao também uni-
formemente limitados. Finalmente, o usual argu-
mento invocando o lema de Barbalat prova que
z(t), e(t) — 0 com t — oo.

Também é possivel provar a estabilidade ex-
ponencial para um termo residual utilizando a ine-
quacao de Rayleigh (Khalil, 2002), considerando
(32) e (33) tal que Qs > 0, temos:

Amin(Par) |22 < 2T Parz < Amax(Par) |22 (34)

(
)\min(QM”ZlQ § ZTQMZ S Amax(QM)|Z|2 (35)
De (33) e do lado esquerdo de (35) obtemos:

V S _ZTQMZ S _)\min(QM>|Z|2- (36)

Considerando ©; € L. e relembrando que

Y00 <X 0(y 1) £ O(y7) podemos
reescrever (32) como:

V<< (Z"Pyz+0(7Y), (37)

N |

sendo v = minvy,, a partir de (34) e (37) obtemos:
V < Amax(Pu) 2P + 071 (38)
Substituindo (38) em

g Amin(QM)
V(Z) S B )\max(PM)

e podemos reescrever (39) como:

(36) obtemos:

[V(z) =007 1], (39)

V(z) < —2M[V(2) - O(v )] (40)
onde 2y = 3220 Regolvendo (40) obtemos:
V(t) <e MV (0)+0(vh) (41)
sendo:
V(0) = 207 Pyz(0) + O D] (42)

2
e reescrevendo (42):

1

V(0) < 5 [Amax(Pan) 2(0) + Oy )] (43)

A partir de (34), (41) e (43) obtemos:

2(0)] < Clz(0)e™ + O(V~h)  (44)

>\lnax P
onde C' = \/72)\11“((1;\1{4)).
A partir de (29) e utilizando (44) é possivel
reescrever e como

el = [Callz] < Cel2(0)[e™* + O(v/A~1), (45)
onde C. = [[Cu| [|C].

Desta forma, podemos verificar a convergén-
cia exponencial em (44) e (45), existindo um termo
residual pequeno, da ordem de v~ 1.

O

5 Funcao de monitoracao

Nessa segao sera explicada como a fung¢ao de moni-
toracao sera capaz de mudar a direcao de controle
baseada na saida do erro do sistema para atingir
a convergéncia mesmo sem nenhum conhecimento
sobre os sinais da matriz HFG K.

Podemos redefinir a lei de adaptagéo (25)-(27)
como

. —O';r(")l — %eiﬂi, teTt
i = { o; ©; +vie; Y, teT™, (46)
n 0, se ||6;]| < Mg ou geq <0
ag. =
i Oeqs S€ ||O;]| > Mg eoeqg >0
(47)
o= = 0, se ||©;]| < Mg ou geqg >0
E Oeqy se ||| > Mpeoe, <0
(48)

onde uma funcao de monitoragao apropriada de-
cidir, baseada no erro de trajetéria e, quando ©;
ird chavear, permitindo a detecgao de qualquer es-
timativa errada de sgn(Kj,). Os conjuntos T e
T~ satisfazem TTUT™ =[0,00) e TTNT™ =0, e
como sera mostrado na analise a seguir, ambos T+
e T~ possuem a forma [t,tky1) U ... U [tj,tj41).
Onde t;, ou t; denotam o tempo de chaveamento
para ©; e serdo definidos futuramente.

Com base no Teorema 2 e (45), é possivel es-
crever

lei(t)] < Celz(0)|e™ M +O(V/y1) := £(1), vt > 0.
(19)
Construimos a funcao de monitoragao ¢,, ba-
seada no limite superior de (49). Considerando a
fungao auxiliar ¢y, definida como demonstrado a
seguir:
pir(t) = e T opma (1) + as(R)e;

K2

—i—ai(k),t € [tk, OO), (pi()(O) = 61‘(0), (i:l,...,m)7 (50)

onde 0 < A\, < A1 e a(k) é qualquer sequéncia
crescente ilimitada e monotonicamente positiva e
tr sendo o tempo de chaveamento usado para de-
cidir quando o parametro de adaptagao O, devera



chavear de o, ©; + v;¢;£2; para —Jj@i —v;e;Q); e
vice versa como definido a seguir. A taxa de decai-
mento A, atua como um fator de esquecimento, o
qual provém de uma propriedade de reinicializa-
Gao para y.

A funcao de monitoragdo ¢, ¢ definida como

Pim (t) := @i (t),Vt € [tr,tet1) C [0,00), (i=1,...,n).

(51)
A motivagao por tras da introducgao de ¢, é que
C.|2(0)|e=*1* nao estd disponivel para medicdo.
Relembrando que a inequagao (49) é vélida se o
sgn(K,) é corretamente estimado, é natural uti-
lizar £ como uma referéncia para decidir quando
serd necessario chavear o parametro de adaptagao
©; em (46), ou seja, o chaveamento ird ocorrer
somente quando (49) é violada.

Entretanto, como C,|z(0)|e~*** ndo esta dis-
ponivel, utilizamos ¢,, para substituir £ e invo-
camos o chaveamento de ¢,,. Note que de (51),
sempre temos |le;(tr)]| < @ir(tx) em t = ¢. Por-
tanto, o tempo de chaveamento ¢ é

{ min ¢ >ty : le;(¢)| = pix(t), se existe,
1 = e
00, caso contrario,

(52)
onde k € 0,1,2,... e tg := 0. A seguinte inequacao
é obtida diretamente de (51):

lei(t)] < @im(t), Yt > 0. (53)

6 Nova lei de adaptagao com funcao de
monitoragao

Nesse artigo as fungoes de monitoracao foram uti-
lizadas para descobrir a combinac¢ao correta que
leva a diregao de controle correta, por exemplo, a
combinagao dos sinais da matriz HFG K. Os re-
sultados principais do sistema em malha fechada
sao apresentados no teorema a seguir.

Teorema 3 Considere o sistema em malha fe-
chada (28), com sinal de controle (23), lei de
adaptagdo (46)-(48) e fungdo de monitoragdo
(50)-(52). Sob as mesmas hipdteses do Teo-
rema 2, supondo ||0(0)|| < My com uma constante
My > ||0*||, entdo o sinal de controle ird parar
de chavear com a combinagdo correta de sinais e
o equilibrio z = 0 € atingido assintoticamente. E
ainda, o erro de rastreamento de saida e conver-
gird para um residuo pequeno de ordem O(y~!)
ao menos exponencialmente e todos os sinais do
sistema em malha fechada permanecerdo unifor-
memente limitados.

Prova: Na prova a seguir, k; > 0 sao constantes
que nao dependem das condigoes iniciais e U;(.) €
K. A prova é demonstrada em trés partes.

1) A fun¢ao de monitoragao para chavear com
o sinal correto: Suponha que a lei de controle (23)
chaveie de acordo com a lei de adaptacao definida
em (46) e fator de projecao definido em (47) e (48),

sem parar Vt € [0,t,), onde t3; pode ser finito ou
infinito. Entéo, a;(k) em (50) e (51) crescera de
forma ilimitada com k — 4o0o0. Portanto, existe
um valor finito k¥ tal que para k£ > k o termo
ai(k)e; /"™ > Col2(0)e™%, ai(k) > O(71/?)
e sgn(K,) é estimado corretamente. Nesse caso,
Gim(t) > &(t),Vt € [tg, tp+1) com & em (49). Além
disso, £ é um limite superior vélido para ||e;||. Por-
tanto, nenhum chaveamento ocorrera depois de
t = ty, por exemplo, tr11 = tpr [ver (52)], o que
leva a uma contradigdo. Desta forma, ;. (51)
tem que parar de chavear depois de algum tempo
finito k=Nety € [O,tM).

2) Estabilidade em relagdo a um conjunto
restrito: Porque N é o nimero de chaveamen-
tos necessarios para garantir que as inequacgoes
a(N)ee_t/a(N)|z(O)|e*)‘1t e a(N) > O(y1/?) se-
jam mantidas, nao é dificil concluir que N pode ser
relacionado a ||z(0)||. De fato, podemos escrever
N < Uy (]|z(0)|]) + k1, que significa que N pode ser
feito menor (nao abaixo de k;) através da redugao
de ||2(0)||. Portanto, temos a(N) < Wa(||2(0)||+k2
e, de (49),

le@®Il < a(llz(0)]]) +¢,VE =0, (54)

Vt € [0,tp), onde ¢ é uma constante positiva.
Utilizando a forma regular (Utkin, 1978),(Utkin
et al., 2009) para a realizacao do espago de estados
de (22), todos os estados z do sistema sao dirigi-
dos pela saida y da planta, a qual é uniformemente
limitada porque y = e + y,,, € o modelo de refe-
réncia de saida y,, é também uniformemente limi-
tado. Portanto, dado R > ¢, para ||z(0)|| < R,
com Ry < U3 (R — ¢), entdo ||2(t)|| é limitado a
uma distancia de R com ¢ — t;;. Isso implica que
z(t) é uniformemente limitado (tp; = 4+00). Por-
tanto, a estabilidade com relagao a bola de raio ¢
é garantida para z(0) na bola Ry.

3) Limita¢ao do sinal em malha fechada e
convergéncia exponencial: Primeiro, porque z
e e sao uniformemente limitados, entao X =
z + Xy também é uniformemente limitado por-
que Xp; é o modelo de referéncia do vetor de
estados. Dessa forma, relembrando que X =
[zT wT wl], podemos também concluir, de forma
subsequente, que x,w;,ws,w sao uniformemente
limitados. Seguindo os mesmos argumentos apre-
sentados na prova do Teorema 2, podemos veri-
ficar que ||0(t)|] < My, Vt > 0. Dessa forma,
u=[0T0; 010, ... 67 Q,,] é também unifor-
memente limitado.

Porque o controle de direcao foi corretamente
estimado, o rastreamento global e assintético é al-
cangado, de acordo com o Teorema 2. A conver-
géncia assintética de todo o vetor de erro de es-
tado z para zero pode ser demonstrada utilizando
a forma regular (Utkin, 1978), (Utkin et al., 2009)
para a realizagdo do espago de estados de (22),
onde todos os estados do sistema sao conduzidos



pela saida da planta y,, que é uniformemente li-
mitada. Finalmente, a partir do Teorema 2, sa-
bemos adicionalmente que todas as trajetérias do
sistema convergem para uma vizinhanga pequena
da ordem de O(y~'/?) perto da origem do espaco
do estado de erro, ao menos exponencialmente.
O

7 Simulagoes e resultados

Considerando a seguinte planta MIMO com

1
G(S):mf{m
sendo
| cos(¢)  sen(o)
Bo=|_sen(@) cos(s)]"

com ¢ = 60°, assumindo que K, e seus sinais sao
desconhecidos, Wy = diag{1/(s +1),1/(s + 1)},
Uy = @?Ql, Q{ = [7“1 T2 UQ], Ug = @gQQ’ Qg =
[r1 r2], e as leis de adaptagao sao (46)-(48), sendo
i=1,2er? =10[sen(t) cos(t)]. Foram realizadas
simulacoes com valores de y; = v, =1 e My = 5.

A fungdo de monitoracao ird mudar a dire-
¢ao de controle toda vez que a inequagao (53) for
violada.

Os resultados obtidos estao apresentados da
Figura 1 & Figura 5. E possivel ver pelos resulta-
dos que as fungoes de monitoragao sao capazes de
encontrar a direcao de controle correta e que os
sinais de erro convergem para zero sem sacrificar
demasiadamente as amplitudes dos sinais de con-
trole. A Figura 6 e Figura 7 mostram os resultados
quando utilizamos v; = 5 = 100. Os parametros
sao adaptados de forma mais agressiva o que faz
com que o fator de projecao tenha um papel ainda
mais importante para que a adaptagao ocorra den-
tro de determinada regiao e, com isso, é possivel
obter melhores transitérios sem sacrificar o sinal
de controle.

8 Conclusoes

Nesse trabalho foram utilizadas fungoes de moni-
toragao individualizadas para cada variavel do ve-
tor de erros de saida em conjunto com um contro-
lador BMRAC multivariavel. As funcoes de mo-
nitoragao foram responsaveis por encontrar os si-
nais de cada menor principal da matriz HFG (res-
ponsavel pela direcao de controle). Assim sendo,
a convergéncia para zero do erro de trajetoria
e a estabilidade exponencial do sistema em ma-
lha fechada para um conjunto residual pequeno
foram rigorosamente demonstradas. As simula-
¢oes realizadas apresentaram resultados satisfaté-
rios, onde os objetivos propostos foram alcanga-
dos, ilustrando assim a eficiéncia do método.
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Figura 1: Saidas y1,(t) com y1(t) € yam(t) com
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Figura 2: Saida y1,,,(t) com y1(t) e yam(t) e ya(t)
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Figura 3: Sinal de erro e(t) e sinal de controle u(t)
com fator de projecdo e 11 =v2 =1
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Figura 4: Parametros ©; e O, com fator de pro-
jecao ey =y =1

le1(V)]
Monitoragéo 1

le2V)]
Monitoragéo 2

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Tempo(s) Tempo(s)

Direg&o de controle
S o b
Diregéo de controle
o

10 20 30 40 50 o 10 20 30 40 50
Tempo(s) Tempo(s)

Figura 5: Fungbes de monitoragao 1 e 2 com |eq (¢)]
e |ea(t)| e suas respectivas diregdes de controle -
com fator de projecao e 73 =2 =1
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Figura 6: Sinal de erro e(t) e sinal de controle ()
com fator de projegao e y; = 2 = 100
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Figura 7: Pardmetros ©1 e O3 com fator de pro-
jecao e y1 = 2 = 100
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