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DE ESTADO PARA SISTEMAS LINEARES COM SALTOS MARKOVIANOS

Rafael F. Cunha∗ Gabriela W. Gabriel∗ José C. Geromel∗
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Abstract— The objective of this paper is to design a robust partial sampled-data state feedback control law
for Markov Jump Linear Systems (MJLS) in which both continuous and discrete exogenous inputs are considered.
The specificity of this control structure lies in the fact that only the state variable is sampled, while the stochastic
parameter that defines the Markov mode of the system used for control purposes is free to change at any time
between samples. As main result, a method expressed through Differential Linear Matrix Inequalities (DLMIs)
is proposed which provides sufficient convex conditions for the existence of a solution in the context of H∞ and
H2 performance for the mentioned class of control problems. LMI solver facilities to implement the proposed
method capable of providing a guaranteed minimum cost control in only one shot is adopted. An example is
used for illustration.
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Resumo— O objetivo deste artigo é projetar uma lei de controle robusto parcialmente amostrado via reali-
mentação de estado para sistemas lineares com saltos markovianos (MJLS) em que são consideradas entradas
exógenas tanto cont́ınuas quanto discretas. A especificidade dessa estrutura de controle está no fato de que
somente a variável de estado é amostrada, enquanto que o parâmetro estocástico que define o modo da cadeia
de Markov do sistema usado para fins de controle é livre para mudar a qualquer momento entre os instantes de
amostragem. Como resultado principal, é proposto um método expresso através de desigualdades diferenciais
lineares (DLMIs) que fornece condições convexas suficientes para a existência de uma solução no contexto dos
ı́ndices de desempenho H∞ e H2 para a classe de problemas de controle mencionada. Rotinas que resolvem
LMIs são utilizadas para a implementação do método proposto capaz de fornecer um controle de custo mı́nimo
garantido em uma única iteração. Um exemplo é usado para ilustração.

Palavras-chave— Sistemas de dados amostrados, sistemas de controle em rede, LMI, processo de Markov

1 Introdução

Este artigo aborda a estabilidade e o desempe-
nho de controladores robustos parcialmente amos-
trados via realimentação de estado para MJLS,
onde apenas a variável de estado é amostrada, en-
quanto o parâmetro estocástico que define o modo
da cadeia de Markov do sistema usado para fins de
controle não é afetado por esta operação. O pro-
blema de projeto de sistemas de controle em rede
(NCS) tem sido amplamente considerado nas últi-
mas décadas, especialmente em ambientes indus-
triais, veja (Yang, 2006), tornando-se uma aplica-
ção prática importante que se enquadra no con-
texto atual de projetos de sistemas de controle.

Modelar um sistema usando técnicas de sal-
tos markovianos é muito útil quando mudanças
abruptas precisam ser consideradas, como no caso
do NCS. Na literatura, um modelo em tempo dis-
creto puro é adotado em (Costa et al., 2006) e
(Todorov and Fragoso, 2016), entre muitos ou-
tros. Neste contexto, a referência (Wu et al., 2017)
foca em um controle passivo asśıncrono, enquanto
(Oliveira et al., 2014) trata o caso independente
do modo. Já os MJLS de tempo cont́ınuo são am-
plamente tratados em (Costa et al., 2013). A refe-
rência (Rodrigues et al., 2017) utiliza um detector
de modo para o caso em que esta informação é
desconhecida. Uma abordagem geral para lidar
com incertezas que afetam tanto as matrizes do

sistema quanto os parâmetros da matriz de taxa
de transição é dada em (Morais et al., 2016).

Uma abordagem h́ıbrida foi utilizada em
(Gabriel et al., 2017) e (Gabriel et al., 2018) para
a obtenção de condições necessárias e suficientes
de estabilidade e desempenhosH2 eH∞ ótimos de
controle por realimentação de estado em sistemas
amostrados, inteiramente expressas em termos de
LMIs. Nestes casos adotou-se

u(tk) = Lθ(tk)x(tk) + Edθ(tk)wd[k − 1], (1)

∀k ∈ N, onde u(·) é o sinal de controle amostrado,
x(·) é a variável de estado de dimensões compat́ı-
veis conhecida no instante de tempo t = tk, θ(·)
é o modo da cadeia de Markov e wd[·] é um si-
nal de rúıdo definido em tempo discreto. Recu-
perando o contexto de NCS, a estrutura (1) pode
ser interpretada como o controle de tempo con-
t́ınuo Lθ(t)x(t) sendo transmitido para o atuador
através de uma rede de banda limitada, conforme
a Figura 1. Neste trabalho, uma outra posśıvel
estrutura de controle é imposta, ou seja,

u(t, tk) = Lθ(t)

(
x(tk) + Edθ(tk)wd[k − 1]

)
, (2)

t ∈ [tk, tk+1),∀k ∈ N. Uma interpretação para (2)
é a estrutura descrita na Figura 2. Observe que
em (2) o parâmetro de salto markoviano no sinal
de controle não é afetado pela operação de amos-
tragem. Para modelar essa estrutura, é necessário
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Figura 2: Rede entre sensor e controlador.

introduzir algumas novas descrições matemáticas
no sistema h́ıbrido associado, quando comparadas
às utilizadas em (Gabriel et al., 2018).

A notação utilizada é padrão. Para matri-
zes quadradas, tr(·) denota a função traço. Para
vetores ou matrizes reais, (′) indica o seu trans-
posto. Para matrizes simétricas, (•) indica o seu
bloco simétrico e X > 0 (X ≥ 0) denota que X
é positiva (semi)definida. Os śımbolos R, R+ e N
denotam os conjuntos dos números reais, reais não
negativos e naturais, respectivamente. K é o con-
junto dos N primeiros números naturais. O ope-
rador do valor esperado é E{·}. O operador P(·)
indica a probabilidade do evento (·). A norma
de qualquer trajetória wc(t) ∈ Rrc , ∀t ∈ R+ é
‖wc‖22 =

∫∞
0
E(wc(t)

′wc(t))dt e L2 indica o con-
junto de todas as trajetórias com norma finita.
Similarmente, em tempo discreto, a norma de uma
trajetória wd(tk) ∈ Rrd , ∀k ∈ N, é ‖wd‖22 =∑∞
k=0 E(wd(tk)′wd(tk)) e `2 indica o conjunto de

todas as trajetórias com norma finita. A notação
f [k] = f(tk) indica as amostras em tk, k ∈ N.

2 Formulação do problema

Considere uma classe de MJLS homogêneo em
tempo cont́ınuo com a seguinte realização

ẋ(t) = Aθ(t)x(t) +Bθ(t)u(t) + Ecθ(t)wc(t), (3)

y[k] = x(tk) + Edθ(tk)wd[k − 1], (4)

z(t) = Cθ(t)x(t) +Dθ(t)u(t), (5)

em que x(·) : R+ → Rn, u(·) : R+ → Rm, wc(·) :
R+ → Rrc , e z(·) : R+ → Rs são o estado, o
controle, a entrada exógena e a sáıda controlada
em tempo cont́ınuo, respectivamente. A entrada
exógena wd[·] : N → Rrd e a sáıda medida y[·] :
N → Rn são definidas em tempo discreto sendo
wd[−1] um valor conhecido.

Assume-se que o sistema (3)-(5) parte de uma
condição inicial nula x(0) = 0. Ademais, θ(t) ∈ K
é uma variável randômica governada por um pro-
cesso markoviano de tempo cont́ınuo com condi-
ção inicial θ(0) = θ0 ∈ K tal que P(θ0 = i) =
πi0 ≥ 0 , ∀i ∈ K, satisfazendo

∑
i∈K πi0 = 1 e uma

matriz de taxa de transição {λij} = Λ ∈ RN×N ,
que define as probabilidades de transições

P(θ(t+ ε) = j|θ(t) = i) = δi−j+λijε+o(ε), (6)

onde δi−j é o delta de Kronecker, que significa,
δi−j = 1 se i = j ∈ K e δi−j = 0, caso contrário,
com limε→0+ o(ε)/ε = 0. Os elementos de Λ são
tais que λij ≥ 0, ∀i 6= j, e

∑
j∈K λij = 0, ∀i ∈ K.

Considere o sinal de controle da forma u(t) =
u(t, tk), t ∈ [tk, tk+1),∀k ∈ N, em que a sequência
de instantes de amostragem igualmente espaçada
{tk}k∈N é tal que t0 = 0, tk+1 − tk = h > 0,
∀k ∈ N. Nós iremos fornecer condições para a
determinação dos ganhos de realimentação de es-
tado Li ∈ Rm×n, ∀i ∈ K, de tal forma que com
a lei de controle (2) o sistema em malha fechada
seja estável em média quadrática e um ı́ndice de
desempenho desejado seja minimizado. Observe
que até agora, segundo o conhecimento dos auto-
res, uma estrutura de controle via realimentação
de estado do tipo (2) ainda não foi tratada. Segue
a definição do MJLS h́ıbrido

ψ̇(t) = Fθ(t)ψ(t) + Jcθ(t)wc(t), (7)

z(t) = Gθ(t)ψ(t), (8)

ψ(tk) = Hψ(t−k ) + Jdθ(tk)wd[k − 1] (9)

para θ(t) ∈ K no intervalo de tempo t ∈ [tk, tk+1),
∀k ∈ N, com as matrizes de dimensões compat́ıveis
∀i ∈ K,

G′i =

[
C ′i
L′iD

′
i

]
, Jci =

[
Eci
0

]
, Jdi =

[
0
Edi

]
,

Fi =

[
Ai BiLi
0 0

]
, H =

[
I 0
I 0

]
. (10)

Identificando a variável de estado como ψ(t)′ =
[x(t)′ y(tk)′] ∈ R2n, segue imediatamente das
equações (7)-(9) que (3)-(5) é assegurada e u(t) =
u(t, tk), ∀t ∈ [tk, tk+1),∀k ∈ N conforme (2), é
reproduzido. Note que o processo começa em
t0 = 0 a partir das condições iniciais ψ(0) =
Hψ0 + Jdθ0wd[−1] que depende de ψ0 = ψ(0−)
e de wd[−1]. Esses valores e as entradas exóge-
nas wc ∈ L2 e wd ∈ `2 são definidos de acordo
com o problema de interesse, que será tratado em
seguida. O principal objetivo deste trabalho é de-
terminar a lei de controle (2) para problemas que
recaem no âmbito de otimização relacionados aos
ı́ndices de desempenho H2 e H∞ em MJLS. Note
que, para um dado escalar γ ∈ R+ e a lei de con-
trole (2), a expressão

ργ(ψ(0)) = sup
wc∈L2
wd∈`2

‖z‖22− γ2
(
‖wc‖22 + ‖wd‖22

)
(11)



é uma função de ργ(·) : R2n → R+ associada ao
MJLS h́ıbrido (7)–(9). Assumindo que ele é es-
tável em média quadrática, de (11) e do fato de
que ψ0 = 0 e wd[−1] = 0 implica em ψ(0) = 0,
o problema H∞ de modelagem do controle parci-
almente amostrado ótimo se reduz à minimização
de γ2 com respeito a u(·) sujeito a ργ(0) ≤ 0.
Por outro lado, ρ∞(ψ(0)) = ‖z‖22 segue do fato
de que para γ = +∞, o problema (11) fornece
w∗c = 0 e w∗d = 0. Adicionando as parcelas devido
às condições iniciais correspondentes aos impul-
sos de tempo cont́ınuo δ(0−) (delta de Dirac) e de
tempo discreto δ[k − 1] (delta de Kronecker) em
cada canal da entrada exógena wc e wd respectiva-
mente, então a minimização de

∑rc+rd
`=1 ρ∞(ψ`(0))

fornece o controle parcialmente amostrado base-
ado na otimização do ı́ndice H2.

3 Controle por realimentação de estado

Para um dado γ > 0, a função ργ(ψ(0)) segue
da solução estacionária da equação de programa-
ção dinâmica associada à perturbação de pior caso
w∗c ∈ L2 e w∗d ∈ `2 nas entradas exógenas de
tempo cont́ınuo e discreto, respectivamente.

Teorema 1 (Gabriel et al., 2018)
Sejam os escalares h > 0, γ > 0, a condição ini-
cial ψ(0) e as matrizes Li ∈ Rm×n, ∀i ∈ K, dadas.
O MJLS h́ıbrido (7)–(9) é estável em média qua-
drática e a função (11) satisfaz

ργ(ψ(0)) ≤
∑
i∈K

πi0ψ(0)′Pi(0)ψ(0) (12)

se e somente se existirem funções de matrizes si-
métricas Pi(t) : R+ → R2n×2n, satisfazendo as
desigualdades matriciais acopladas

Ṗi + F ′iPi + PiFi+γ
−2PiJciJ

′
ciPi

+G′iGi ≤ −
∑
j∈K

λijPj (13)

∀t ∈ [0, h), sujeitas às condições de contorno

Pi(h) ≥ H ′
(
Pi(0)−1 − γ−2JdiJ ′di

)−1
H ,

Pi(0) > 0, (14)

em que γ2I > J ′diPi(0)Jdi para todo i ∈ K.

Prova: A prova segue de uma adaptação direta
do Teorema 1 de (Gabriel et al., 2018), fazendo
Si = Pi(0) > 0 e adotando as matrizes do espaço
de estado Fi, Gi, Jci, Jdi e Hi = H definidas como
em (10) para todo i ∈ K. 2

Pode ser visto por integração simples que,
sempre que existir, qualquer solução das desigual-
dades acopladas (13) é tal que Pi(t) > 0 para todo
t ∈ [0, h) e i ∈ K, porque as condições de contorno
(14) em conjunto com γ2I > J ′diPi(0)Jdi impõem
que Pi(h) > 0 para todo i ∈ K.

O Teorema 1 fornece o valor exato da função
ργ(·) sempre que o lado direito da desigualdade
(12) for minimizado. Observe que o conjunto de
DLMIs (13) pode ser convertido em um conjunto
de LMIs acopladas. Assim, a avaliação da fun-
ção reduz-se à solução de um problema de pro-
gramação convexa. No entanto, o problema de
śıntese de controle que temos que resolver é muito
mais dif́ıcil porque as matrizes Fi e Gi para todo
i ∈ K dependem dos ganhos de realimentação de
estado Li, i ∈ K fazendo com que a minimiza-
ção da função ργ(·) resulte em um problema não
convexo. A maneira de contornar essa dificuldade
é particionar a função matricial positiva definida
Pi(t) : R+ → R2n×2n na forma

Qi(t) = Pi(t)
−1 =

[
Yi(t) U

U ′ Ŷi(t)

]
, i ∈ K. (15)

Ou seja, o elemento da diagonal secundária U ∈
Rn×n deve ser não singular, independente do
modo da cadeia de Markov e constante em todo
intervalo de tempo t ∈ [0, h), deixando de satisfa-
zer a parte da necessidade do Teorema 1.

Teorema 2 Sejam os escalares h > 0, γ > 0
e a condição inicial ψ(0) dados. Se existirem
funções matriciais Yi(t), Xi(t) : R+ → Rn×n,
Wij(t) : R+ → R2n×2n para todo j 6= i ∈ K e
matrizes Ki ∈ Rn×m, U ∈ Rn×n satisfazendo as
desigualdades diferenciais linearesRi

[
YiC

′
i +K ′iD

′
i

XiC
′
i +K ′iD

′
i

] [
Eci
0

]
• −I 0
• • −γ2I

 < 0, (16)


Wij +

[
Yi Xi

Xi Xi

] [
Yi Xj

Xi Xj

]

•
[
Yj Xj

Xj Xj

]
 > 0, (17)

em que Ri = Zi +
∑
j 6=i∈KλijWij e

Zi =

[
−Ẏi + He(AiYi +BiKi) AiXi +BiKi

• Ẋi

]
para todo t ∈ [0, h), com He(X) = X+X ′, sujeitas
a condições de contorno iniciais e finais tais que
Yi0 U Yih Xih 0
• U+U ′ −Xi0 Yih Xih Edi
• • Yih Xih 0
• • • Xih 0
• • • • γ2I

 > 0, (18)

então, com os ganhos de realimentação de estado
Li=Ki(U

′)−1, ∀i ∈ K e

Pi(0) = Qi(0)−1 =

[
Yi0 U
• U ′X−1i0 U

]−1
> 0, (19)

o limite superior (12) é garantido.



Prova: Defina as funções matriciais quadradas
não singulares Γi = diag{I, Ŷ −1i U ′} e Xi =

UŶ −1i U ′ > 0, ∀i ∈ K. De (15) tem-se que Qi > 0
se e somente se Yi > Xi > 0, ∀i ∈ K. Logo, a
partir de Γi, de (15) e de manipulações algébri-
cas, nota-se que (17) pode ser reescrita como[

Wij + Γ′iQiΓi Γ′iQiΓj
• Γ′jQjΓj

]
>0, ∀j 6= i ∈ K. (20)

Aplicando-se o complemento de Schur no elemento
(2, 2) e sabendo-se que λij ≥ 0, ∀j 6= i ∈ K, então∑
j 6=i∈K

λijWij >
∑
j 6=i∈K

λijΓ
′
i(QiQ

−1
j Qi −Qi)Γi

=
∑
j∈K

λijΓ
′
iQiQ

−1
j QiΓi. (21)

Como (16) e (17) são verdadeiras por hipótese, da
definição de Xi, observando-se que U̇ = 0 e a de-
sigualdade (21), o complemento de Schur aplicado
aos elementos (2,2) e (3,3) em (16) leva a

−Q̇i+FiQi +QiF
′
i + γ−2JciJ

′
ci

+QiG
′
iGiQi ≤ −

∑
j∈K

λijQiQ
−1
j Qi. (22)

para cada i ∈ K, válida em todo intervalo de
tempo t ∈ [0, h). Adicionalmente, note que (17)
implica que Γ′iQiΓi > 0, ∀i ∈ K e ∀t ∈ [0, h). Mul-
tiplicando os dois lados de (22) por Q−1i , verifica-
se que a função matricial Pi(t) = Qi(t)

−1 > 0
existe e satisfaz (13). Por outro lado, analisando-
se as condições de contorno, o fato de que Xi0 > 0,
onde adota-se Mi(0) = Mi0 e Mi(h) = Mih para
todo i ∈ K, implica que U ′X−1i0 U ≥ U + U ′ −
Xi0, ∀i ∈ K. Substituindo-se o segundo bloco di-
agonal de (18) por U ′X−1i0 U e das definições de Γi,
Qi e da matriz H, obtem-se Γ′i0Qi0Γi0 Γ′i0HQihΓih Γ′i0Jdi

• Γ′ihQihΓih 0
• • γ2I

 > 0 (23)

para todo i ∈ K. Pré e pós multiplicando-se (23)
por diag{Γ−1i0 ,Γ

−1
ih , I}, o complemento de Schur

aplicado ao resultado fornece as condições de con-
torno do Teorema 1. Finalmente, as matrizes cal-
culadas em t = 0 resultam em (19) com Ŷi0 =
U ′X−1i0 U . Como consequência, o limite superior
de (12) é assegurado. A prova está completa. 2

Em contraste com a estrutura de controle da
forma (1) para a qual o problema de otimização
associado é convexo, a da forma (2) impõe um
problema não convexo. Para este último caso,
uma linearização através de transformações de va-
riáveis pode não existir uma vez que, neste con-
texto, as estruturas das matrizes do sistema apli-
cadas a (13) impõem que uma particularização
em Pi(t) seja considerada. Neste caso, verifica-se
que fazendo-se os blocos fora da diagonal principal

de (15) constantes no tempo e independentes do
modo, as matrizes de ganho Li são perfeitamente
recuperadas. Esta imposição faz com que as va-
riáveis matriciais Li, ∀i ∈ K sejam invariantes no
tempo, mas introduz algum conservadorismo no
resultado final.

4 Controle parcialmente amostrado

Especializemos o resultado do Teorema 2 para li-
dar com os problemas de śıntese de controle de
custo garantido H2 e H∞ mı́nimos. O Teorema 2
permite avaliar o custo garantido mı́nimo associ-
ado a cada um desses ı́ndices, preservando a con-
vexidade. O próximo corolário trata o caso H∞.

Corolário 3 Seja h > 0 dado. O controle por
realimentação de estado parcialmente amostrado
da forma (2) com custo garantido H∞ mı́nimo é
fornecido pela solução ótima do problema de oti-
mização convexa

inf
Wij ,Xi,Yi,Ki,U,γ

{
γ2 : (16)− (18)

}
. (24)

Os ganhos são dados por Li = Ki(U
′)−1, ∀i ∈ K.

Prova: Observe que ργ(0) ≤ 0 é equivalente a di-
zer que ‖z‖22 − γ2(‖wc‖22 + ‖wd‖22) ≤ 0, para todo
wc ∈ L2 e wd ∈ `2. Conclui-se que o problema de
śıntese de controle H∞ pode ser formulado como a
minimização de γ2 sujeito às restrições indicadas,
fazendo desse corolário uma consequência imedi-
ata do Teorema 2. 2

Uma maneira simples de resolver o problema con-
vexo (24) é converter as desigualdades diferenci-
ais lineares em LMIs. Os ganhos de custo mı́nimo
garantido são calculados em apenas uma rodada e
não como resultado de um algoritmo iterativo con-
vergente. Uma ideia semelhante foi apresentada
em (Gabriel et al., 2018) para o caso da estrutura
de controle da forma (1). O próximo corolário
considera o caso H2.

Corolário 4 Seja h > 0 dado e defina γ = +∞.
O controle de realimentação de estado parcial-
mente amostrado da forma (2) com custo garan-
tido H2 mı́nimo é fornecido pela solução ótima do
problema de otimização convexa

inf
Wij ,Xi,Yi,
Ki,Vi,Mi,U

{∑
i∈K

πi0Φi : (16)− (18)
}
, (25)

com Φi = tr(Vi) + tr(Mi) em que as variáveis
simétricas Vi ∈ Rrc×rc e Mi ∈ Rrd×rd satisfazem[

Vi E′ci
• Yih −Xih

]
> 0, ∀i ∈ K, (26)Mi 0 E′di

• Yi0 U
• • U + U ′ −Xi0

 > 0, ∀i ∈ K. (27)

Os ganhos são dados por Li = Ki(U
′)−1, ∀i ∈ K.



Prova: Observe que a condição inicial ψ`(0) equi-
vale a fazer cada uma das rc colunas da matriz
HJcθ0 correspondendo a impulsos de tempo con-
t́ınuo δ(0−) aplicados a cada canal da entrada exó-
gena wc e a cada uma das rd colunas de Jdθ0 cor-
respondendo ao impulso de tempo discreto δ[k−1]
aplicados a cada canal da entrada exógena wd. As
parcelas da soma

∑rc+rd
`=1 ρ∞(ψ`(0)) sendo calcu-

ladas com γ = +∞ fornecem a função objetivo
desejada. Desta forma, do limitante superior (12)
segue que

rc+rd∑
`=1

ρ∞(ψ`(0))

<
∑
i∈K

πi0

(
tr(J ′ciQ

−1
ih Jci)+tr(J ′diQ

−1
i0 Jdi)

)
(28)

visto que as condições de contorno iniciais e finais
(14) impõemQ−1ih = Pi(h) > H ′Pi(0)H, para todo
i ∈ K. Observe que o cálculo da inversa desta
matriz de blocos fornece

Vi > J ′ciQ
−1
ih Jci = E′ci(Yih −Xih)−1Eci (29)

para cada i ∈ K, o que reproduz (26). Além disso,
(27) é uma condição suficiente para garantir que
Mi > J ′diQ

−1
i0 Jdi para todo i ∈ K e por consequên-

cia a função objetivo em (25). 2

Repare que a nova restrição (26) é sempre fac-
t́ıvel, pois o bloco quadrado definido pela interse-
ção das linhas e colunas 3 e 4 da condição de con-
torno (18) impõe Yih − Xih > 0, ∀i ∈ K. Neste
caso, a condição suficiente dada por (27) não im-
põe um aumento de conservadorismo na aplicação
do Teorema 2 visto que a condição U+U ′−Xi0 ≤
U ′X−1i0 U já é imposta em (18). Em linhas gerais,
as mesmas observações feitas para o problema de
śıntese de controleH∞ são válidas para o casoH2.

4.1 Controle independente do modo

Para fins de aplicação prática, é importante in-
vestigar a situação em que o controlador não tem
acesso aos modos da cadeia de Markov do sistema
em malha aberta, mas continua sendo capaz de de-
terminar um controle parcialmente amostrado via
realimentação de estado. Para isso, basta sinteti-
zar um que seja independente do modo. Assim,
é necessário impor que Li = L, ∀i ∈ K, de tal
modo que u(t, tk) = L(x(tk) + Edθ(tk)wd[k − 1]),
∀k ∈ N. Para fazer essa śıntese basta impor,
adicionalmente, que Ki = K, ∀i ∈ K nos pro-
blemas (24) e (25), respectivamente. Fazendo-se
isso, o ganho independente do modo é dado por
Li = K(U ′)−1 = L, ∀i ∈ K, como desejado.

4.2 Controle Robusto

O sistema da forma (3)-(5), para o tratamento
de incertezas, pode ser caracterizado como um

sistema linear com saltos markovianos politópico
dado como

F̄iα =

(
Aiα Biα Eciα
Ciα Diα Ediα

)
∈Mi, Λα ∈ Ω,

(30)
∀i ∈ K, onde o parâmetro α pertence a um sim-
plex unitário e os conjuntos Mi, i ∈ K, e Ω são
convexos e poliédricos, sendo dessa forma defini-
dos por um certo número de vértices. Observe que
as DLMIs do Teorema 2 são lineares em relação
aos parâmetros das matrizes F̄iα, i ∈ K, e Λα.
Dessa forma, as variáveis matriciais são mantidas
invariantes no conjunto de incertezas e o custo mı́-
nimo garantido pode ser determinado impondo-se
as DLMIs dos Corolários 3 e 4 em cada vértice do
politopo. Essa estratégia, já bem conhecida, pode
ser utilizada para tratar incertezas paramétricas.

5 Exemplo

Considere uma solução linear por partes da forma

Xi(t) = Xip + (Xi(p+1) −Xip)
( t− tp

η

)
, (31)

t ∈ [tp, tp+1], para p = 0, 1, · · · , nh−1, com Xip >
0, ∀i ∈ K e todo p = 0, 1, · · · , nh. Para a resolução
numérica de DLMIs, utilizou-se (31) com a mesma
estratégia de (Gabriel et al., 2018), com nh=16.

O problema a ser estudado consiste em um
sistema massa-mola-amortecedor com a estru-
tura planta-sensor-controlador-atuador na forma
da Figura 2 e composto por dois carros sem atrito
conectados por um amortecedor e uma mola. O
primeiro carro está anexado à parede através de
outra mola. A força wc(t) é a entrada exógena
atuando no primeiro carro. A força u(t, tk), so-
bre a qual atua a entrada exógena wd[k], é a
entrada de controle incidente sobre o segundo
carro. Um exemplo similar na forma da Figura
1 foi proposto em (Lutz, 2014) e resolvido em
(Gabriel et al., 2018) com uma matriz de taxa de
transição de estado conhecida. Com exceção de
E′di = [0 0 0 1], ∀i ∈ K, que caracteriza wd atu-
ando apenas sobre a velocidade do segundo carro,
as demais matrizes do espaço de estado do sis-
tema e de taxa de transição com o peŕıodo de
tempo discreto hd = 20 [ms] podem ser obtidas
em (Lutz, 2014) e (Gabriel et al., 2017).

Para considerar a posśıvel perda de pacotes na
rede, o sistema em malha aberta é modelado por
um MJLS com dois modos K = {1, 2} que repre-
sentam perda de pacote e sucesso na transmissão,
respectivamente. A distribuição de probabilidade
inicial π0 = [0.4 0.6]′ foi adotada. O efeito da
limitação de banda afeta somente a comunicação
entre o sensor e o controlador implicando em uma
lei de controle parcialmente amostrado da forma
(2) dentro de cada intervalo de tempo [tk, tk+1)
tal que h = tk+1 − tk = 200 [ms], ∀k ∈ N. Do Co-
rolário 3, este controle impõe um custo garantido



Figura 3: Simulação temporal

de γ = 6.24 associado às matrizes de ganhos L1 =
[0 0 0 0] e L2 = [0.093 − 1.009 − 0.508 − 2.420].
Observe que L1 nulo decorre de B′1 = [0 0 0 0], que
modela a perda de pacotes, fazendo com que os
ganhos do controlador não tenham nenhuma atu-
ação sobre o sistema quando este opera no modo
1. Considerando wc(t) = sin(πt/2) e wd(tk) =
sin(πtk/2) para todo t, tk ∈ [0, 5) e zero nos de-
mais instantes de tempo, o sistema em malha fe-
chada foi simulado com 2000 rodadas de Monte
Carlo no intervalo t ∈ [0, 10]. A Figura 3 mos-
tra na parte superior todas as trajetórias, dentro
do intervalo de um desvio padrão, da norma Eu-
clidiana quadrada da sáıda e na parte inferior, o
sinal de controle correspondente à última rodada.
Como esperado, todas as trajetórias vão para zero
após t = 5 [s], quando as pertubações terminam.

6 Conclusão

Abordou-se uma estrutura de controle em que
apenas a variável de estado é amostrada, enquanto
que o parâmetro estocástico associado à matriz
de ganho não é afetado por esta operação. Neste
caso, obteve-se condições suficientes para estabili-
dade em média quadrática e avaliação de desem-
penho no contexto de sistemas de controle par-
cialmente amostrado via realimentação de estado
sujeitos a entradas exógenas em tempo cont́ınuo e
discreto. Mostrou-se como adaptar a modelagem
para resolver sistemas sujeitos a incertezas pa-
ramétricas utilizando uma abordagem politópica.
As condições de projeto são convexas e simples
quando consideradas as desigualdades diferenciais
lineares, dentro de um intervalo de tempo definido
por um peŕıodo de amostragem. Assim, obteve-
se limitantes superiores para ı́ndices de desempe-
nho baseados em normas H2 e H∞. Peŕıodos de
amostragem variáveis são deixados para trabalhos
futuros.
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