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Abstract— In this work, we study the design of Ho static output feedback controllers for Markov jump linear
systems in a context of hidden Markov models. We present a general formulation in which the system depends
both on a Markov chain and an observed process, and we discuss some cases of interest that arise in Networked
Control Systems. In this context, we derive sup-optimal linear matrix inequalities conditions for the design of
Hoo static controllers that depend only on the observed process. In order to illustrate our results, we present a
numerical example in the context of Networked Control Systems.

Keywords— Markov jump linear systems, hidden Markov models, Hoo static control, linear matrix inequali-
ties
Resumo— Nesse trabalho, estudamos a sintese de controladores Hoo estdticos por realimentagao de saida

para sistemas lineares com saltos markovianos no contexto dos modelos ocultos de Markov. Apresentamos uma
formulacao geral na qual o sistema depende do modo da cadeia e do processo de observagao, e discutimos alguns
casos de interesse que surgem em Controle Através da Rede. Nesse contexto, derivamos condigbes sub-étimas em
termos de desigualdades matriciais lineares para a sintese de controladores Hoo estaticos que dependem somente
do processo de observacao. Para ilustrar nossos resultados, apresentamos um exemplo numérico no contexto de

Controle Através da Rede.
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1 Introducao

O estudo de sistemas sujeitos a variagoes abruptas
em sua dinamica vem recebendo bastante atengao
na literatura. Particularmente, o uso de sistemas
lineares com saltos markovianos (do inglés, Mar-
kov jump linear systems, MJLS), se tornou uma
importante ferramenta com aplicacbes em Con-
trole Através da Rede (do inglés, Networked Con-
trol Systems, NCS), robdtica, entre outros. Atu-
almente, existe um nimero consideravel de traba-
lhos em MJLS, como por exemplo, Costa et al.
(2005), Dragan et al. (2013) e suas referéncias.
Em MJLS, a disponibilidade do modo de ope-
ragdo do sistema para o controle é um aspecto
fundamental. Além dos casos classicos, como por
exemplo, o dependente do modo em Costa et al.
(2005) e o caso de observacao em clusters e inde-
pendente do modo, veja por exemplo, do Val et al.
(2002), foram introduzidos modelos alternativos
de disponibilidade do modo que englobam aplica-
¢oes de interesse. Em Costa et al. (2015) foi con-
siderada a chamada abordagem do detector, onde
encontra-se disponivel para o controle somente
uma estimativa 6(k) da cadeia de Markov 6(k),
no espirito dos chamados modelos ocultos de Mar-
kov (do inglés, hidden Markov models, HMM). A
abordagem do detector pode ser também chamada

de observagdo assincrona, por exemplo, como em
Song et al. (2017), ou de sistemas markovianos de
cadeia oculta, por exemplo, veja de Oliveira and
Costa (2018). Em Aberkane et al. (2008) foi es-
tudado o controle estético misto Ha/H a tempo
continuo considerando que o processo de detecgao
é modelado por outra cadeia de Markov condicio-
nada a cadeia original. Ambos os trabalhos Costa
et al. (2015) e Aberkane et al. (2008) focam nos
sistemas tolerantes a falhas. Alternativamente, o
trabalho Ogura et al. (2018) considerou um pro-
cesso de observacao onde somente alguns modos
da cadeia original podem ser eventualmente ob-
servados.

As contribuigoes deste trabalho sdo condigoes
de sintese na forma de desigualdades matriciais li-
neares (do inglés, linear matriz inequalities, LMIs)
para controladores H., estaticos e sub-6timos que
dependem somente do processo de observagao é(k)
de Costa et al. (2015). Nesse contexto, apresenta-
mos uma formulagdo mais geral a de Costa et al.
(2015), onde o processo de comutagao da planta
depende de ambos 0(k) e 6(k), ¢ assim alguns
casos de interesse podem ser estudados. O foco
deste trabalho é em NCS, onde as perdas de pa-
cote sao comumente caracterizadas como modelos
ocultos de Markov como, por exemplo, o modelo



de Gilbert-Elliott em (Marcondes, 2005; Gongal-
ves et al., 2010). Nossas condigbes sdo baseadas
no procedimento classico de Peaucelle and Arze-
lier (2001), Mehdi et al. (2004) e Morais et al.
(2014) para obter uma formulagao convexa para a
sintese de controladores estaticos que estabilizem
estocasticamente o sistema em malha fechada e
garantam um limitante superior para sua norma
Hoo- Um exemplo ilustrativo em NCS é apresen-
tado, onde a perda do sinal medido é representada
pelo modelo de Gilbert-Elliott.

Este trabalho é organizado conforme segue. A
notacao é introduzida na Secao 2, as andlises pre-
liminares como a defini¢do do sistema, a classe de
controladores admissiveis, as definigoes de estabi-
lidade estocéstica e norma H,, e a formulacao do
problema sao apresentados na Secao 3. Na Se-
cao 4 sao apresentadas as condigoes de sintese de
controladores estaticos Ho, por meio do procedi-
mento de dois estagios ilustrado por um algoritmo.
O exemplo numérico no contexto de NCS e HMM
¢é apresentado na Secao 5 e nossas observagoes fi-
nais sdo dadas na Secéo 6.

2 Notagao

A notagao adotada é padrao. O espago euclidiano
de dimensao n é representado por R™. O espaco
das matrizes de dimensao n X m e dos operado-
res lineares é representado por B(R™,R"), e por
simplicidade, adotamos B(R™) := B(R",R"). O
sinal / representa a operacdo de transposicao. O
operador identidade de dimensao n é representado
por I,, o operador nulo, por 0, e a matriz com-
posta por blocos diagonais, por diag(-). Define-se
Her(G) := G + G’ para G € B(R™). Para N e M
inteiros positivos, os conjuntos N e M sao defini-
dos por N:={1,2,3...,. N} e M:={1,2,3,..., M},
respectivamente. O conjunto H™"™ representa o
espago linear de uma sequéncia de N matrizes re-
ais V. = {11, Vs, ..., Va}, V; € BR",R™), i € N,
e adota-se H" := H™" e H"" := {V € H";V; >
0,i = 1,...,N}. Para P,V € H"", escreve-se
P >VseP; >V, ieN. Emumespaco de proba-
bilidade (€2, F,Prob), o operador E(-) representa
o valor esperado. O espaco de sinais cuja norma
w3 := > 22y E(|w(k)||?) é finita é representado
por I5(F).

3 Anadlises preliminares

Neste trabalho é considerado o seguinte MJLS G
com cadeia oculta em um espago de probabilidade

(Q, F, Prob),
z(k +1) = Agyz(k) + By u(k) + J5w(k)
y(k) = L~(k)x(k‘) + Hé(k)w(k) (1)
2(k) = Cyeyr(k) + Dy ulk) + Eggjyw(k)

onde z(k) € R™ é o estado, u(k) € R™ é a en-
trada de controle, w(k) € R” é a entrada exdgena,
y(k) € R? é a saida medida, e z(k) € R? é a saida
controlada.

A varidvel estocéstica O(k) = (6(k),0(k)) ¢
composta por uma cadeia de Markov oculta (k)
com espago de estados N e probabilidade de tran-
sicdo p;; = Prob(8(k+1)=j|6(k) =1i), bem
como por uma saida observada é(k) e condicio-
nada em 0(k) de forma que oy = Prob(6(k) =1 |
0(k) = 1), onde M é o conjunto de saidas de 6(k).
Define-se também My = {I € M : agpy > 0}
que representa os possiveis valores de é(k) para
um dado modo da cadeia de Markov.

O objetivo desse trabalho é sintetizar con-
troladores estdticos por realimentacao de saida
que dependam somente do processo de observagao
é(kz) Neste caso, o controlador assume a seguinte
forma

u(k) = Koy (k), (2)

e define-se K := (Ki,...,Kp). Conectando-se
(1) e (2), obtém-se o seguinte sistema em malha
fechada representado por Gx

e(k+1) = Agg (k) + Jzgw(k)

z(k) = ~é(k)ﬂlf(k) + Eé(k)w<k) )

onde as matrizes do sistema (3) sdo dadas por

Ay = Ay + By KLy, Jy:=Jy+ ByK Hy,

Cy = Cy+ DyK,Ly, Ey:=Ey+ DyK Hy,
(4)

para todo i € N, [ € M.

Nota 1 O modelo de 0(k) recai na chamada abor-
dagem do detector apresentada em Costa et al.
(2015) se restringirmos 6(k) = 0(k) e, portanto,
generaliza o caso de observagcdo dependente do
modo, em clusters, e independente do modo. Por
outro lado, no presente trabalho apresentamos ou-
tra interpretacao de interesse para o campo de
NCS onde perdas de pacotes em rajada podem
ser representadas por modelos ocultos de Markov,
como o de Gilbert-Elliott, veja, por exemplo, Mar-
condes (2005) e Gongalves et al. (2010). A ade-
quacao do MJLS em (3), bem como a aplicagao
utilizando o canal de Gilbert-Elliott serd detalhada
no exemplo numérico apresentado na Secao I.

Na sequéncia apresentamos alguns conceitos
bésicos para MJLS, como o da estabilidade es-
tocastica (do inglés, stochastically stability, SS),
adaptado de Costa et al. (2015).

Definicao 1 (Estabilidade estocastica) O

sistema (3) € dito estocaticamente estdvel (SS)
para uma dada lei de controle (2) e w = 0
se [|#]3 = Yoo E ([z(k)]?) < oo, para toda
condi¢do inicial xo com segundo momento finito
e todo modo inicial 0. O



Considerando a Definicédo 1, caracterizamos o
conjunto de controladores admissiveis K por

K := {K como em (2) tal que (3) seja SS}. (5)

Em Costa et al. (2015) foi apresentado um con-
junto de desigualdades de Lyapunov acopladas
que sao usadas neste trabalho para verificar a SS
de (3). Para isso, considere os seguintes operado-
res para V € H" e A; € B(R"™),

)= piVi,
JjEN

= > @i AE(V) A, (6)

leM;

para todo ¢,7 € N, e £, £ € B(H"). Escolhendo
Ay = A em (6) para A;; dado em (4), reprodu-
zimos o seguinte teorema de (Costa et al., 2015).

Teorema 1 As sequintes afirmagdes sdo equiva-
lentes:

(i) K € K.
(ii) Eziste P € H"", P > 0, tal que
P—L(P)>0, (7)
para um dado K. O

Dada a definigao de estabilidade estocés-
tica, discutiremos a definicdo de norma H., para
MJLS, retirada de de Oliveira and Costa (2018).

Defini¢ao 2 (Norma Ho,) Para K € K,
assumindo-se a condi¢ao inicial xg = 0, a norma

Hoo de (3) € definida como

BB

0FAwelL (F),00EN [wlle

19k [loo ==

O

A Definicdo 2 se torna equivalente a definigdo
usual da norma H., para o caso sem saltos.

Em Todorov et al. (2018), foi apresentado o
bounded-real lemma para sistemas markovianos de
cadeia oculta, reproduzido a seguir.

Teorema 2 (Bounded-real lemma) Temos
que K € K e ||Gk|loc < se existirem P € H",
tais que

{0 721} le% ai Y (P (8)

~ ~ / ~ ~
_ NAa Ju| [&(P) 0| [Au  Ja
T(P):= {Cu Eil:| { Ca Eul’

para todo i € N. O

A partir dessas definigbes, apresentamos for-
malmente o objetivo deste trabalho: encontrar
controladores estdticos em (2) tais que K € K e
ISk ||oo < v para um dado v > 0. Outra formula-
¢ao de interesse é obter o controlador que fornece
o menor valor de custo garantido v,

. 2 . C .
Il(IgK{’y : sujeito a (8)}. 9)
O problema de otimizac¢ao em (9) é ndo convexo e
de dificil solugao. Sabe-se que, mesmo para siste-
mas lineares e invariantes no tempo, o problema
de sintese de controladores estaticos possui difi-
culdade consideravel, por exemplo, veja as discus-
soes em Sadabadi and Peaucelle (2016) e referén-
cias. Dessa forma, derivamos uma solucao subé-
tima para (9) por meio do chamado algoritmo de
dois estdgios proposto em Peaucelle and Arzelier
(2001) and Mehdi et al. (2004) e estendido para
MJLS, por exemplo, em Morais et al. (2014).
Para as discussoes da Secao 4, dado F :=
(F1,..., Fy), definimos o seguinte conjunto

F:={F:(6) para A; = A; + By F1},

que representa o conjunto de ganhos por realimen-
tagdo de estados que estabiliza (1) caso z(k) esti-
vesse disponivel para o controle.

4 Resultados

Nesta secao, apresentamos o resultado deste tra-
balho, isto é, uma aproximagao para o problema
em (9). Considere as seguintes desigualdades para
todoi € N, [ € M; e um dado F € F,

P M( ) .
I 0 ,Y2I:| ZXM; Q;l lM(Q) M(g)] (10)

M (1) ° ° ° °
Mi(l2) M z'(zg) i ® *

GilAz('lF) GilJil (I)il ° ) > 0,
Ci(lF) Ey 0 I °
L T YiHi  B,G; Dy Ya

(11)

onde Az('lF) = Ay + Buly, Ci(lF) = Cy + Dy Fy,
Ly = —XiFy + YLy, ®4 = Her(Gy) — E(P), e
U;; = —Her(X;). O conjunto de varidveis de (10)-
(11) é denotado por

{Mz(l1)7M Z)Mz(lg ?G’Ll7Pi7Xl’}/2} Jo

onde o = {V4}, 7a := 72, se consideramos «y como
uma varidvel, e ¢ = 0, caso contrario. O con-
junto de todas as possiveis solugoes de (10)-(11) é
representado por

E(F) ={¢ : (10) = (1)}

Nesse contexto, o proximo teorema, inspirado em
Morais et al. (2014) introduz o resultado deste ar-
tigo.



Teorema 3 Para um dado F' € F, se £ € E(F),
entdo escolhendo-se K; = Xlel para todo I € M,
temos que K € K e ||Gk|lco < 7. O

Prova: Considere que (10)-(11) sejam satisfeitas.
Nota-se que — Her(X;) > 0, o que implica que X;
é invertivel. Dessa forma (11) pode ser reescrito
como R;; + Her(U'X;V;;) > 0, onde

Mz‘(ll) ° ° ° .
Mi(lQ) Mi(l3) ° e
Ry = GilAZ(.lF) GaJu Pu e o
o Es 0 1
0 0 BiGy, Dy

)

(12)

bem como U := [OOOOI]eVil:

[Si T; 0 0 —I]. Define-se a matriz
I 00 0 S
;|0 I 0 0 T

N(8,T) = 0 01 0 0}
0 00 I O

para Sil = KlLil — Fl (§] Til = KlHil7 Kl =
X, 'Y, Note que VuN(S,T) = 0 e UN(0,0).
Multiplicando-se (12) pela esquerda por N (S, T)’
e pela direita por N (S,T), considerando-se que
Gu&(P)"'Gy > ®; (ver de Oliveira et al.
(1999)), bem como aplicando-se na desigual-
dade resultante a transformagao de congruéncia
diag(I,,,I,,G;* I, 1,,), obtém-se

il

Mi(ll) . ° °
Mi(l2) Mi(l3) ® * 0
AEIF) +BuSu  Ju+BaTy &(P)™' e e

Ci(lF) + DSy Ey+ DyTy 0 I
(13)

Portanto, pelo Lema da Projecao, veja por exem-
plo, Boyd and Vandenberghe (2004), temos que
(11) é satisfeita somente se N'(S, T) RyN (S, T) >
0 e MN(0,0)RyN(0,0) > 0 forem conjuntamente
satisfeitas (note que ambas as desigualdades po-
dem ser obtidas de (13)). Considerando (13)
com S; = 0 e T; = 0, temos que uma condi-
¢ao necessdria para a factibilidade de (11) é que
F € F. Por outro lado, note que AEIF) + B;1 Sy =

Ay, Ju + BaTy = Ju, CZ-(IF) + DySy = Cy, e
E;y + DyTy = Ey em (4). Portanto, aplicando-se
o complemento de Schur em (13) e considerando
(10), obtém-se (8), e assim K € K e ||Gk||co < -
O

Nota-se que a factibilidade de (10)-(11) depende
da escolha de F, portanto caso Z(F) = (), faz-se
necessario obter-se um novo ganho F' para uma
nova tentativa. Esses podem ser calculados (ap6s
pequenas modificagoes para incorporar a influén-
cia de é(kz) no sistema (1)), por exemplo, atra-
vés das condigoes apresentadas em Costa et al.

(2015),Todorov et al. (2018) e de Oliveira and
Costa (2018). Dessa forma, o problema de oti-
mizagao (9) pode ser aproximado por

geig(fF){% H(10) = (1)} (14)

para 72 = v, em (10). Ilustramos no seguinte al-
goritmo o procedimento de dois estagios inspirado
em Morais et al. (2014) para encontrar o ganho
estatico de realimentagao de saida K € K.

Algoritmo de dois estagios

(1) Calcule um conjunto de ganhos F' por meio
dos resultados em Costa et al. (2015), de Oli-
veira and Costa (2018) e Todorov et al. (2018);

(2) Use F como entrada em (14) e calcule K; para
todo [ € M.

Nota 2 O caso do detector de (Costa et al., 2015)
¢ recuperado se 0(k) = 0(k), e assim Ay = Aj,
By =By, Ju=1Ji, Ly =L;, Hy = H;, Cy = C;,
D; = D;, e E; = E; em (10)-(11). Outras si-
tuacdes de interesse podem ser representadas, por
exemplo, considerando Ly = L; e Hy = H; em
(10)-(11). A motivagdo deste modelo serd ilus-
trada na sequéncia, na Se¢do 5.

5 Exemplo numérico

No exemplo numérico desta segao, considera-se o
controle de um batch reactor através de uma rede
de comunicacao discreta modelada pelo canal de
Gilbert-Elliott. Este é ilustrado pela Figura 1,
veja, por exemplo Gongalves et al. (2010). Nesse

1—prr

PBB

~ ’, ‘
a1 - DPeR
’ ~

1 1
, PeB . PeRt
1 1

Y &° N Y

1_peB

Sucesso Falha

Figura 1: O canal de Gilbert-Elliott.

caso, define-se uma cadeia de Markov 6(k) com
espago de estados N = {1,2}, onde 6(k) = 1 re-
presenta o estado BOM e 6(k) = 2 representa o
estado RUIM da Figura 1. Alternativamente, o
processo de falha é(k) possui espaco de estados
M = {1,2}, onde f(k) = 1 representa Sucesso
de envio do sinal e (k) = 2, Falha de envio.
Neste caso, considerando os dados fornecidos em
Marcondes (2005) para um canal de relagao si-
nal/ruido de 5 dB, podemos construir as seguintes



matrizes de probabilidades de transigao e proba-
bilidades condicionais

o _[0925 0075] . [l—pes pes
pis] = [0.380 0.620} laal = L— Per Per]’

isto é, ppp = 0.925, prr = 0.620, e p.g = 0.020
e per = 0.2750. Nesse contexto, considera-se uma
adaptacao do modelo de batch reactor de Walsh
et al. (2002) discretizado por um segurador de or-
dem zero de periodo de amostragem T = 100 ms.
Assume-se que os sinais dos sensores desse sistema
sao enviados pelo canal de Gilbert-Elliott descrito
pela Figura 1. Neste caso, as matrizes de (1) sao
dadas por

1.1782 0.0015  0.5116 —0.4033
4, — | 00515 0.6619 —0.0110  0.0613
47100762 03351 0.5606  0.3824 |’
| —0.0006 0.3353  0.0893  0.8494
, [ 0.0045 0.4672  0.2132  0.2131
7 |-0.0876 0.0012 —0.2353 —0.0161]’
;o100 o0 10
@710 0 0 0" 000 0f
, oo
bem como D;; = e E;; = 0249, para todo

0 1
1 € N, [ € M;. Note que esse tipo de modelagem
é comumente utilizado em NCS, por exemplo, em
Gongalves et al. (2010), pois nesse caso considera-
se que a unica influéncia do canal ocorre nos sen-
sores. Portanto modela-se a saida medida y(k)
por

Loy = Loy Howy = Horys

isto é, as matrizes do sensor dependem somente
do processo de falha 6(k). Nesse caso, temos

101 -1 0 0.1
que Ly = {0 10 0]’H1_ {0 0.2}’138“ra

O(k) = 1 (sem falha), bem como Ly = Ogyxy €
Hy = 0355 para O(k) = 2 (com falha). Assume-se
que o controlador consegue medir o valor de é(k:)
por meio de um protocolo que permite a detegao
da falha, um pressuposto utilizado em Gongalves
et al. (2010) e Gongalves et al. (2012).

Considerando as condigoes de sintese dadas
em Costa et al. (2015) (Coroldrio 1), calcula-se,
através do LMI Control Toolbox em (Gahinet
et al., 1995), os seguintes ganhos de realimenta-
¢ao de estados no primeiro passo do Algoritmo de
Dois Estéagios,

o 0.9462 —1.4785 0.1604 —1.7785
17146510 0.0228 3.4294 —1.8617|°

o 0.5572 —1.4534 0.0887 —1.0891
27128656 0.0781 3.0050 —0.2395]"

Para o segundo passo do Algoritmo, a solugao de
(14) é v* = 1.5922 e os controladores estaticos sao

dados por

—0.2672
2.3812

—1.7463
Ky = —0.1011
e Ky = 0545. Nota-se que o procedimento de ma-
nipulagdo da cadeia oculta da Figura 1 em Gon-
calves et al. (2010) e Gongalves et al. (2012) nao é
mais necessario ao se aplicar diretamente o modelo
de observagao parcial adotado neste trabalho.

Por outro lado, consideramos agora o resul-
tado de (Morais et al., 2014) para o caso de agru-
pamento em clusters. Nesta situacao faz-se ne-
cessério definir uma nova cadeia de Markov (k)
de quatro estados que representam as situagoes
de (1) BOM-Falha, (2) BOM-Sucesso, (3) RUIM-
Falha e (4) RUIM-Sucesso. A matriz de probabi-
lidades de transigao é calculada através da com-
binagao das probabilidades ppp, PRR, PeB € PeR-
A clusterizacao é realizada de acordo com o su-
cesso (1) ou a falha de transmissao (2), dada por-
tanto por N = {24} e N® = {1,3}. Conside-
rando o mesmo controlador por realimentagao de
estados utilizado anteriormente no primeiro esta-
gio como entrada para as condigoes em (Morais
et al., 2014) (para o caso onde a matriz de proba-
bilidades de transigdo é precisamente conhecida)
e minimizando o custo garantido 7, obtém-se o
seguinte controlador

_ [-0.1480

—1.6978
Kr=1 94638

—0.0958

e Ky = 049, para um custo garantido minimo de
7* = 1.7621. Portanto, para este exemplo, as con-
digoes do Teorema 3 forneceram um custo garan-
tido 9.6% inferior, aproximadamente, comparado
com o resultado de (Morais et al., 2014).

6 Conclusao

Apresentamos nesse trabalho uma modificagdo da
abordagem do detector de (Costa et al., 2015),
onde a planta pode depender tanto da cadeia de
Markov 6(k), bem como da varidvel observada
(k). Essa formulacio engloba tanto a chamada
abordagem do detector, onde é(k‘) representaria
um detector de falhas, quanto os modelos ocul-
tos de Markov para NCS, onde é(k) representaria
um processo de perda de pacotes. Nesse contexto,
foram apresentadas condigoes na formulagao LMI
para a sintese de controladores H., estaticos que
dependem somente de 6(k). Um exemplo numé-
rico que ilustra o uso dessa abordagem em NCS foi
apresentado, onde utiliza-se o modelo de Gilbert-
Elliott para modelar as falhas de transmissao sem
a necessidade de processos de clusteriza¢do utili-
zados na literatura.
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