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Abstract— Control and analysis of multivariable linear dynamic systems with unstructured parametric un-

certainty are dealt with from the interval mathematics perspective. Guaranteed stability is achieved from the
Kharitonov theorem. Observability and complete state controllability are also generalized for systems with un-
certain parameters. Two controller design methods are proposed viz. Interval Coefficient Coupling and Interval
Ackermann method. Results show the effectiveness of the design methods and provide bounds on the possible
values of the states during the transient period due to the uncertainty on the exact parameters. Extensions of
the controllability and observability analyses and of the design methods to the interval case are contributions of
this study.

Keywords— Robust Control. Interval Mathematics. Parametric Uncertainty.

Resumo— Anélise e controle de sistemas dindmicos lineares multivaridveis com incerteza paramétrica nao-
estruturada sado tratados neste trabalho sob a perspectiva da matemética intervalar. Estabilidade garantida é
obtida a partir do Teorema de Kharitonov. As caracteristicas de observabilidade e controlabilidade completa de
estados também sdo generalizadas para sistemas com parametros incertos. Sao propostos dois métodos de projeto
de controladores robustos, método de Pareamento de Coeficientes Intervalares e método de Ackermann Intervalar.
Os resultados mostram a efetividade dos métodos de projeto e provém limites para os valores possiveis dos estados
durante o regime transitério em vista da incerteza a respeito dos valores exatos dos parametros. As extensdes
das andlises de controlabilidade e observabilidade e dos métodos de projeto por Pareamento de Coeficientes e

Ackermann para o caso intervalar sdo contribuigoes deste trabalho.

Palavras-chave— Controle Robusto. Matemaética Intervalar. Incerteza Paramétrica.

1 Introdugao

1.1  Contextualizacao

Existem incertezas a respeito dos valores exatos
dos parametros de um sistema por diferentes ra-
zoes: (i) a identificacao de pardmetros baseada em
dados provenientes de ambiente estocastico requer
aproximagao e escolhas; (ii) devido a existéncia
de nao-linearidades intrinsecas aos instrumentos
de medicao e atuagado, e.g. zona morta, histe-
rese, saturagdo, atraso; (iii) leis fenomenoldgicas
que assumimos como verdadeiras sao aproxima-
¢Oes validas entre limites; e (iv) sistemas fisicos
sao sujeitos a variagao temporal.

Sistemas dinamicos continuos, lineares e in-
variantes no tempo podem ser representados por
meio de uma equacao diferencial ordinaria de or-
dem n,

Y™ () +ary™ TV () A an—19(t) any(t) =
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(1)
onde u e y sao variaveis de entrada e saida; a; € R
é parametro; o tempo t é continuo.

H&4 diversas maneiras de considerar incer-
teza na modelagem de sistemas dinamicos line-
ares. Uma das maneiras mais utilizadas é a in-
certeza politépica (Caun et al., 2018) (Rodrigues
et al., 2018). Nessa representagdo, os possiveis va-
lores dos parametros do sistema incerto formam

um politopo no espago dos parametros, isto €, o
sistema pertence a um invélucro convexo no es-
pago dos pardmetros (Karimi et al., 2007) (Leite
et al., 2015). Um caso especial da incerteza poli-
tépica € a incerteza intervalar. Os parametros do
sistema sao representados por intervalos de niime-
ros reais ou complexos.

Neste trabalho assumimos incerteza intervalar
sobre os parametros a;, b; Vi para andlise qualita-
tiva garantida das propriedades de sistemas dina-
micos lineares continuos e para projeto robusto.
Formalmente, a equagao (1) é reescrita como

y " () + [ag, @y () + .+ (2)

@1, Gn-1]9(t) + [a,, @uly(t) =

= [bo,g]u ()+ .+
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onde a;, @;, b; e b; Vi sdo limiares inferiores e su-
periores para os valores possiveis dos parametros
a; € b;. O modelo (2) leva em consideragao in-
certeza paramétrica, estabelecendo um intervalo
de valores que os parametros podem efetivamente
assumir. Andlise e projeto baseados em parame-
tros limiares podem sugerir limites de desempenho
para um sistema.

A representagdo convencional de (2) em es-
pago de estados (Kalman, 1962) é



z = Ax+ Bu
= Cz+ Du, (3)

onde z € R"™ é vetor de estados; u € R é en-
trada. Além disso, A € IR™*" ¢ matriz de pa-
rametros do sistema; B € IR™*! é matriz de en-
trada; C' € IR™™ ¢ matriz de saida; e D € TR**!
refere-se a matriz de transmissao direta. IR refere-
se a matrizes com elementos intervalares reais.
Por exemplo, se o0 modelo (3) estd na forma cand-
nica controldvel (Kalman, 1962), suas matrizes de
parametros assumem o formato

0 1 0 0
0 0 1 0
A= : : : " :
0 0 0 ... 1
a,,@n] —[ay_1,Tn-1] .o —lag, a1
B=1[0 0 1)’

b1, 7] — [a, @) - bo, Bo)

D= [[ij bO]]

A partir da representacio intervalar em es-
paco de estados, (3), as segOes seguintes tratam
sobre sua estabilidade, contralabilidade de estados
e de saida, e observabilidade. Além disso, ganhos
de controladores por realimentagao linear de esta-
dos sao obtidos a partir dos métodos de projeto
Pareamento de Coeficientes Intervalares e Acker-
mann Invervalar. Estes sao extensoes intervalares
de seus andlogos para parametros reais. As andli-
ses apresentadas e os dois métodos de projeto sao
contribuicoes do presente trabalho.

1.2 Trabalhos Relacionados

A literatura sobre sistemas multivaridveis com pa-
rametros ou variaveis incertas é extensa. Varios
trabalhos utilizam métodos da matematica inter-
valar para avaliar e controlar sistemas dindmicos
especificos ou classes de sistemas. A ideia do pre-
sente trabalho é, no entanto, diferente. A esséncia
da teoria moderna de controle, conforme Kalman
(1962), é abordada partindo-se da conjectura que
o sistema fisico é originalmente representado por
uma equagao diferencial ordindria com parametros
intervalares.

Existem diversos trabalhos que consideram in-
certezas paramétricas a partir do uso de politopos
definidos no espaco dos parametros do modelo.
Trabalhos como os de Leite et al. (2004) e Oliveira

and Peres (2008) apresentam técnicas para and-
lise de estabilidade robusta de sistemas com para-
metros incertos limitados por um politopo. Leite
et al. (2002) discutem a existéncia de um controle
por realimentacao de estados para tais sistemas,
assumindo que o polo esta localizado dentro de
um circulo no plano complexo.

A andlise intervalar moderna de Moore et al.
(2009) tem sido aplicada em uma variedade de
areas. Trabalhos como Chen et al. (1997), Jau-
lin and Walter (2002) e Jaulin et al. (2002) uti-
lizam andlise intervalar no tratamento de dados
e estimagao de parametros. Técnicas interva-
lares sao utilizadas também no projeto de con-
troladores PID (Banerjee et al., 2015), controle
6timo (Chang and Peng, 1972), controle preditivo
(Zhang and Kovacevic, 1997), controle de sistemas
nao-lineares em tempo discreto (Jaulin and Wal-
ter, 1997) e controle granular (Leite et al., 2012)
(Leite et al., 2015).

Em relagao a pesquisa em controle robusto
por meio de desigualdades matriciais lineares
(LMIs), e.g. (Guerra and Vermeiren, 2004) (Leite
et al., 2015), controle intervalar é uma abordagem
concorrente, pouco discutida. Em outras palavras,
existem poucos teoremas e provas na literatura —
apesar de existirem resultados importantes, como
aquele da estabilidade de Kharitonov. O problema
de relaxacao de LMIs surge analogamente em mo-
delagem e controle intervalar a partir do conser-
vadorismo introduzido pelas operacoes envolvendo
intervalos. Implicitamente, na abordagem interva-
lar, também sao considerados politopos no espaco
dos parametros.

1.8 Objetivos

Os objetivos deste trabalho sdo: (i) analisar quali-
tativamente sistemas dinamicos lineares continuos
representados em espago de estados a partir de
matrizes de parametros em IR e IC. Parame-
tros nao-estruturados, em principio, nao permi-
tem estimagbes ou modelagem de variagoes; e (ii)
obter métodos sisteméticos de projeto robusto le-
vando em conta os valores possiveis dos parame-
tros. Controle robusto deve garantir requisitos de
desempenho independente da variagdo e/ou da in-
certeza sob o valor exato dos parametros.

2 Aritmética Intervalar

O intervalo fechado [a,b] é o conjunto
[a,b] = {x € Rya < x < b}. (4)
Intervalos serao representados por letras
maiusculas, e seus extremos por letras minuscu-

las. Por exemplo,

X = [Qv j] (5)



O conjunto de todos os intervalos fechados re-
ais é denotado por IR (Jaulin et al., 2001).

As operacoes da aritmética usual podem ser
estendidas para o caso intervalar (Moore et al.,
2009; Moore, 1966). Sendo X = [z,%] e Y = [y, 7]
dois intervalos, sdo definidas as operacoes

X+Y=z+yT+7), (6)
X-Y=[z-757y| (7)
XY = [min S, max 5], (8)

sendo S = {zy, 2y, Ty,Zy}. Além disso, caso 0 ¢
Y, também sao definidos

1Y =[1/3,1/y] 9)

XY =X 1}Y. (10)
A largura do intervalo X = [z,T] é
w(X) =7 -z, (1)
e seu ponto médio é

z+7
2

m(x) = (12)
Da mesma maneira, o ponto médio do vetor inter-
valar V = (X1, Xa,..., Xp) é o vetor

m(V) = (m(X1),m(Xs),...,m(X,)). (13)

Um conjunto de vetores intervalares é line-
armente dependente se existem constantes reais
ci,...,Cn, nd0 todas nulas, tais que ¢4 Vi + --- +
¢V, € um vetor intervalar contendo o vetor nulo.
Caso contrario, os vetores V; sao ditos linearmente
independentes.

O determinante de uma matriz intervalar M é
calculado de forma similar ao célculo para matri-
zes reais. Entretanto, utiliza-se as operacoes arit-
méticas intervalares ao invés das operacoes com
nimeros reais. Seja a matriz intervalar

XY
M= [Z W], (14)

com X, Y, Z W e€IR, entao
M|=X -W-2-Y. (15)

Se M tem elementos intervalares, entdo |M| é um
intervalo, podendo ser um intervalo degenerado.

Uma matriz intervalar M tem posto completo
se seus vetores linha sao linearmente independen-
tes. De outra forma, |M| nao deve conter 0.

3 Anadlise de Sistemas com Parametros
Intervalares

Considere sistemas cujos erros paramétricos de
modelagem sao representados por meio de inter-
valos de ntimeros reais. Tais intervalos contém o
valor correto e limitam as possiveis variagoes. Ad-
mita sistemas representados na forma (3).

3.1 Estabilidade

A estabilidade de um sistema pode ser inferida
pela posicao de seus polos em relagao ao eixo ima-
ginario. A equacao caracteristica de um sistema
linear com parametros intervalares é

|sI — Al =0. (16)

Sendo A intervalar, os coeficientes do polino-
mio caracteristico também sao intervalos. A equa-
¢ao caracteristica assume

Aps® + Ap_ 18" P4+ Ay =0, (17)

sendo A; = [a;,a;].

Um polinémio intervalar é robustamente es-
tdavel se é estavel para todos os valores que seus
coeficientes podem assumir dentro de seus respec-
tivos intervalos (Jaulin et al., 2001). Em outras
palavras, um polindmio intervalar é robustamente
estavel se suas raizes tém parte real negativa para
todas as combinagoes de coeficientes possiveis den-
tro de seus intervalos.

Da mesma maneira, um polindémio intervalar
é robustamente instdvel se é instavel para algum
valor dos coeficientes dentro dos intervalos de pos-
sibilidade.

O Teorema a seguir permite reduzir o nimero
de polindmios que precisam ser avaliados a apenas
quatro, Jaulin et al. (2001).

Teorema 1 (Kharitonov) Seja A = [a,,,ay]s"
+ ... +[ag,a0] um polinémio intervalar. Entao,
A € robustamente estdvel se, e somente se,

-1 — -2 — -3
Qnsn +Qn,18n + an728n 4 an,gs” 4

n—>5

n—4
+Qn—4s +Qn—5$ L]

ansn +Qn_1$n71 +Qn_25n72 +an_3sn73 4
Fan 48" ra, 5"
ansn +an713n_1 _~_Qn728n—2 +Qn,33n_3 +

_ 4, = -5
+an—43n + an—E’)sn °

Qnsn +an713n_1 +an728n_2+gn,33n_3+

-4 - -5
Fa,_ 48" A58

sao estdveis.



Prova: Vide (Yeung and Wang, 1987). O

A estabilidade de sistemas lineares com para-
metros intervalares pode ser inferida aplicando o
Teorema de Kharitonov a equagao caracteristica
intervalar do sistema em questao.

3.2  Controlabilidade

O conceito de controlabilidade de estados est4 re-
lacionado a possibilidade de influenciar os estados
a partir da entrada. Esse conceito é estendido
para sistemas com parametros intervalares.

Um sistema com incerteza paramétrica inter-
valar é de estado robustamente controldvel se tem
estados controlaveis para todos os valores dos pa-
rametros dentro dos respectivos intervalos de pos-
sibilidade. Isto é, o sistema é robustamente con-
trolavel se permanece controlavel apesar de vari-
agoes paramétricas ou erros de modelagem.

Teorema 2 Um sistema com incerteza parameé-
trica intervalar € de estado robustamente contro-

lavel se, e somente se, sua matriz de controlabi-
dade

M = [B AB A’B A"le]

tem posto completo para quaisquer combinacoes de
valores de pardmetros de A e B dentro de seus
respectivos intervalos de possibilidade.

Prova: Se M tem posto completo para todos os
valores possiveis dos parametros de A e B dentro
dos intervalos de possibilidade, entdo o sistema
tem estados controldveis para qualquer configu-
ragio exata (ndo-incerta) particular. Nesse caso
M tera vetores linha linearmente independentes e
|M| # 0 para quaisquer A e B especificas. O

Caso o sistema tenha entrada e saida tunicas,
M é matriz quadrada de ordem n. O Teorema
2 diz que |M| é um intervalo que ndo contém 0,
pois se 0 C | M|, alguma configuracao paramétrica
causard dependéncia linear de vetores linha.

Um sistema com incerteza paramétrica inter-
valar é dito de saida robustamente controldvel se
sua saida é controlavel para quaisquer valores as-
sumidos pelos parametros.

Teorema 3 Um sistema com incerteza paramé-
trica intervalar € de saida completamente contro-
lavel se, e somente se,

N=[CB CAB CA’B CA"'B D]

tem posto completo para quaisquer combinagoes
dos elementos de A, B, C e D dentro de seus
respectivos intervalos de possibilidade.

Prova: Andloga aquela do Teorema 2. O

Ao contrario do que acontece no caso da con-
trolabilidade de estados de sistemas com uma en-
trada e uma saida, a matriz N nao é quadrada.
Faz-se necessario verificar se os vetores linha de
N sao linearmente independentes.

A controlabilidade completa de estados nao é
condicao necessaria nem suficiente para a contro-
labilidade da saida. Por exemplo, se D é nula e
C nao tem posto completo, é impossivel alcangar
uma determinada saida, nao importa quais sejam
os estados e que estes sejam controlaveis. Por ou-
tro lado, se um sistema tem saida controlavel e ha
mais estados do que saidas, entao hd mais de uma
combinacao de estados que resultam na mesma
saida. Logo, o sistema pode nao ter todos os es-
tados controlaveis, mas ter saida controldvel. A
matriz D sempre ajuda a estabelecer a controla-
bilidade da saida, porém D é nao-nula apenas para
sistemas com o mesmo nimero de polos e zeros.

3.8 Observabilidade

A observabilidade de um sistema linear esta rela-
cionada & possibilidade de se estimar os estados
a partir de valores da saida do sistema. Muitas
vezes, nao € possivel mensurar todos os estados
fisicamente. Faz-se necessario estimé-los a partir
do projeto de observadores. A alocagao dos po-
los de um observador é arbitraria se o sistema em
questao é observavel.

Teorema 4 Um sistema com incerteza paramé-
trica intervalar € robustamente observdvel se, e
somente se, a matriz de observabilidade

c
CcA
Q= | A

cAn!

tem posto completo para quaisquer combinacoes de
valores dos parametros de A e C dentro de seus
intervalos de possibilidade.

Prova: Se Q tem posto completo, nao existe com-
binagdo possivel dos elementos de A e C' dentro
dos intervalos de possibilidade que a facam ser
singular. Portanto, nao existe configuragao exata
particular do modelo que torne a estimagao dos
estados impossivel; os vetores linha de @ sao line-
armente independentes. O

Similar a analise de controlabilidade robusta
de estados, caso o sistema tenha entrada e saida
Unicas, a matriz Q é quadrada. A condicao do
Teorema 4 equivale a dizer que 0 ¢ |M]|.

Os Teoremas 1, 2, 3 e 4 permitem andlises
garantidas das caracteristicas de um sistema linear
incerto. Eles dispensam a verificagao de todas as
possibilidades para os parametros incertos, o que
seria absurdo, ja que sao infinitas.



4 Projeto de Controle Robusto

Controle de sistemas com incerteza paramétrica
deve garantir desempenho aceitavel para todos os
valores possiveis dos parametros.

Seja um sistema de ordem n com m entradas.
Assuma a lei de controle

u=h(z) =—-Ku; (18)

K € R™*" y é vetor de controle.

A incerteza intervalar dos parametros do mo-
delo que da suporte ao projeto do controlador K
pode ser traduzida em incerteza na posigao de seus
polos. Os polos sao representados por intervalos
complexos. Suas posigoes em relagao aos eixos real
e imaginario determinam o comportamento tran-
sitério do sistema.

Caso a regiao do plano complexo delineada
pelos polos intervalares complexos nao intercepte
o eixo real e esteja totalmente a esquerda do eixo
imagindario, o sistema serd sempre subamortecido.
Caso a regido intercepte o eixo real, o sistema pode
apresentar comportamento sobreamortecido, cri-
ticamente amortecido ou subamortecido, depen-
dendo dos parametros atuais. Estabilidade garan-
tida é obtida caso toda a regiao de incerteza esteja
a esquerda do eixo imaginério. De outra forma, o
sistema pode oscilar ou ser instavel.

Os métodos de projeto propostos se baseiam
em alocacao de polos. A posigao desejada dos po-
los em malha fechada deve ser escolhida de modo a
garantir que os requerimentos de desempenho se-
jam atendidos mesmo no pior caso (robustez). Sdo
critérios de desempenho: o sobressinal maximo;
tempo de subida, pico e acomodacao; frequéncia
de ressonancia; entre outros (Nise, 2012).

Um sistema incerto de ordem qualquer pode
ser aproximado pela soma das dinamicas de siste-
mas de primeira e segunda ordens. Relagoes de de-
sempenho para sistemas de segunda ordem sao co-
nhecidas. Elas representam com relativa acuracia
o comportamento de sistemas de ordem qualquer
desde que existam polos dominantes. A equagao
caracteristica de um sistema incerto de segunda
ordem é

s°+2- [Cva * [Wn, W) + [wmwin]Z =0 (19)

onde ¢ e w, sao o grau de amortecimento e a
frequéncia natural; s é frequéncia complexa.

A Fig. 1 mostra a disposigao de polos incertos
no plano complexo devido aos parametros interva-
lares em (19). Além disso, mostra limites, inferior
e superior, para os parametros associados. Note
que Wy, Wna, Wnh € [W,,0y]. Eventualmente, a re-
giao de incerteza dos polos envolve o eixo real in-
duzindo sobreamortecimento. Nao obstante, para
robustez da malha fechada, a regiao de incerteza
nao pode envolver o eixo imaginario.

N Im
W, Wyp
b 4
©na =
Oy
, o
Re
4
v

Figura 1: Regiao de incerteza no plano complexo
induzida por parametros intervalares

Seja tsq, tpa, %UPy e wpq, respectivamente,
o tempo de acomodacao, o tempo de pico, o so-
bressinal desejados; e a frequéncia de ressonancia
(Nise, 2012). Dados estes requerimentos, tem-se
que os polos desejados para a malha fechada de-
vem ser tais que [(,(] e [w,,,@,] satisfagam

4
E <lsd, (20)
100 x exp & < %U Py, (21)
V1-¢°
Tty (22

wny/1 — 2
wny/1—=¢

Wpd > Wy /1 —2¢% (23)

Essas condigoes garantem estabilidade e que o de-
sempenho seja superior ao requerido.

4.1  Pareamento de Coeficientes Intervalares

Generaliza-se o método de Pareamento de Coe-
ficientes reais de Kalman para o caso intervalar.
Esta é uma contribuicao deste trabalho. Essenci-
almente, o método consiste em equiparar os coe-
ficientes da equacao caracteristica do sistema em
malha fechada,

|sI — A+ BK| =0, (24)
i.e., o polinomio intervalar
Sn+A18n—l+...+An_15+An:0’ (25)

em que A; € IR, ¢ = 1,...n, com os coeficientes
da equagao caracteristica desejada, ou seja, com



os coeficientes b; obtidos a partir da posicao esco-
lhida para os polos p1, po, ..., p, conforme

(s—p1)(s—p2)...(s = pp) =0

§" 4 bys" " + b, 15+ b, =0. (26)

Comparando o ponto médio dos parametros
em (25) com os pardmetros em (26), determina-se
K. A abordagem do ponto médio fornece o menor
desvio méximo do polo do sistema real (incerto)
em relacao ao polo da malha fechada. O sistema
linear

m(A,) = b,
m(An—l) = bn—l (27)
m(Al) = bl.

tem solugao para quaisquer p; caso o Teorema 2
seja satisfeito. Se o sistema estiver na forma cano-
nica controldvel, as relagoes (27) sdo desacopladas,
facilitando o cédlculo de K.

Se o sistema possui multiplas atuagoes, (27)
tem mais incégnitas do que equagoes e, portanto,
multiplas solugoes. Assim, além de alocar polos
arbitrariamente, o método permite que outros re-
quisitos possam ser levados em conta, como lar-
gura de banda e robustez relativa.

4.2 Método Ackermann Intervalar

O método Ackermann Intervalar estende seu ho-
mologo para sistemas com pardmetros reais para o
caso incerto. Esta é uma proposta do presente tra-
balho. O método tem suporte do Teorema de Cay-
ley e Hamilton (Nise, 2012), que essencialmente
prova que toda matriz anula seu proprio polind-
mio caracteristico.
O controlador K é obtido de

K=1[0 0 1 M~ 'pe(4),  (28)

onde

M=[B AB AMIB](29)

é matriz de controlabilidade e

pe(A) = A"+ b0 A"+ by A+ D, (30)

é o polinomio caracteristico desejado avaliado em
A; I é a identidade (prova em (Nise, 2012)).

A abordagem do ponto médio, m(A"™), ...
m(A), fornece o menor desvio maximo do polo do
sistema real (incerto) em relagdo ao polo da malha
fechada. O método é aplicdvel diretamente a sis-
temas em que M é invertivel, ou seja, o Teorema
2 deve ser atendido.

5 Resultados e Discussoes

Um sistema hipotético, continuo, linear e invari-
ante no tempo, em espaco de estados, é conside-
rado nessa secao para ilustrar a efetividade das
analises e métodos de projeto.

Seja
& = Azx+ Bu
Cz, (31)
onde
0 1 ’
A= a2 (rg) B0
e
C=[1 0].

A equagio caracteristica em malha aberta é

|sT — A] = s%+[0,1] - s + ]2, 3]. (32)

Logo, os polinomios de Kharitonov sao

s2+3=0
s2+2=0
2+5+2=0
s24+s+3=0 . (33)

Suas raizes tém parte real negativa, logo o sistema
original é robustamente estavel.

E simples calcular as matrizes de controlabi-
lidade de estados, controlabilidade da saida e de
observabilidade a partir de (31),

M= ﬁ [i, 0]} (34)
N=[0 1 0 (35)
o= - (36)

Os determinantes de M e @ sdo intervalos (dege-
nerados) que ndo contém 0. Além disso, é ime-
diato que N tem posto 1. Logo, o sistema tem
estados e saida controlaveis e é observavel.

Sejam requisitos de desempenho que o sistema
tenha sobressinal méximo de 30% e tempo de aco-
modacao de 3 segundos. Métodos usuais para
alocacao de polos no plano complexo de forma
a atender estes requisitos podem ser empregados.
No entanto, devido & incerteza paramétrica, uma
“folga” é considerada de modo a garantir que os
requisitos sejam satisfeitos no pior caso.

O tamanho da folga, ou margem de seguranca,
pode ser definido de diferentes maneiras. Uma
abordagem ¢é assumir que o polo intervalar terd



uma largura, tanto na parte real quanto imagina-
ria, igual a maior largura dos parametros incertos
do sistema. Essa hipotese nem sempre é verda-
deira, mas pode ser interessante para um primeiro
projeto. Caso o sistema controlado nao atenda os
requisitos, novos polos devem ser escolhidos e o
controlador reprojetado.

No exemplo em questao, polos em —1 4 j pro-
porcionam tempo de acomodagao de 4 segundos e
sobressinal de menos de 5%. Como a maior lar-
gura do parametro incerto é 1, os polos do sistema
controlado serao posicionados em —2 £ j4. Utili-
zando o método de Pareamento de Coeficientes
Intervalares ou o método de Ackermann Interva-
lar; o vetor de controle projetado é

K =[17,5 3,5]. (37)

A equagdo caracteristica do sistema em malha fe-
chada é

|sI — A+ BK]| s% 4 [3.5,4.5] - 5 + [19.5,20.5]
= 5%-[0.40,0.50] - [4.42,4.53] - s
+1[4.42,4.53]2. (38)
Verifica-se a estabilidade robusta do sistema
em malha fechada a partir dos polinémios de Kha-
ritonov

s24+355+205=0
s24+355+195=0
s2 +4.55+195=0
s2 +4.55+20.5=0 (39)

Suas raizes tém parte real negativa.

Utilizando os valores limiares dos parametros
da malha fechada nas equacoes de desempenho,
(20) e (21), obtém-se:

4
0.40 x 4.42

100 x exp ( 0,40 x 7 ) - (41)

/1 — (0.40)2

= 25.38% < 30%,

=226 <3 (40)

i.e., os critérios de desempenho foram atendidos.

Outros critérios também poderiam ser garan-
tidos, como tempo de pico e frequéncia de resso-
nancia, conforme (22) e (23),

™

—0.78 (42)
4.42, /1 — (0.40)2
4,53 x /1—2x (0.5) =3.2, (43)

O tempo de pico serd de no maximo 0.78 segundos
e a frequéncia de ressonancia serd maior que 3.2
rad/segundo.

Suponha condigdo inicial nula, x = [0 0], e
uma entrada de referéncia, r, em degrau unita-
rio. Nesse caso, para que a saida y = z7 siga a
referéncia enquanto o estado xo é regulado, i.e.
z9 — 0, o ganho k; relativo a z; é considerado no
ramo direto. A lei de controle é modificada para
u=—Kzx+ kyr.

A Fig. 2 mostra a evolu¢ao dos estados de-
vido ao degrau unitario para o sistema projetado.
A incerteza paramétrica fornece um invélucro de
respostas possiveis. Nota-se que o sistema é sub-
amortecido para todos os valores dos parametros;
o0s polos incertos nao envolvem os eixos real e com-
plexo. Nota-se erro em regime permanente devido
ao sistema ser do tipo 0.
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Figura 2: Resposta ao degrau do sistema em ma-
lha fechada

E importante enfatizar que o sistema em ma-
lha fechada nao garante que os polos estejam efe-
tivamente em s = —2 4 j4, conforme desejado. Os
parametros intervalares do sistema representam a
impossibilidade da percepgao exata de seus valo-
res por meio das varidveis mensuraveis. Logo, a
resposta do sistema pode ser qualquer dentro do
invélucro apresentado na Fig. 2. O invélucro dos
estados refere-se as situagoes extremas.

6 Conclusao

A matemaética intervalar foi empregada na andlise
qualitativa de sistemas dinamicos continuos com
parametros incertos. O comportamento dos siste-
mas foi analisado sem a necessidade de considerar
todos os valores possiveis para os parametros.

Resultados, como o teorema de Kharitonov, e
as extensoes intervalares dos teoremas de contra-
bilidade de estados e saidas e de observabilidade,
devidos a Kalman, foram apresentados. Estabi-
lidade robusta, controlabilidade e observabilidade
de sistemas com parametros incertos foram deter-
minados de maneira simples; a quantidade de cal-
culos foi minimizada a partir de transformacoes
lineares e do uso dos valores limites.

Modificou-se a dinamica dos estados de siste-
mas incertos por meio do projeto de compensador.
O controlador consistiu de uma matriz de ganhos
e realimentacao linear de estados. Ele garante que
transitérios se mantenham entre certos limites, in-



ferior e superior, e a0 mesmo tempo que o de-
sempenho desejado seja satisfeito para todas as
possibilidades paramétricas. Os métodos de Pare-
amento de Coeficientes Intervalares e Ackermann
Intervalar foram propostos neste trabalho.

Em trabalhos futuros, é necessario buscar re-
laxagao das condicoes que garantem estabilidade
e desempenho do sistema em malha fechada ja
que operagoes sobre intervalos produzem resulta-
dos conservadores, especialmente para sistemas de
ordem elevada. A busca por relaxacao surge de
forma similar aquela da pesquisa em desigualda-
des matriciais lineares considerando politopos.
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