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Abstract— The sensitivity to initial conditions is one of the known characteristics of chaotic systems. This
property is usually envisioned by means of numerical methods. However, there is an unusual situation when the
tool is used to view the chaotic behavior interferes with the results due the numerical limitations and also do
not contemplate basic mathematical properties such as the axioms of multiplication and division. Soon a system
with chaotic behavior when subjected to these limitations may have totally unexpected or inconsistent results.
This article shows the influence of computational calculation of recursive functions and its effect to obtaining the
temporal logistics map series. In particular, it is shown that different orbits can be obtained when changing the
conditioning of logistic equation or the rounding mode, even for parameter control and initial condition are the
same.

Keywords— Discrete Event Systems, Temporal Series, Numerical Simulation, Logistic Map, Conditioning of
Equations.
Resumo— A sensibilidade as condigoes inciais é uma das caracteristicas mais conhecidas dos sistemas cadticos.

Esta propriedade normalmente é vislumbrada por meio de métodos numéricos. Entretanto, tem-se uma situagao
inusitada quando a ferramenta que é usada para visualizar o comportamento cadtico interfere nos resultados
devido as suas limitagées numéricas e também por nao contemplar propriedades matematicas bésicas como
os axiomas da multiplicacdo e divisdo. Logo um sistema com comportamento cadtico quando sujeito a estas
limitagbes pode apresentar resultados totalmente inesperados e/ou incoerentes. Neste artigo, apresenta-se a
influéncia do calculo computacional de fun¢Ges recursivas e seu efeito na obtengao das séries temporais do mapa
logistica. Em particular, mostra-se que se pode obter 6rbitas diferentes quando se altera o condicionamento da
equagao logistica ou o modo de arredondamento, mesmo para parametro de controle e a condic¢do inicial iguais.

Palavras-chave— Sistemas a Eventos Discretos, Série Temporal, Simulacdo Numérica, Mapa Logistico, Con-

dicionamento de Equagdes.

1 Introdugao

Fungdes recursivas, da forma z,41 = f(z,)
possibilitam descrever uma grande variedade de
problemas (Feigenbaum, 1978). Por exemplo,
existe um interesse considerdvel em encontrar
circuitos que representem o comportamento das
fungdes recursivas com potenciais aplicagoes em
geracao de numeros aleatdrios, amostragem de
frequéncia, variagao e propagacao de espectro
em comunicagoes (Suneel, 2006; Martinez et al.,
2013).

Como exemplo de fungdes recursivas impor-
tantes, tém-se os mapas unidimensionais, em espe-
cial o mapa logistico, que apresenta varios fenéme-
nos nao lineares. De acordo com (Saha and Stro-
gatz, 1995), o mapa logistico é um dos exemplos
mais abrangentes da matematica, pois o mesmo
ilustra muitas nogoes fundamentais de dinamica
nao linear: equilibrio, periodicidade, caos, bifur-
cagao e fractais.

Na literatura é comum encontrar diversos tra-
balhos em que foram analisados os pontos fixos
estaveis do mapa logistico de periodo 1 e multi-
plos. Contudo, pouca ou quase nenhuma atengao
é dada aos pontos fixos instdveis. A andlise desse
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mapa baseia-se no estudo da estabilidade dos seus
pontos fixos, que podem ser estaveis ou instaveis.

Entretanto, tem-se uma situagao inusitada
quando a ferramenta que é usada para visualizar
o comportamento cadtico e, também, a estabili-
dade dos pontos fixos interfere nos resultados de-
vido as suas limitagoes numéricas e, também, por
nao contemplar propriedades matematicas béasicas
como os axiomas da multiplicacao e divisao. Logo,
um sistema com comportamento cadtico, quando
sujeito a essas limitagoes, pode apresentar resul-
tados totalmente inesperados e/ou incoerentes.

Neste artigo, apresenta-se a influéncia do cél-
culo computacional de fungoes recursivas e seu
efeito na obtengao das séries temporais do mapa
logistica. Em particular, mostra-se que se pode
obter érbitas diferentes quando se altera o con-
dicionamento da equagao logistica ou o modo de
arredondamento, mesmo para parametro de con-
trole e a condicao inicial iguais.

2 Conceitos Preliminares

Dado o mapa logistico proposto por (May,
1976)
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Tpt1 = f(xn) =rx, (1l — CEn) (1)

emqueneNereR

De acordo com (Monteiro, 2006) quando
adota-se g € [0,1], tem-se que para 0 < r < 4
x, pertence ao intervalo [0,1] e para r > 4 é ob-
tido, em alguma das interagdes um valor negativo,
o que indica que x,, — —00.

2.1 Andlise do Mapa Logistico

Quando analisa-se o mapa logistico conside-
rando que o parametro de controle pertence ao
intervalo 0 < r < 4, calcula-se os pontos fixos em
funcao de r fazendo f(z*) = z*. Assim, sdo obti-
dos os pontos fixos f =0e x5 =1— (1/r) e os
autovalores associados a z] e x5 valem, respecti-
vamente, \f =re X =2 —7r

Em (Monteiro, 2006) é dito que 7 = 0 sera
assintoticamente estavel para 0 < r < 1 e insté-
vel para r > 1. Agora em r = 1 os pontos fixos
trocam de estabilidade. Logo, em (z*,7) = (0,1)
ocorre uma bifurcacao transcritica supercritica.
Logo z5 = 1 — (1/r) é assintoticamente estdvel
para 1 <r < 3.

Dando continuidade & andlise, tem-se que caso
r = 3, o autovalor associado ao ponto fixo x5 serd
A2 = —1. Segundo (Monteiro, 2006) x4 sofre uma
bifurcacao de duplicacao de periodo. Portanto,
para r > 3, surge uma Orbita de periodo-2 for-
mada pelos pontos z% e x} que sdao definidos da
seguinte maneira.

x5 = f(23) = f(f(x3)) = fP(x3)
i = fl@3) = F(f@D) = fP i) (2

Para se obter a estabilidade da orbita de periodo-
2, segundo (Monteiro, 2006), é necessario avaliar
a estabilidade dos pontos fixos z% e x}. E sa-
bido que a érbita é assintoticamente estavel se x5
e x; sao pontos fixos assintoticamente estdveis de
f® . Logo, calcula-se os autovalores associados
aos pontos fixos fazendo:

dr)
N
dx T=x]

df® (z)
Ay = 3
4 N 3)

obtém-se que:

Mg =N =12 +2r+4 (4)

Para que a oOrbita de periodo-2 seja assintotica-
mente estavel, é necessario a definigao:

1< —r?42r+4<+1 (5)
Portanto,

3 <7 <1+ V6= 3449490 (6)
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Para r = 1 + /6, tem-se que A3 = \y = —1
e a Orbita de periodo-2 sofre uma bifurcacao de
duplicacao de periodo. Portanto, para r = 14+/6,
segundo (Monteiro, 2006), os pontos fixos de f(?)
perdem sua estabilidade e se bifurcam, gerando
uma 6rbita de periodo-4 assintoticamente estavel,
cujos pontos sao obtidos a partir de z* = f*) (z*).

Conforme se aumenta o valor do parametro
de controle 7, ocorrem sucessivas bifurcagoes flip,
gerando orbitas de periodos 8, 16, 32, 64 ...

2.2  Condicionamentos da Equacao Logistica

Em (Yabuki and Tsuchiya, 2013), foram apre-
sentadas 6 possibilidades de condicionamentos da
equagdo logistica (veja Tab. 1) que, apesar de se-
rem matematicamente equivalentes, nao sao vistos
assim pelos computadores pois, como exposto na
norma IEEE 754-2008 (Zuras, 2008), os axiomas
béasicos da multiplicacdo e divisao nao sao con-
templados pelos computadores que fazem uso da
aritmética de ponto flutuante.

L1 | zpe1 = (ax,)(1,0 — )
L2 | xpi1 = a(z,(1.0 — z,))
L3 Tpr1 = (a — azy)x,
L4 |z = alx, —x,1,)
L5 | zpy = ax, — (axy)x,
L6 | xp1 = az, —a(z,x,)

Tabela 1: Equagoes logistica equivalentes.

Além destas 6 estruturas, propoem-se as duas
a seguir (veja Tab. 2), pois nestas nao sao em-
pregadas nenhuma das propriedades oriundas dos
axiomas bésicos e, também, é avaliada a influéncia
da poténcia pois, em alguns testes simples envol-
vendo comparacao entre poténcias e as mesmas
representadas como multiplicagao, foi possivel ob-
servar divergéncia em alguns casos.

L7 | %pi1 = ax, — ax,?
L8 | vy = ax, — ax,x,

Tabela 2: Equagoes logistica equivalentes propos-
tas.

Logo, surge uma duvida sobre a importan-
cia do condicionamento da equacao logistica frente
aos resultados obtidos.

2.8 Modos de Arredondamento e sua Influéncia
no Processo de Convergéncia

Adotando como referencial a definicdo de
ponto fixo proposta por (Nepomuceno, 2014),
tem-se que:

Definicio 2.3.1:  Se d(fn(Z%), fu_1(Z%)) <
0n + 0, entao T* é um ponto fixo. Em que

3728



XXI Congresso Brasileiro de Automatica - CBA2016
UFES, Vitéria - ES, 3 a 7 de outubro

fn € fn_1 sdo uma aproximagao de f, e f,_1
respectivamente, 2* é uma aproximacao de x*, d,
e d,, € 0 erro obtido através da iteracao de n e m.

Logo, se a distancia entre dois pontos consecu-
tivos é menor que o erro acumulado, a simulagao
deve ser interrompida.

A partir da andlise da definigao de ponto fixo
proposta por (Nepomuceno, 2014) e também das
técnicas utilizadas para se realizar a analise in-
tervalar em computadores, surgiu um questiona-
mento quanto & influéncia do modo de arredonda-
mento na convergéncia e, consequentemente, no
resultado final obtido.

Para buscar uma resposta a essa pergunta
foi necesséario, primeiro, investigar na literatura
quais eram as funcoes a serem utilizadas quando
desejava-se variar o modo de arredondamento em
uma simulacao numérica feita no software Matlab.
Assim, apds encontrar tais fungoes, observou-se
que as mesmas nao sao usualmente empregadas
pela comunidade cientifica. Logo, nao possuem
um descri¢ao detalhada nem na literatura quanto
menos no “help” do Matlab. Em razao dessa situ-
acao, foi necessario, primeiro, estudar as mesmas
para, assim, entender melhor as suas funcionali-
dades e peculiaridades.

A seguir, os modos de arredondamento para
o Matlab sao apresentados com uma descricao da
sua funcionalidade.

Modo de arredondamento para o —oo:
system_dependent (’setround’,-Inf),

neste modo de arredondamento, tem-se que,
quando o valor a ser representado x nao é um
ponto flutuante, é feito um arredondamento
para o numero z_ que é o ponto flutuante mais
préximo de z que é menor que .

Modo de arredondamento para o 400
system_dependent (’setround’ ,+Inf),

neste modo de arredondamento, tem-se que,
quando o valor a ser representado x nao é um
ponto flutuante, é feito um arredondamento
para o numero x4 que é o ponto flutuante mais
préximo de x que é maior que .

Modo de arredondamento para o mais pro-
xXimo:

system_dependent (’setround’,0.5),

neste modo de arredondamento, tem-se que,
quando o valor a ser representado x nao é um
ponto flutuante, é feito um arredondamento para
o ponto flutuante mais proximo de x, que pode ser
0Z_ ouTy.
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3 Metodologia

3.1 Defini¢ao do Problema

Em (Hammel et al., 1987), o seguinte teorema
foi proposto para simulacdo da equacdo logistica
quando r = 3,80 e g = 0,4.

Teorema 3.1.1: Existe uma orbita verdadeira
{z,} do mapa logistico para qual p, (p, repre-
senta o n-ésimo ponto obtido pelo computador
Cray X-MP) estd a uma distancia de 10~7 de z,
para 107 iteracdes (i.e., paran = 0,1,2,...,107).

Além da condicao adotada para definicao do
teorema (Hammel et al., 1987) afirma que para
r = 3,6; 3,625; 3,65; 3,7; 3,75; 3,86; 3,91 e condigao
inicial zy = 0,4 para todos os valores de r descrito,
a conclusao do teorema é verdadeira.

A partir da andlise do teorema proposto
por (Hammel et al., 1987) e tendo conhecimento
dos trabalho de (Yabuki and Tsuchiya, 2013) e
(Nepomuceno, 2014). Surge uma divida quanto
a validade do teorema apresentado frente a uma
mudanca no condicionamento da equagao logistica
e também do modo de arredondamento.

O condicionamento da equagao logistica a ser
utilizado para comparar com o formato normal-
mente empregado na literatura é apresentado na

Eq. (7).
Tl =G Ty — A Ty * Ty (7)

O motivo da escolha desse condicionamento
reside no fato de o mesmo nao empregar nenhuma
dos axiomas bésicos da multiplicacao e divisao e,
também, por nao envolver poténcia, pois em al-
guns testes simples envolvendo comparagao entre
poténcias e as mesmas representadas como multi-
plicacao, foi possivel observar divergéncia em al-
guns casos.

Em todas as simulagoes, a condigao inicial a
ser utilizada serd a mesma proposta por (Hammel
et al., 1987) zp = 0,4. Em relagdo ao pardmetro
de controle r, os autores deste trabalho escolhe-
rem 4 dos 8 valores para o qual o teorema se
verifica segundo (Hammel et al., 1987), r = 3,65;
3,75; 3,80; 3,86.

As configuracées da maquina utilizada para
as simulacoes sao as seguintes.

e Processador: Intel(R) Core(TM) i7-5500U
CPU @ 2.40GHz.

e Memoéria Ram: 8,00 GB (7,82 GB utilizdvel).
e Tipo de sistema: 64-bits.

e Sistema operacional: Windows 10 Home.
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4 Resultados

A seguir, serao apresentados os resultados ob-
tidos para os valores de r e x( citados anterior-
mente quando é utilizado o condicionamento usu-
almente empregado pela grande maioria dos pes-
quisadores e o proposto pelos autores deste traba-
lho (veja Eq. 7).

Arredondamento para + inf
1f-o-Tx,) = 3,65x,(1-x,)
0of - T(x)=3,65" - 3,65 | ¢

0'%0 Eb 160 12‘0 1/;0 1é0
Figura 1: Série Temporal da equagao logistica

para r = 3,65 e x9p = 0,4. Modo de arredonda-
mento para o +00.

Distancia entre X ex

04
0.3r

0.2
0.1F

0 —V
0.1

-0.21

d(xk, xi)

-0.3f

N I I I I I I | .
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n

Figura 2: Distancia entre os pontos xj e z; para
r = 3,650 e xg = 0,4. Modo de arredondamento
para o +oo.

Arredondamento para - inf
—o-f(x,) = 3,65x, (1-x)
—f(x)=3,65" - 3,65%x | .

LER

0.7] i I lA

L L | L |
0.%0 80 100 120 140 160 180
n

Figura 3: Série Temporal da equagao logistica
para r = 3,65 e xyg = 0,4. Modo de arredonda-
mento para 0 —oo0.

Nas Fig. (1) e (3), é possivel observar o dis-
tanciamento das duas séries temporais que sao
matematicamente equivalentes. Essas duas séries
temporais chegam a apresentar um distancia entre

si igual a 0,372609049.
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Distancia entre x, e X;
0.4, T T

0.3]
0.2
0.1

d(xk, x‘)

-0.1

-0.2-

0.3+

. L I L L . I L !
0.40 20 40 60 80 100 120 140 160 180
n

Figura 4: Distancia entre os pontos xj e x; para
r = 3,66 e xg = 0,4. Modo de arredondamento
para o —oo.

Arredondamento para + inf
e f(x) = 3,75x, (1x,) ‘ ‘ ‘ ]
09— f(X)=3,75"% - 3,75"*x,

180

Figura 5: Série Temporal da equagao logistica
para r = 3,75 e xg = 0,4. Modo de arredonda-
mento para o +o0.

Distancia entre X ex
0.8

0.6f
0.4
0.2f

d(xk, xi)

-0.2r
-0.4r

-0.61

4 I I I I I I
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n

Figura 6: Distancia entre os pontos xj e x; para
r = 3,75 e xg = 0,4. Modo de arredondamento
para o +oo.

Arredondamento para - inf
1 T T

—-f(x,) = 3,75x,(1x,)
e F()=3,75", - 3,75 *x,

Figura 7: Série Temporal da equagao logistica
para r = 3,75 e 9 = 0,4. Modo de arredonda-
mento para o —oQ.

Nas Fig. (5) e (7), é possivel observar o dis-
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Distancia entre x, e X;
0.8, T T

0.6
0.4+
0.2-

d(x, %)
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06-

% 20 40 60 80 160 1é0 14‘10 1é0 180
n
Figura 8: Série Temporal da equagao logistica
para r = 3,75 e g = 0,4. Modo de arredonda-
mento para o —o0.

tanciamento das duas séries temporais que sao
matematicamente equivalentes. Essas duas séries
temporais chegam a apresentar um distancia entre
si igual a 0,648906133.

Arredondamento para + inf
1o Fx) = 3,80x, (1%,) ‘ ‘ ‘ ]
0911 »-f(x)=3,80"; - 3,80*>(i*>(i Y

0'%0 B‘O 160 12‘0 14;0 11‘30 180
Figura 9: Série Temporal da equagao logistica

para r = 3,80 e xp = 0,4. Modo de arredonda-
mento para o +00.

Distancia entre X ex,

0.8
0.6f
04r
0.2}

0

d(x, ,x‘)

0.2
0.4t

-0.61

- I . . . | . \ .
0'80 20 40 60 80 100 120 140 160 180

n

Figura 10: Distancia entre os pontos zj e x; para
r = 3,80 e zg = 0,4. Modo de arredondamento
para o +oo.

Nas Fig. (9) e (11), é possivel observar o
distanciamento das duas séries temporais que sao
matematicamente equivalentes. Essas duas séries
temporais chegam a apresentar um distancia entre
si igual a 0,751201458.

Nas Fig. (13) e (15), é possivel observar o
distanciamento das duas séries temporais que sao
matematicamente equivalentes. Essas duas séries
temporais chegam a apresentar um distancia entre

si igual a 0,803315553.
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Arredondamento para - inf
—-f(x) = 3,80x, (1-x,) i -
e f(x)=3,80" - 3,80 *x |

&
o %0 80 100 120 140 180

Figura 11: Série Temporal da equacao logistica
para r = 3,80 e x9p = 0,4. Modo de arredonda-
mento para o —oQ.

Distancia entre X e X
0.8 T T T

06+ -
0.4 g
0.2+ -

0

d(xk, xi)

0.2- g
04" .

-0.6- q

y I I I I I I I I
0'80 20 40 60 80 100 120 140 160 180

n

Figura 12: Distancia entre os pontos xj e x; para
r = 3,80 e xyg = 0,4. Modo de arredondamento
para o —oo.

Arredondamento para + inf
1ffo-fx) = 3.86%,(1-x) ‘ . 1
09fi x-f(x=3,86"K, - 3,86"*x, 7

Figura 13: Série Temporal da equacao logistica
para r = 3,86 e x9g = 0,4. Modo de arredonda-
mento para o +0o0.

Distéancia entre X ex
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0

-0.21
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-0.4f
0.6 a

208 I I I I

| | . |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
n

Figura 14: Distancia entre os pontos zj e x; para
r = 3,86 e xyg = 0,4. Modo de arredondamento
para o +oo.
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Arredondamento para - inf
—o-f(x,) = 3,86%,(1-x) ‘
- f(x)=3,86" - 3,86

o
©
T

o
T

o
2
T

f(xk) e f(x
o o
a5

o
S

o

32

o

s

I h L I I
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n

Figura 15: Série Temporal da equagao logistica
para r = 3,86 e x9p = 0,4. Modo de arredonda-
mento para o0 —o0.

Disténcia entre X X

0.5-

d(xk, x‘)

-0.5¢

_ . I . . I . . .
10 20 40 60 80 100 120 140 160 180

n

Figura 16: Distancia entre os pontos zj e x; para
r = 3,86 e zg = 0,4. Modo de arredondamento
para 0 —oo.

Avaliando as Fig. (13) e (15), é possivel su-
por que, para certos valores do pardmetro de con-
trole, os modos de arrendondamento nao influen-
ciam com tanta intensidade, como visto para ou-
tros parametros de controle, demonstrados neste
trabalho.

5 Conclusoes

Através da Eq. (7), sdo obtidos, a partir de
um certo numero de iteracoes resultados, que di-
ferem dos obtidos utilizando a representacao clas-
sica em que a simples mudanc¢a no condiciona-
mento acarretou em valores de z,, distintos nos
parametros de controle avaliados. Logo, o teorema
de (Hammel et al., 1987) néo se verifica quando se
utilizam dois condicionamentos matematicamente
equivalentes da equagao logistica para valores de
parametro de controle e condicao inicial iguais,
pois, para valores de n (ntmero de iteragdes) en-
tre 85 e 115, as séries temporais nao estao mais
em uma mesma Orbita e apresentam uma distan-
cia entre si superior a 1077,

Outra observagao revelante ocorre quando se
altera o modo de arredondamento. As séries tem-
porais nao se mantém em uma mesma Orbita e as
orbitas para as quais séries temporais convergem
para um modo de arredondamento nao sao iguais
para o outro modo.

Essa breve nota apresenta a relevancia de se
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avaliarem os possiveis condicionamentos matema-
ticamente equivalentes de uma mesma equagao
pois, como pode ser observado, o resultado final
pode se alterar de um condicionamento para ou-
tro em funcao da nao verificacao dos axiomas béa-
sicos da multiplicacao e divisao pelo computador.
Entretanto, ndo hd nenhuma maneira facil de es-
tabelecer um condicionamento correto para uma
equacao. Logo esse tema merece mais pesquisas.
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